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PRESENTACIÓN 


Los libros en que durante cuatro decenios expusimos diver- 
nin ramas de la Matemática, con reflejos del estado progresi- 
vemente alcanzado en los paises creadores, merecieron tan be- 
udvolo acogida en el mundo de origen hispánico, que con ellos 
ar lun formado varias generaciones de estudiosos e investiga- 
luren, pienes no solamente conocen ya la moderna literatura 
untveyaal, sino que colaboran en ella, hecho que habría pareci- 
da imposible y fabuloso a las mentes españolas de comienzos 
ile niplo. Pero por halagador que sea este balance, el propio 
votar en elo menos satisfecho de sus obras, que ya no reflejan 
lo unero modo con que la Matemática está a punto de reorga- 
atenten: y desde hace años viene estimulando a sus jóvenes 
coleyaa «e emprender la publicación de libros en que tenga eco 
po formo ese nuevo rumbo, al que ningún país puede quedar 
“wena, py que ya cuenta con fieles devotos y aun colaboradores 
w.etiena co España e Hispanoamérica. 

Cino cada año que pasa se hace más sensible esta necesi- 
dul, el propio autor se ha decidido al fin a organizar la publi- 
caerán de un nuevo tratado de Análisis matemático, que re- 
Mojo todo lo bueno de lo clásico y de lo noviísimo. Con entusias- 
ma juvenil y competencia insuperable pusieron mano a la obra 
lun den amigos colaboradores, plenamente autorizados para 
ntibizor cuanto les agradara de nuestros libros, innovando li- 
hremente en el resto, y aquí sale u luz el primer fruto de su 
estruordiuario esfuerzo, realizando el milagro, no superado en 
lu lileralnra matemática, de organizar una obra que es a la 
ree mbrolncción, texto y enciclopedia bibliográfica. 

Jnslifica este último calificativo la información exhaustiva 
dr los progresos realizados hasta el día dentro del campo de- 
morcado, y no incorporada aún a los libros extranjeros. La no 
malada riqueza en ejemplos y ejercicios, resueltos y cuidado- 
eovente seleccionados, avalora su utilidad didáctica. 

Favorable coyuntura para la renovación ansiada por los 
tica colaboradores ha sido nuestra larga ausencia, que impidió 
dinenlir con excesiva minuciosidad gran parte de la obra, en- 
Nentondo nuestras distantes opiniones, como se hizo con todo 
veto cn algunos capítulos, dejando establecido un criterio me- 
di para los restantes. El honor de los aciertos les pertenece 
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pues, por entero, pero la responsabilidad del conjunto recae 
sobre los tres. Es seguro, por ineluctable ley biológica, que de 
haber proseguido hasta el final nuestra intervención crítica, la 
obra habria resultado menos novedosa e interesante, mås ape- 
gada al molde ya clásico desde comienzos de siglo. Pero hasta 
los más recalcitrantes misoneístas reconocerán una gran mo- 
deración en las innovaciones del nuevo estilo, mientras que los 
espíritus revolucionarios las juzgarán insuficientes; y esa dis- 
crepancia de críticas será la mejor prenda de acierto ecuánime. 

Jóvenes y viejos alardeamos de ecuanimidad, declarándonos 
amantes de la renovación perfectiva; pero la discrepancia sur- 
ge al trazar la divisoria entre lo conveniente y lo repudiable. 
En nuestro diminuto pleito, ni los autores, aun puestos de 
acuerdo, ni siquiera el público actual, pueden juzgar con acier- 
to. Será la tendencia triunfadora, por la cantidad y calidad 
de sus frutos, la que dictará su fallo inapelable. En la ciencia, 
como en los planos más profundos y vitales de la cultura, “ai 
posteri l'ardua sentenza” 


J. REY PASTOR. 


Hamburgo, octubre de 1951. 


NOTA A LA SEGUNDA EDICIÓN 


Una importante mejora respecto de la primera edición consiste en la 
puesta al día de la abundante bibliografía citada, incluyendo muchas nue- 
vas obras. de las cuales se da, según acostumbramos, una breve orienta- 
ción crítica. 

Hemos procurado hacer más asequibles los conceptos que la experien- 
cin docente ha mostrado resultaban demasiado abstractos para el princi- 
piante, particularmente al introducir y ampliar el concepto de número. Se 
ha completado el concepto general de definición recurrente, dando esque- 
mas de demostración de las leyes generales de la aritmética, suficientes 
para que puedan ser desarrollados sin esfuerzo por los alumnos aventa- 
jados, En la misma forma se ha completado la nota sobre el álgebra de 
BoOoOLE y el apartado que incluye la introducción del número real me- 
diante sucesiones regulares o de CAUCHY. 

Se ha procurado también hacer más asequible el importante pará- 
«vafo dedicado a la divisibilidad algebraica, 

Se ha completado la nota sobre la aritmética decimal de los números 
npr Eaa agregando en particular un apartado sobre operaciones abre» 

adas 

En la nota sobre funciones derivadas se da demostración completa 
almplificada del teorema de SCHEEFFER, del que se dará para el caso de 
Funciones vectoriales en el volumen II otra demostración basada en un 
lema de ZYGMUND, 

Se ha perfeccionado el estudio de los ceros de las funciones continuas 
y la nomenclatura de los órdenes infinitesimales e infinitos. 

Con la ejemplificación correspondiente, se ha incluído en el método 
do GRÁFFE un procedimiento de control de los cálculos efectuados, com- 
pletando una contribución publicada por J. P. LOMBARDI. 

Se ha perfeccionado la exposición y ejemplificación del teorema ge- 
ueral de BÉZOUT. 

Se ha simplificado el ejemplo de conjunto generalizado de CANTOR de 
medida positiva que se aplica al de VOLTERRA de derivada acotada no in- 
lugrable (R). Se completa el estudio de la 'sustitución de Variables en la 
integral (R) definida. 

Además de los citados, se han efectuado numerosos otros agregados 
v modificaciones menores, y se han subsanado errores y erratas hallados 
por nosotros mismos o por queridos colegas y alumnos. Les expresamos 
por ello nuestro agradecimiento, en particular al Dr. GERMÁN FERNÁNDEZ, 
por las valiosas indicaciones didácticas que ha tenido la gentileza de ha- 
cernos llegar. 


NOTA A LA SÉPTIMA EDICIÓN 


El ritmo de mejoras señaladas en la Nota a la segunda edición, ha 
continuado en mayor o menor medida en las sucesivas ediciones poste- 
riores. 

Las más importantes hechas en esta séptima edición pueden verse 
en Cap. I-nota 1, $ 11-1, $ 13-4, $ 20-4, § 33-9, Cap. IX-nota VI, § 38-6, 
y 41 (reestructurado), § 52-2, Resp. a § 18-ej. 5. Entre los innumerables 
cumbios de detalle están los de §§ 13-1, 16-5, 17-2 y 3, 22-2 y 6, y 51-4, 
Cap. XI-nota 2 y figuras 39 y 87. 

En el hallazgo de erratas y errores agradecemos la valiosa ayuda de 
colegas y alumnos, en especial los doctores G. FERNÁNDEZ y J. GORDON, 
v el licenciado J. D. BENÍTEZ. 


PLAN DE LA OBRA 


1. FINALIDAD Y ESTRUCTURA. — He aquí una obra de cola- 
boración, en que se pretende aunar experiencias diversas de 
publicaciones anteriores y práctica docente, mediante una la- 
bor de conjunto y crítica mutua. Destinado el libro a servir de 
base a cursos formativos de iniciación universitaria en las Fa- 
cultades de Ciencias, preparatorios de estudios superiores de 
Ingeniería o de doctorado en Física y Matemática, la selección 
de materias se ha guiado por los planes de estudio de las uni- 
versidades y escuelas técnicas profesionales de Hispanoamé- 
rica, en particular de la Argentina, pero sin sujetarse a ningún 
programa determinado, antes bien, con afán de superación y 
aliento renovador, 

Si la Matemática es importante como fundamento de mu- 
cha parte de la Ciencia y de la Técnica, no lo es solamente por 
tratar del espacio y de la cantidad, sino mucho más profunda- 
mente por constituir el conjunto de sistemas hipotético-deducti- 
vos y de sus aplicaciones. 

Más importancia que los resultados y casos en que pueda 
aplicarse una fórmula matemática tiene la obtención de nuevos 
métodos y la suma de experiencias mentales con que va enri- 
gueciendo nuestra facultad racionul. Por ello, en la enseñanza 
de la Matemática debe preponderar su valor formativo, pues 
la adquisición de una disciplina mental es tal vez el elemento 
más valioso de toda educación científica. 

Lo. aritmetización de la-Matemática, lograda en el siglo XIX, 
redujo esta ciencia a una larga cadena de deducciones y cons- 
trucciones, a partir del número natural. De ahí que previo al 
estudio del Cálculo infinitesimal, creamos imprescindible una 
introducción algebraica sobre el concepto de número y sus ope- 
raciones, y un análisis depurado del concepto de límite urtt- 
mético, cuya adquisición clara y precisa ha de ser uno de los 
principales objetivos a obtener en la formación del principiante. 

Éstas no son exigencias de matemático puro, pues nada más 
contraproducente que llenar la mente del futuro ingemiero con 
vagos ju.sns de palabras, de sabor metafísico, que disimulen 
la oscuridad de pensamiento. Si por llegar rápidamente a las 
aplicaciones del Cálculo infinitesimal, resucitamos antiguas de- 
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Finiciones de curva, de tangente, de infinitésimo, de diferencial, 
veremos que después de larga cavilación sobre los “puntos con- 
seentivos” de una curva, sobre el infinitésimo que ni es cero ni 
liene valor ninguno, sobre los infinitésimos que se desprecian 
un alterar la exactitud del resultado, todo deberá descansar en 
nua fe ciega y aceptarse como dogma, sin que sea posible des- 
perlar y desarrollar el espíritu crítico. Hace tiempo que se 
pnsieron en claro los anteriores conceptos y que el Cálculo in- 
liuitesimal dejó de ser Metafísica para hacerse Aritmética, es 
decir, claro, sencillo. limpio de nebulosidades y libre de discu- 
utones, Pues bien, nadie como rl técnico debe ser exigente en 
claridad y precisión; nada más lejano de la Metafísica que el 
hierro y el hormigón. 

En la exposición de las teorías elementales hemos tenido 
uny en cuenta la evolución de la Matemática en los últimos 
unos, pues es natural que aquéllas sufran las variadas influen- 
cios que las modifican y adaptan a la línea general del pensa- 
miento de cada época. Así, al ir pasando de lo particular a lo 
ueneral en el proceso de abstracción que caracteriza a la Ma- 
temática moderna, hemos señalado bien las importantes ven- 
lajas con que ésta utiliza el formalismo lógico en sus máximas 
posibilidades, y la economía de esfuerzo y mayor penetración 
el conocimiento que con ello se logra. Sin embargo, no por 
eco dejamos de considerar equivocado el introducir los concep- 
los elementales como casos particulares de los contenidos en 
teorías modernas que abarcan el más amplio grado de genera- 
hdad y abstracción. Como ha dicho el profesor PASCAL, “hacer 
descender de lo alto los conceptos del Análisis es didácticamente 
equivocado, históricamente absurdo, conceptualmente hiper- 
Irófico y cientificamente inútil”. No debe pedirse a jóvenes 
¡teligencias, lo que la historia del pensamiento humano de- 
wuocstra requiere tiempo, ejercitación y adecuada adaptación 
mental. 

Por ello procuramos siempre introducir conceptos nuevos 
mediante una ejemplificación previa concreia y familiar, dan- 
do para cada teoría una visión intuitiva, que sitúe adecuada- 
mente en la atención del lector el propósito perseguido. Claro 
calú que éste debe aspirar a que los conceptos elementales se 
uxrimailen, a fin de preparar para estudios superiores, labor po- 
wible y adecuada por la enorme simplificación alcanzada en el 
desarrollo de la Matemática moderna, como saben todos aque- 
llos que siguen la evolución de las nuevas ideas, y cuyo cono- 
cimiento más o menos cercano posee todo profesor universi- 
lario. 


El texto en letra grande está destinado a la generalidad de los alum- 
nun técnicos y científicos, y es lo mínimo que consideramos deben corocer 
lun que aspiran a una formación básica en Matemática. El texto en letra 
pequeña se destina a los que aspiren a salir de la común mediocridad y a 
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los que deseen prepararse adecuadamente para una carrera cientifica o 
técnico-cientifica. Existen, además, notas de final de capítulo que comple- 
tan puntos importantes y pretenden abrir horizontes a los lectores de vo- 
cación desarrollada, y, al mismo tiempo, hacer interesante el libro a los 
que tengan una formación matemática anterior. 

En todo el volumen se toma cada parágrafo ($), dividido en aparta- 
dos, como unidad fundamental de referencia, y va seguido de ejercicios 
propuestos, que a veces sirven también para completar el texto, y que en 
todo caso ofrecen al lector, mediante su resolución, la mejor prueba de 
que ha llegado a comprender y asimilar el contenido del correspondiente 
parágrafo. Al final del volumen se incluye una lista de soluciones de los 
ejercicios que a ello se presten, y en los más difíciles, de indicaciones para 
llegar a ellas, 


2. CONTENIDO. — El índice general da el programa ordenado de los 
temas tratados. Aquí no pasamos revista a todos ellos, sino a aquellos 
en logs que creemos conveniente señalar alguna particularidad importante. 

Es común en los tratados de Análisis matemático preocuparse mucho 
por introducir rigurosamente el concepto de número real, suponiendo per- 
fectamente conocido el de número racional. Cualquiera sea el nivel alcan- 
zado en estudios preuniversitarios, siempre realizados en edad muy tem- 
prana, nuestra experiencia docente considera como gratuita la anterior 
suposición. Así, el primer capítulo de la obra se dedica a la fundamenta- 
ción del número racional. Empieza por una breve introducción lógica sobre 
la estructura y métodos de la Matemática, en un nivel elemental, que 
puede ser bien comprendido por un principiante, y con el objeto de faci- 
litar la exposición posterior de las diversas ampliaciones del concepto 
de número y la unidad metodológica con que se efectúan. 

Cuestión muy discutida fué la manera de introducir en el § 2 el nú 
mero natural. Finalmente adoptamos su definición más sencilla, debida a 
PEANO, que se apoya esencialmente en el principio de inducción completa. 
Si bien el significado estricto de las operaciones de suma y producto es 
cardinal, las propiedades caracteristicas y particulares de los números 
naturales, que son las más inmediatas a nuestra mente, las que se refieren 
a conjuntos discretos y finitos, quedan laboriosamente establecidas en la 
teoria general de conjuntos, con definiciones y teoremas poco intuitivos. 
Dado que las obras de iniciación universitaria hasta ahora escritas en 
castellano han dado preferencia al método cardinal, y a ellas pueden re- 
ferirse los que opten por éste, será siempre interesante que exista alguna 
otra que dé por lo menos un rápido esquema del método recurrente. Se 
ha achacado a éste el requerir reiteradamente monótonas demostraciones 
inductivas, que carecen de valor heurístico. Esta crítica justa puede ser 
mitigada si se renuncia, más aun en un estudio inicial, a detenerse en 
desarrollar con todo detalle esas demostraciones lentas y penosas que per- 
turban la visión de conjunto y la línea de pensamiento seguida. Esto no 
ha de ser defecto en el valor formativo del estudio, si en éste se ha ingis- 
tido previamente sobre el carácter fundamentalmente lógico del desarrollo 
matemático, ni ha de obstruir el naciente espiritu crítico de los alumnos 
capaces, 831 se dejan a su cargo, como ejercicio, demostraciones fáciles de 
obtener por analogía, con pequeñas indicaciones oportunas. Los demás 
aceptan sin repugnancia sea “demostrable” algo que para ellos es la 
“evidencia” misma, 

El 8 ¿ muestra ya que no sólo la parte conceptual, sino también la 
técnica operatoria, ha merecido nuestra atención. El $ 5 desarrolla los 
principios esenciales de la divisibilidad numérica desde un punto de vista 
superior, que facilite luego la clara comprensión de la divisibilidad alge- 
braica, tan difícil de captar por log principiantes; -en letra chica se han 
incluído operaciones con clases residuales y los conceptos de grupo, anillo 
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y cuerpo, cuya importancia básica en el Algebra moderna queda bien 
puesta de relieve en el texto posterior del mismo tipo de letra. 

El capítulo Il se dedica al número real y al número complejo. Siem- 
pre en busca del método de mejor comprensión intuitiva, es decir, más 
prorimo a log conceptos usuales en la práctica, se introduce el número 
renl (8 7) mediante sucesiones monótonas contiguas, por ser generaliza- 
ción inmediata de las aproximaciones decimales con que se está acostum- 
hrado a dar como resueltas ecuaciones del tipo de la pitagórica, cuyo exa- 
men y la conexa existencia de segmentos inconmensurables juzgamos es 
cl mejor exordio, tanto histórica como racionalmente, para justificar la 
introducción del nuevo concepto. Sin embargo, también se consideran los 
ulroan métodos que existen para “completar” la recta racional. En el nú- 
mero complejo se llega sólo a la radicación ($ 10), dejando para el capí- 
lv XI introducir naturalmente, por prolongación analítica, las definicio- 
nen de potenciación y logaritmación cualesquiera. Al final del capítulo II, 
aw nota I sobre plenitud y unicidad de los números reales sirve para que 
«el tratar en la nota II del infinito matemático, se dé la demostración que 
nor parece más natural de no-numerabilidad del continuo, mostrando bien 
que gi quisiéramos circunscribirnos a considerar conjuntos numerables, 
habríamos de renunciar a “completar” la recta. En la nota III sobre sis- 
lemas hipercomplejos, se marca bien cómo se pasa de los espacios “vecto- 
riales” a los conjuntos “numéricos”, situando adecuadamente el teorema 
final de la Aritmética y la imvortancia de log cuaternios. 

En el capítulo III se ha tratado el Análisis combinatorio ($ 11) lo 
mar rápidamente posible, dejando para la nota I de final de capítulo 
‚ntndiar los grupos de sustituciones entre permutaciones. La fórmula de 
|.NIBNIZ sobre potencia de un polinomio ($ 12), se da con todo el detalle 
ue merecen sus aplicaciones posteriores, pues el descuidarlo ahora, di- 
henlta luego manejar por ejemplo la fórmula de TAYLOR en varias va- 
¡¡iubles. Por gu importancia fundamental y cada día mayor en el estudio 
lr lag modernas teorías físicas, creemos imprescindible el estudio de los 
uitemas de écuaciones lineales ($ 15) en todos los casos, sobre todo el 
teorema de RoucHÉ-FROBENIUS, con gu conexo cálculo de matrices ($ 14). 
U'reviamente se consideran el planteamiento, la transformación y la equi- 
ralencia de ecuaciones, tratando de evitar el descuido usual con que se 
trutan estas cuestiones. 

El capítulo IV, sobre algoritmo algebraico, está encarado en forma 
bustante nueva respecto a lo que suele hacerse qn los textos anteriormen- 
le aparecidos en castellano. Después del $8 16, destinado al principio de 
tilentidad y operaciones racionales, ge insiste ($ 17) en el fundamental 
concepto de irreducibilidad en un campo racional y los teoremas de la di- 
visibilidad algebraica que de ahí se deducen. Luego se hace la distinción 
esencial de la divisibilidad algebraica'entre polinomios de “una” o “más” 
variables, aclarada en ambos casos con adecuados ejemplos elementales, 
y mediante la introducción del concepto de ideal se desarrolla el primer 
raro, en forma completamente paralela a la divisibilidad numérica, mien- 
ras se señalan las nuevas circunstancias del segundo. Se da una detallada 
demostración del teorema fundamental del Algebra (8 18) por el método 
de la disminución del módulo y se pasa a la resolución por radicales de 
lus ecuaciones elementales ($ 19). 

Al dar el criterio general de convergencia, se introducen las sucesio- 
nes regulares (de CAUCHY o de CANTOR) como método para definir el nú- 
mero real, indicando sus ventajas teóricag y sus inconvenientes didácticos. 
Se tratan con cuidado los casos singulares de límites de potencias, con 
ejemplos de todos ellos, distinguiendo bien log casos de oscilación de los 
de indeterminación. Los criterios clásicos de convergencia de las series 
de términos positivos se sistematizan bien, mediante los criterios de com- 
paración de primera y de segunda especie, sin olvidar el que se deduce 
de la comparación de primera especie con la serie armónica generalizada. : 
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muy sencillo y útil, análogo al potencial de las integrales generalizadas, 
y que a pesar de ello se descuida en muchos textos elementales. Numero- 
sos ejemplos y observaciones aclaran el alcance de los distintos criterios. 
Para la convergencia condicional se dan los clásicos de ABEL y de DIRICH- 
LET. Las operaciones de producto y cociente de series incluyen un ejemplo 
poco conocido, que hemos elementalizado y simplificado al sacarlo de las 
memorias originales de PRINCSHEIM. Al final del capítulo V, en la nota I, 
sobre algoritmos de con.ergencia y sumación, se estudia la transforma- 
ción de 'TTOEPLITZ, cor su aplicación a las medias aritméticas y geométricas 
deducidas de una sucesión, el criterio de STOLZ, los teoremas de MERTENS 
y ABEL sobre rroducto de series y sobre todo, la sistematización que la 
transformación de TOEPLITZ establece en los métodos de sumación o conver- 
gencia generalizada. En la nota II se da una rápida exposició:. de la 
Aritmética decimal de los números aproximados. La nota III, dedicada a 
fracciones continuas, empieza dando el proceso con que éstas se originan, 
pare así introducir, en forma rápida y simultánea, las finitas y lae in- 
definidas. Va luego el estudio de las reducidas, de los teoremas de apro- 
ximación y de las aplicaciones a la representación de irracionales y reso- 
lución de ecuaciones diofánticas. Se ha dejado para el capítulo XI la ex- 
posición de los productos infinitos, con el fin de poder tomar logaritmos 
en el caso complejo; las series múltiples se han dejado para el volumen IT. 

El capítulo VI trata de las funciones reales y de la continuidad. 
Las definiciones rigurosas se cnuncian después de adecuada preparación 
y se aclaran mediante numerosos ejemplos. En la nota IT se distinguen 
con precisión no acosiumbrada los nuntos límites referentes, ya sca a los 
conjuntos puntuales ya sea a las sucesiones. 

En el capítulo VII se destaca didécticamente la importancia funda- 
mental de las funciones trascendentes elementales: exponencial, loyarít- 
mica y potencia:; circulares; hiperbulicas. Al estudiar la representación 
paramétrica se introduce la definición analítica de curva plana, cuya am 
plitud se ejemolifica en la wota I de final de capítulo, mediante las curvas 
de PEANO. La nota II se dedican a tablas de funciones, mencionando lo 
realizado úitimamente por norteamericanos e ingleses. 

El capitulo VIII, sobre funciones derivables, introduce el concepto 
con la posibilidad de que lc. derivada sea única infinita (con signo deter- 
minado). 

El capítulo IX, sobre teoremas del valor medio y consecuencias, em- 
pieza dando la idea intuitiva del teorema del incremento finito, para luego 
precisar su alcance y demostrarlo en forma rigurosa y generalizada. La 
admisión de derivada única infinita permite tratar en forma completa los 
límites indeterminados, aclarando con adecuados ejemplos el alcance de la 
regla de BERNOUTTI-L'HOSPITAL. Se dan los órdenes fundamentales de 
infinitud, su nriuraleza no arquimediana y su aplicación al estudio de 
asíntotas y d“.ecciones asintóticas de las curvas planas, donde, apartán- 
donos de las exposiciones usuales, se distingue bien el caso de rama para- 
bólica, de aquel en que existe dirección asintótica pero no asíntota, ni 
propia, n. impropia. Asimismo, se precisa en los ejercicios la distinción 
entre «sintota y posición límite de la tangente, cuyo punto de contacto se 
aleja sobre la rama de curva considerada. La nota IV, sobre propiedades 
de la función derivada, trata de la convergencia uniforme de la razón in- 
creomental y del tesrema de DARBOUX. La nota V, sobre números derivados 
y funciones derivadas, es muy profunda, habiéndose conseguido exponer 
los clásicos teoremas de SCHEEFFER con demostraciones breves y sintéticas. 
La nota VI se dedica al teorema fundamental del Cálculo integral, intro- 
duciendo la función ternaria de CANTOR, que, modificada adecuadamente, 
sirve para dar un ejemplo muy sencillo de no cumplimiento de dicho teo- 
rema para funciones continuas, si se exige solamente la igualdad de de- 
rívadas, sin sobrentender que sean finitas. En la nota VII va una expo- 
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meton clementalizada del ejemplo de VAN DER WAERDEN de función conti- 
nua, que en todo punto carece de derivada finita, ni aun lateral. 

bil eapitalo X se dedica a la fórmula de TAYLOR y a las ecuaciones 
olyebraicas, Como aplicación de la derivación sucesiva ($ 38) se tratan 
lun ceros reales múltiples de las funciones continuas, para lo cual es muy 
util lu precisión con que se ha introducido el orden infinitesimal, y que 


permitira estudiar con gran generalidad en las hipótesis, la validez de la 
lormnla de TAYLOR y de las diferentes formas de su término complemen- 
tarta, la fórmula de TAYLOR ($ 39) se introduce naturalmente, mediante 
he nación intuitiva de polinomio ““osculador”, para lo que se han estudiado 
premamente los órdenes de contacto de dos curvas planas. En aproxima- 


cion tineul, se trata la resolución numérica de ecuaciones cualesquiera 
oediante la regla de NEWTON-FOURIER, en conexión con el extenso $ 41 
«obre resolución numérica de ecuaciones algebraicas con separación de 
mees y teorema de STURM, cálculo de raíces racionales, irracionales y 
emuplejas, e idea del método de GRAFFE. Va otro parágrafo ($ 42) sobre 
eliminación algebraica. En el método de EULER, es de señalar la forma 
factorial de la resultante dada modernamente por E. T. WHITTAKER, y 
nobre todo la demostración sencilla y rigurosa que hemos obtenido en el 
varo de que los dos polinomios de grado m y n tengan el m.c.d. precisa- 
mente de grado r > 1. Esto nos sirve para demostrar en forma breve el 
lerema general de BÉZOUT, acabando el parágrafo con el método de eli- 
minación de KRONECKER. Aprovechamos la ocasión para lamentar que en 
muetos textos dedicados a ingenieros, y mucho más a físicos o matemá- 
tirox, se omitan totalmente estas cuestiones, algunas de las cuales son tam- 
hien de valor práctico. La nota II1, sobre funciones simétricas de las raí- 
ven y diseriminante, además de su importancia en la teoría superior de la 
iunalución algebraica, girve para justificar log procedimientos ya emplea. 
dos en el capítulo IV para la resolución de las ecuaciones elementales. 
lia la nota IV, sobre resolución gráfica de ecuaciones, nos detenemos so- 
bra todo en el método de LiLL, dando de la Nomografía una adecuada 
orientación bibliográfica en la nota siguiente. 

El capítulo XI, sobre series de potencias, empieza estudiando sus pro- 
piviludes generales en el campo complejo, incluso la convergencia unifor- 
me, tema a tratar más extengamente en el volumen II. Los parágrafos 
mujnientes se dedican a log métodos de desarrollo y a la aplicación a las 
truscendentes elementales. Aun cuando la prolongación analítica se tra- 
taeú en el volumen TIT, se estudian ahora las trascendentes elementales en 
el cumpo complejo, para dar la teoría aritmética de las funciones circu- 
lures e introducir naturalmente las definiciones de potenciación de expo- 
nente complejo y de logaritmación y potenciación cualesquiera. Así se 
inatifica la importancia intrínseca de la admirable fórmula de EULER, 


que liga los cinco números más importantes de la matemática: eiT+1=0, 
«uni como la línea de pensamiento que en forma no rigurosa siguió el mis- 
mo EULER para obtener la serie exponencial en el campo complejo, como 
lim (1+x/n)"” para n—>00, También queda completamente justificado 
un ejemplo paradójico original, que se dió en el capítulo II, para explicar 
lu restricción de tomar siempre base positiva en el estudio de la poten- 
viación en el campo real. La nota II trata de los métodos para calcular 
uumerosas cifras del número T, dando cuenta del error de SHANKS, des- 
rubierto en 1946 por FERGUSON. La nota III se dedica a los productos 
infinitos, tema importante, que se aplica posteriormente, entre otras cues- 
tiones, œ la Teoría de Funciones, y que se descuida en muchos textos. 

El capítulo XII, sobre interpolación y diferencias finitas, da prime- 
ramente, en la forma más sencilla y práctica posible, la fórmula de LA- 
GNANGE y la interpolación parabólica progresiva, aprovechando la primera 
pura estudiar la descomposición de una fracción algebraica en fracciones 
ninples. Se estudia luego en particular la interpolación entre valores 
equidistantes, dando los útiles operadores simbólicos. llegándose a la fór- 
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mula de NEWTON-GREGORY por variog caminos. En la nota 1 se estudian 
las diferencias divididas y su aplicación a la obtención de las fórmulas 
de LAGRANGE y de NEWTON, y a la importante significación que mediante 
ellas adquieren los coeficientes diferenciales de PEANO, definidos en la 
nota I del capítulo X. En la nota II se estudia el empleo de diferencias 
centrales con la intuitiva notación de SHEPPARD, asi como sencillas demos- 
traciones de las fórmulas de BESSEL y STIRLING, previa deducción de la 
de NEWTON-GAUSS y uso práctico del término complementario en cada 
caso; la distinta utilidad de las diferentes fórmulas queda aclarada me- 
diante oportunos diagramas y la notación de SHEPPARD. 

El capítulo XIII introduce el concepto de integral según CAUCHY 
(8 48), con todo rigor, pero basándolo en la noción intuitiva de área. Se 
dedica el breve $ 49 a la integral de RIEMANN, y en el $ 50, sobre inte- 
gral y primitiva, se estudia con todo cuidado la aplicación más generali- 
zada posible. de la regla de BARROW, para lo que se dan también breves 
nociones de integrales generalizadas, de intervalo infinito o de integrando 
infinito, y cuyo estudio detenido se deja para el volumen II, y para el III 
el de la teoría superior de la integración y su aplicación a las series de 
FOURIER. La nota III, sobre condiciones de integrabilidad (R), da las 
debidas a RIEMANN, Du Bois REYMOND y LEBESGUE, esta última mediante 
la definición directa de conjunto de medida nula. La nota IV, sobre deri- 
vada acotada no integrable (R), desarrolla en forma grafica y elemental 
el clásico ejemplo de VOLTERRA. 

En el capítulo XIV (Cálculo de primitivas y aplicaciones), el $ 51 
estudia los métodos generales de integración, con numerosos ejemplos; la 
sustitución de variable en la integral definida se ha hecho en condiciones 
cuidadosamente estudiadas para que quede justificada en casos más gene- 
rales que los que suelen darse en textos de otros autores. 

El capítulo XV, sobre aplicaciones geométricas y físicas, empieza con 
el cálculo de áreas y volúmenes que suele hacerse en todos los textos, 
pero tratando cuidadosamente la atribución de signo al área orientada, 
cuestión sobre la que se propone un ejercicio muy instructivo. En la rec- 
tificación de curvas planas ($ 55) se procura que, sin perder rigor, el 
tema se desarrolle en forma progresiva respecto a su dificultad. Se dice 
algo sobre integrales elípticas, y se sigue con curvatura, vértices y evo- 
luta, esto último a completar en el volumen II. El parágrafo acaba con 
variación total y longitud, incluyendo el criterio de JORDAN, que constituye 
una de las justificaciones para introducir la integral de LEBESGUE, a tra- 
tar en el volumen III. Se deja para las notas finales del capítulo el con- 
siderar la convergencia según la norma en los conceptos de longitud y 
variación, con el conexo lema de DARBOUX, referente a la definición de 
integral, y la demostración de la continuidad de la longitud, así como el 
principio de semicontinuidad inferior, básico en la generalización de la 
teoría a las superficies según LEBESGUE, y que se verá en el volumen III. 

El último capítulo de este volumen se dedica a la integración apro- 
ximada, desarrollada en forma bastante completa. El parágrafo más im- 
portante (§ 57) trata de la integración numérica, y se empieza por la fór- 
mula de los trapecios, cuya inclusión se justifica en vista de su perfec- 
cionamiento mediante la fórmula de EULER-MACLAURIN, que se incluye en 
la nota II de final de capitulo. En el método de SIMPSON se da el resto 
de PEANO, y otro menos preciso, pero más fácilmente obtenible. Se apro- 
vecha la integración por desarrollo en serie para introducir como ejem- 
plos la función error, la integral-seno, la exponencial-integral y la loga- 
ritmo-integral. La fórmula de integración de GAUSS se empieza a estudiar 
en forma elemental, pasando luego al caso general mediante los polino- 
mios de LEGENDRE, que son objeto de la nota III de final de capitulo. La 
aplicación de los métodos de interpolación completa la obtención de la 
fórmula anterior y da también la antigua, aunque menos preferible, fór- 
mula de NEWTON-CoTES. El $ 58 trata de integración gráfica, incluyendo 
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lis cuenlión de escalas, tema a veces descuidado, y muestra bien la ventaja 
le efectuar la compensación por verticales y no por horizontales para el 
barado de la curva integral. El último parágrafo ($ 59) trata de la in- 
legpración mecánica, exponiendo sólo los principios generales en que se 
hanan inlegrafos y planiímetros. Se trata la teoría general de los plant- 
wmwios de ruedecilla integradora, dando cuenta de las principales causas 
du arrar. El parágrafo termina con la descripción del notable y sencillo 
planimetro de PRYTZ y un bosquejo de su teoría, basada en un principio 
mito de los anteriores. 


4. BIBLIOGRAFÍA GENERAL, — La última nota de cada capítulo se de. 
diva u dar orientación bibliográfica, en forma crítica y explicativa. Por 
lo general se citan libros y no memorias, y entre aquéllos se han elegido 
lua qne consideramos más apropiados para ser consultados por nuestros 
tvetocen, o bien representan cimas maestras, de influencia deciswa en la 
mureha del pensamiento científico. En ellos, no sólo podrá efectuarse un 
inbudio más amplio de las diversas teorías aquí expuestas, sino que tam. 
bion se encontrarán citadas las monografías originales, que podrán con- 
anllur aquellos que quieran emprender un estudio más profundo de la 
»nentión que interese, 

Ahora, y con carácter general, citaremos primero la obra enciclopé- 
diva completa, de útil consulta para toda teoría matemática, con los resul- 
balon obtenidos hasta la fecha de su publicación y abundantísima biblio. 
wufta dec memorias originales, cuyo título es: 

linzyklopádie der Mathematischen Wissenschaften. (19 volúmenes, pu- 
bliestos por Teubner, Leipzig, 1898-1931. Comenzada recientemente su 
romlición), 

fsta ha sido traduciaa en parte al francés, con 'artículos refundidos, 
hijo el título: 

Fncuclopédie des Siences Mathématiques pures et appliquées. (Gau- 
Waor Villars, París, 1904-1931). 

Un resumen enciclopédico, más sintético que la obra anterior, indican- 
du bibliografía fundamental, se da en el: 

Pascals Repertorium der höheren Mathematik. (2% ed.; I: Analysis, 
digido por E. SALKOWSKI; 1. Algebra, Differential- und Integralrech- 
nuny, 1910; 2. Differentialgleichungen, Funktionentheorie, 1927; 3. Reelle 
l'unktionen, Neuere Entwicklunyen, Zahlentheorie, 1929; II: Geometrie, 
Witgido por H. E. TIMERDING; 1 Grundlagen und ebene Geometrie, 1910; 
* Hunmgeometrie, 1922; Teubner, Leipzig-Berlín). 

Una visión general de la Matemática, con carácter de divulgación y 
“sliculos de muy variado mérito, es proporcionada por la lectura de: 

L'Encyclopédie Française. Tomo I: L'outillage mental; tercera parte: 
lua Mathématique, dirigida por P. MONTEL, (183 rue du Four, París, 1937). 

Manual encliclopédico de Matemática elemental para profesores y 
alumnos es: 

WERER-WELLSTEIN: Enzyklopádie der Elementarmathematik. (1: Arith. 
mvtilr, Algebra und Analysis, por H. WEBER, 5% ed., refundida por P. 
Virirrern, 1934; 11: Elemente der Geometrie, por H. WEBER, J. WELLSTEIN 
v W JACOBSTHAL, 32 ed., 1915; III: Angewandte Elementarmathematik; 
| Muthematische Physik, por H. WEBER y J. WELLSTEIN, 3? ed., refun- 
dula por R. H. WEBER, 1923; 2. Darstellende Geometrie, graphische Statik, 
Weubrarheinlichkettsrechnung, politische Arithmetik und Astronomie, por 
| WELLSTEIN, H. WEBER, H. BLEICHER y otros, 3? ed., 1924; Teubner, 
lelpzig-Berlín). 

Obra más reciente, también de carácter enciclopédico elemental, es: 

l. BERZOLARI, L. G. VIVANTI, D. GIGLI: Enciclopedia delle matemati- 
vho alementari. (I: Análisis, 2 vols., 1930-32; II: Geometría, 2 vols. 
1037 38; III: Matemáticas aplicadas, 2 vols., 1947-48; Hoepli, Milán). 
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Libro de orientación bibliográfica, descuidando la de origen latino, 
pero útil por su en general bien seleccionado contenido en la de origen 
anglogermánico, es: 

* PARKE, N. G. III: Guide to the Literature of Mathematics and Phy- 
sics including related works on engineering Science (2% edic. ampliada, 
Dover, N. Y., 1958). 

En el segundo y tercer volumen será publicada la parte de Análisis 
infinitesimal que completa los programas usuales cursados en nuestras 
universidades sobre la propedéutica, tanto de la Ingeniería como de las 
materias superiores de los doctorados en Física y Matemática. 


CAPÍTULO I 


FUNDAMENTACIÓN DEL NÚMERO RACIONAL 


$ 1. INTRODUCCIÓN LÓGICA 


1. Unidad y conjunto. — La idea de unidad nace en nos- 

otros al distinguir o individualizar un objeto' del resto del uni- 
verso, prescindiendo (haciendo abstracción) de todas sus de- 

más cualidades (v. g.: al tomar conciencia del yo como algo 
distinto del no-yo). Ta idea de unidad lleva implícita en ella 
In idea de pluralidad o conjunto de entes. 

Estas ideas de unidad y conjunto son primitivas, es decir, 
no reducibles a otras más simples, y tienen valor puramente 
relativo, pues todo ente es, a su vez, un conjunto de otros entes 
que lo componen, y todo conjunto puede considerarse a su vez 
como una nueva unidad, pudiéndose formar con estas unidades 
compuestas (también llamadas de orden superior) nuevos con- 
Juntos, y así sucesivamente. 

EJEMPLO 1. Pueden considerarse como unidades de los conceptos pos- 
terlores y como conjuntos de los anteriores, los conceptos siguientes: letras, 
allabas, palabras, párrafos, páginas. capítulos, libros, bibliotecas. O como 
an ha visto en Aritmética elemental: unidad, decena, centena, millar, etc. 

Hay dos caminos para definir o determinar un conjunto, 
también llamado clase, métodos que los lógicos designan por 
extensión y por comprensión. Para expresar que el conjunto 
M consta de los elementos a, b, c, escribiremos M = (a, b, c), o 
bien: a, b, c; con ello damos la extensión del conjunto M al 
enunciar cada una de las unidades que lo componen. Este mé- 
todo para determinar los conjuntos es el más frecuente en la 
vida ordinaria, pero sólo es apropiado para conjuntos con po- 
cos elementos. Por otra parte, los conjuntos infinitos (§ 2-9) 
sólo pueden definirse por comprensión, es decir, dando un cri- 
terio que permita reconocer para cada ente arbitrario, si per- 
tenece o no al conjunto. 

Para evitar antinomias (expresiones contradictorias), al- 
kunos autores consideran que solamente puede formarse un 
conjunto con objetos que existan (§ 1-4) anteriormente. Así, 
definir un conjunto M es dar una propiedad característica P, 
perteneciente a ciertos elementos de un conjunto N, anterior- 
mente definido. Éste es el género prosuno, y P la diferencia 
especifica. 
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También se enuncian las siguientes condiciones para definir un enn- 
junto: 


a) Los elementos que forman el conjunto han de ser entes bien definidos 
(puntos, números, etc.). 


b) Para cada uno de estos elementos no hay otra alternativa que la de 
pertenecer o no al conjunto. 


c) Para cada par de elementos a considerar no hay otra alternativa que 
la de estar formado o no por elementos distintos. 

Cuando la condición impuesta P es contradictoria, no existe 
ningún elemento que la cumpla, y se dice que define un con- 
junto vacío, que suele simbolizarse por 0. 

EJEMPLO 2. Son vacíos los conjuntos siguientes: triángulos equiláte- 
ros rectángulos; números primos pares mayores que 2. j 

Un solo elemento a puede también concebirse como un con- 
junto 4a) que consta de la sola unidad a, pero en este caso son 
conceptos distintos los de unidad a y conjunto fa) que ella sola 
forma. 

Prescindir de esta distinción u otras, así como introducir conceptos 
y razonamientos en círculo vicioso (tal la expresión “el conjunto de todos 
los conjuntos”), da lugar a antinomias o paradojas famosas, como las de 
CERVANTES (Don Quijote de la Mancha, 2è? parte, cap. LI), BURALI FORTI, 
RUSSELL, etc. Éstas corresponden al siguiente tipo de proposición: “Es 
una regla que todas ¡as reglas tienen excepciones”. Si la regla anterior 
tiene excepción, entonces debe haber alguna regla sin excepción, contra 
lo afirmado por la proposición, que queda así sin sentido. 

Para expresar que un elemento a pertenece a un conjunto 
M suele escribirse as M (a es elemento de M). Si todos los 
elementos de un conjunto N son también elementos del conjun- 
to M, se dice que N está contenido o incluído en M, y se escribe * 
N (<)M. Entonces se dice también que M comprende a N, y se 
escribe M(=)N. Diremos que el conjunto N es una parte o 
conjunto parcial de otro, M, cuando perteneciendo todo ele- 
mento de N a M, hay en éste algún elemento que no pertenece 
a N y entonces se escribe N(<)M, o bien: M(>)N. Podemos 
suponer, siempre, que el conjunto vacío está contenido en cual- 
quier otro. Si se verifica a la vez N(<)M y M(<)N (todo ele- 
mento de N pertenece a M y todo elemento de M pertenece 
a N), se dice que los conjuntos M y N son iguales o idénticos, 
y se escribe M = N. 


En íntima relación con las nociones de unidad y conjunto 
están los conceptos, que en Lógica suelen clasificarse en in- 
dividuales y específicos: los primeros se refieren a objetos 
particulares; los segundos, a grupos de objetos que tienen cier- 
tas propiedades comunes. A cada concepto específico corres- 
ponde un conjunto: el de los objetos a los cuales es aplicable. 
Por consiguiente, también los conceptos pueden determinarse 
por extensión o por comprensión. 


* Por razones tipográficas usamos el símbolo (Z) en lugar del más usual € 
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EJEMPLO 3. El concepto “alumno de primer año” puede determinarse 
pasando lista (por extensión) o por un certificado de inscripción (por 
comprensión). 

Cuanto mas general es un concepto, es decir, cuanto menor 
es su comprensión, tanto mayor es su extensión. 

EJEMPLOS: 4. El concepto “argentino” es más general que “rosari- 


no”; la condición de vivir en Rosario, sumada a la comprensión del con- 
cepto “argentino”, reduce la extensión de éste. 


5. El concepto “polígono regular” tiene la comprensión “equilátero 
y equiángulo”; suprimiendo esta segunda condición, el concepto se gene- 
raliza y quedan incluídos nuevos entes (p. ej., los rombos). Sin embargo, 
para los triángulos la distinción es aparente, pues la propiedad “equián- 
xulo” es consecuencia de “equilátero”; esto demuestra que a veces dismi- 
nuyendo la comprensión, no aumenta la extensión. 


2. Lógica deductiva. — a) Una teoría matemática es un 
conjunto de proposiciones que se siguen según el esquema de 
la deducción lógica. Se entiende por proposición una expresión 


de la cual tenga sentido inequívoco decir si es verdadera o 
falsa. 


La determinación del criterio de verdad de las proposicio- 
nes es a veces una cuestión extralógica, que pertenece a otro 
campo del conocimiento; por ejemplo, “San Martín murió en 
Francia” es una proposición cuya verdad pertenece a la His- 
toria; en cambio, decir: “El enfermo morirá, o no morirá”, es 
enunciar una proposición verdadera por su misma estructura 
lógica. | 

En todo proceso de deducción lógica, o razonamiento, las 
proposiciones de partida forman lo que se llama la hipótesis, 
y la conclusión a que se llega es la tesis. En un razonamiento 
válido, la tesis se deduce o es una consecuencia lógica de la hi- 
pótesis; también se dice que la hipótesis ¿implica la tesis. 

Todo razonamiento se puede descomponer en varios del 
tipo más simple, llamados silogismos, que el lector ya conoce. 

Por ejemplo: 


Hipótesis o premisas: a) Todos los triángulos son polígo- 


nos; 
b) Todos los polígonos son figuras 
geométricas. 
Tesis o conclusión: Todos los triángulos son figuras geo- 
métricas. 


Decir que “todos los T son P” significa que “cada T es un 
P”, pero puede haber algún P que no sea T; si en cambio todos 
los P fuesen también T, se diría que la clase o conjunto de los 
T es idéntica a la de los P. 

Podemos representar la clase de todos los T por el conjunto 
de los puntos limitados por un contorno cerrado; entonces la 





Fig. 1. 
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premisa a) anterior significa que el con- 
junto de los P contiene al de los T, pudién- 
dose sintetizar gráficamente en la figu- 
ra 1 el razonamiento expuesto. 


Tales ilustraciones gráficas del silogismo son 
llamadas por algunos autores “diagramas de 
VENN”, atribuyéndolas al lógico inglés JOHN VENN 
(muerto en 1923), con notorio desconocimiento de 
la prioridad de EULER, que las usó en sus Cartas 
a una princesa de Alemania (1770), con el fin. 
según decía, de que “todo salte a la vista”. 


En un razonamiento válido, la verdad de la tesis se reduce 
a la verdad supuesta de la hipótesis; pero la validez de un 
razonamiento es algo distinto de la verdad de las proposicio- 
nes que en él intervienen. Dicho de otro modo: La verdad 
formal o corrección lógica es distinta de la verdad material o 
real, es decir, del cuntenido de las proposiciones. 


EJEMPLOS: 1. He aquí un razonamiento correcto, en que la conclusión 
es verdadera, aunque las dos premisas de la hipótesis son falsas (fig. 1): 
Hipótesis: a) Todos los triángulos son poliedros; 
b) Todos los poliedros son figuras planas. 
Tesis: Todos los triángulos son figuras planas. 


2. Razonamiento correcto, en que hipótesis y conclusión son falsas: 
Hipótesis: a) Todos los triángulos son poliedros; 

b) Todos los poliedros son números primos. 
Tesis: Todos los triángulos son números primos. 


3. Razonamiento incorrecto, en que la hipótesis es verdadera, pero 
falsa la conclusión (fig. 2): 


Hipótesis: a) Todos los planetas son astros; 
b) El Sol es un astro. 
Tesis: El Sol cs un pianeta. 





Fig, 2, 


S 
S 


Fig. 3. 


4. Razonamiento incorrecto, en que son verdaderas las hipótesis y la 


conclusión : 


Hipótesis: a) Todas las estrellas son astros: 
b) El Sol es un astro. 
Tesis: El Sol es una estrella. 
En este caso, la tesis (aunque verdadera) no es consecuencia lógica 


de la hipótesis. 
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5. Las clases de objetos pueden relacionarse por tipos de proposicio- 
nes distintas a las vistas en los ejemplos anteriores, sobre las que tam- 
bién se razona. Así, por ejemplo: 

Hipótesis: a) Ningún valiente es cobarde; 

b) Alguna persona es valiente. 

Tesis: Alguna persona no es cobarde. 

En cambio, la conclusión “Ninguna Persona es Cobarde” no puede 
deducirse de la hipótesis hecha (fig. 3). 


EJERCICIOS: 1. Designando por V y F la verdad o falsedad de razo- 
namiento, hipótesis y tesis, los ejemplos 1 a 4 corresponden a los tipos: 


V)F>OV;V)E>F;F)V>PFF)V>V. 


Véase que de los ocho tipos distintos, sólo es imposible el V) V —> F 
2. Construir ejemplos de los tres tipos restantes. 


b) La intuición geométrica de la posición correlativa que dos círcu- 
los pueden ocupar en el plano sirvió a J. DÍAZ GERGONNE para establecer, 
en 1816, el siguiente cuadro de relaciones entre dos clases de objetos, re- 
presentando la amplitud de cada círculo la extensión del correspondiente 
concepto específico ($ 1-1) que tenemos de la clase o conjunto de objetos 
u que se refiere: 


1%) Exclusión; ej.: círculos P y C (fig. 3); 

2%) Intersección; ej.: círculos P y V (fig. 3); 

30) Identidad; coincidencia de los círculos; 

4%) Inclusión; ej.: posición del círculo T respecto al P (fig. 1); 

59) Comprensión; inversa del anterior, P respecto a T (fig. 1). 

Si se forman las 25 parejas * que pueden obtenerse al tomar dos de 
esas relaciones como premisas de hipótesis, los correspondientes diagra- 
mas darán la conclusión a que puede llegarse o no según los casos. Este 


método gráfico de formar razonamientos es el llamado algoritmo de Díaz 


GERCONNE, 
| 


EJEMPLOS: 6. Si están relacionadas por exclusión las clases P y C, 
nsí como las C y V (fig. 3), sólo podrá afirmarse de las P y V que su 
relación mutua puede ser cualquiera de las del cuadro de DíAz GER- 
GONNE. 

7. Si están relacionadas por inclusión la clase T respecto a la P, y 
ln P respecto a la F (fig. 1), podrá seguramente afirmarse que la clase 
T está incluída en la F. 

El algoritmo de DÍAZ GERGONNE da ya una representación más clara 
y completa de los silogismos que la realizada por ARISTÓTELES, pero el 
progreso fundamental en este sentido, lo realiza GEORGES :BOOLE hacia 
1850, en trabajos sobre el análisis matemático de la lógica y la investiga- 
ción de las leyes del pensamiento, desarrollando la llamada “álgebra de 
clases” (véase nota 1). Esta “lógica simbólica” y su desarrollo posterior 
on variadas direcciones, no constituye un mero pasatiempo de los mate- 
máticos, sino que responde a una real necesidad. 

Muchas paradojas y confusiones eri lógica provienen de la falta de 
precisión y de las deficiencias del lenguaje ordinario. 


EJEMPLOS: 8. Los apóstoles son doce; Pedro y Pablo son apóstoles, 
luego son doce. 

9. La dura experiencia de quien conoció el “gato de nueve colas” en 
la antigua marina inglesa puede “justificarse lógicamente” por el siguien- 
te seudo-razonamiento: Ningún gato tiene ocho colas; todo gato tiene 
una cola más que ningún gato; por tanto, todo gato tiene nueve colas. 





* Es decir, variaciones binarias con repetición (8 11-1), 
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3. Métodos de demostración. — Dado el teorema “H impli- 
ca T”, hay varios teoremas relacionados con él. Dos teoremas 
se llaman recíprocos cuando cada uno tiene como hipótesis la 
tesis del otro; se llaman contrarios los que tienen como hipó- 
tesis y tesis proposiciones respectivamente contrarias (H y 
no-H, T y no-T). 

He aquí indicados el teorema dado (que llamaremos di- 
recto) y además el recíproco, el contrario y el recíproco del 
contrario (o contrario del recíproco), que llamaremos contra 
recíproco. 


H implico T e llaa T implico H 
n Onte poco x 
E ieee 5 
no-H implica no-T. <———¿¿——>. no-T Implica no-H 


La validez de un teorema.no implica la de su recíproco, 
como puede verse en los diagramas figuras 4 y 5, en los cuales 
los círculos representan las extensiones de conjuntos definidos 
(por comprensión) por las proposiciones H y T. 


Fig. 4. — Teorema directo Fig. 5. — Teorema recipro- Fig. 6 

(y contrarrecíproco). co (y contrario). 

El teorema directo expresa que H es suficiente para que se 
cumpla T; el recíproco dice que H es necesario para que se 
cumpla T. Si son válidos ambos teoremas, directo y recíproco, 
entonces H y T son equivalentes (H = T, fig. 6), y se dice que 
H es condición necesaria y suficiente para que se cumpla T. 
Tal ocurre en el ejemplo; H = “El triángulo ABC es equiláte- 
ro”; T = “El triángulo ABC es equiángulo”. 

Dos teoremas contrarreciprocos son equivalentes, es- decir, 
la validez de uno de ellos implica la del otro. Esto puede verse 
en el diagrama figura 4, considerando las regiones exteriores 
a cada uno de los círculos. Como consecuencia, son equivalen- 
tes los teoremas recíproco y contrario de uno dado. 

El método de razonamiento que consiste en probar el teo- 
rema directo valiéndose del contrarrecíproco, se llama “por 
reducción al absurdo”; es decir, que para demostrar que “H 
implica T”, se acepta la falsedad de T (no-T), y de ella se 
deduce la falsedad de H (no-H). 
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La observación de que la validez del teorema directo no implica la 
del recíproco es esencial tenerla en cuenta en los métodos reductivos de 
demostración o resolución de problemas (mal llamados, por tradición, mé- 
todos analíticos); en éstos se supone la cuestión T resuelta, y de este 
hecho se deducen consecuencias Ta Ts, ..., Ta, para reducir la cuestión 
T a una conocida T,; si en la cadena de reducciones éstas se hacen me- 
diante equivalencias, la validez de T, equivaldrá a la de T; pero si sólo 
se han considerado implicaciones, no podremos deducir sin más la validez 
de T de la validez de Tn, siendo necesario para ello invertir la cadena y 
comprobar si de la validez de T, se deduce la de T,-., y así hasta llegar 
de Tı a T; es decir, habremos de verificar la validez de los recíprocos, 
pues los directos solamente implican los contrarrecíprocos, esto es, sola- 
mente la falsedad de T, probaría la falsedad de T. Es muy común en 
Geometría analítica y en la resolución de ecuaciones olvidar la observa- 
ción anterior, sin darse cuenta de que, 'por ejemplo, supuesta cierta la 
igualdad 1=2, transformándola correctamente invirtiendo sus términos 
2 =1 y sumando miembro a miembro: 3=3, la validez de esta igualdad 
no asegura la de partida. 


4. Conceptuación matemática. — En la estructura de la 
Matemática, además de las proposiciones y teoremas que los 
relacionan, entran los conceptos sobre los cuales ellos versan. 
La extensión de los conceptos matemáticos es infinita, pero su 
comprensión es necesariamente finita. Por esto, de las dos 
maneras de fijar o definir un concepto: por extensión y por 
comprensión ($ 1-1) debe emplearse la segunda para los con- 
ceptos matemáticos. 

Otras dos características de la Matemática que la aproxi- 
man a la Lógica y la distinguen de las ciencias naturales son 
éstas: sus razonamientos son hipotético-deductivos, y sus de- 
finiciones son nominales y no reales. 


Ț 
EJEMPLO 1. Enumerar las fronteras de la Argentina es definir una 
cosa ya existente, es una definición real; pero si damos un nombre a 
los habitantes de una región o barrio, hacemos una definición nominal. 


Los tipos de conceptuación que más interesan a la Mate- 
mática son: 1%, las definiciones explícitas; 2%, las definiciones 
por abstracción; 3%, las definiciones axiomáticas; 4%, las de- 
finiciones por recurrencia. Las del primer tipo (que tratare- 
mos a continuación) son simplemente clasificadoras; en cam- 
bio, las restantes, que estudiaremos en los $$ 1-6, 1-7 y 2-3, 
son creadoras de nuevos conceptos. 

A veces se exige probar la existencia y unicidad del nuevo 
concepto introducido; el sentido que se ha de dar a estas últi- 
mas palabras es cuestión aun no resuelta: lo menos que pode- 
mos exigir a las condiciones que introducen el nuevo concepto 
es que no sean contradictorias; esto es suficientemente satis- 
factorio a ciertas mentalidades para aceptar la existencia ló- 
gica y empleo del nuevo concepto como ente abstracto; pero 
en cambio, otras mentalidades opinan en distinta forma. 

Las definiciones propiamente dichas, o definiciones explí- 
citas, forman un tipo de conceptuación por el cual se introdu- 
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cen palabras nuevas para designar combinaciones lógicas de 
conceptos ya definidos. 

EJEMPLO 2. “Cuerda de una circunferencia es un segmento cuyos ex- 
tremos están sobre la circunferencia”. Estas definiciones corresponden al 
tipo de las llamadas por género próximo (“C es un segmento”) y última 
diferencia o diferencia específica. (“Los extremos de C están sobre la 
circunferencia”). 

Para comprender bien el sentido de las demostraciones es 
necesario tener siempre en cuenta el principio lógico de PAs- 
CAL: “Sustitúyanse los entes definidos por sus definiciones”. 

Esto se comprueba en seguida en una aplicación del ejemplo 2. A 
veces el principiante sólo ve un artificio en el hecho de unir los extremos 
de una cuerda AB al centro de la circunferencia para demostrar el teo- 
rema: “una cuerda AB de una circunferencia que no es un diámetro, es 
más corta que un diámetro”. Sin embargo, se daría cuenta del porqué 
de la construcción demostrativa si recordara la definición de circunferen- 
cia: “lugar de puntos del plano que equidistan del centro”; y por esto, 
para utilizar la hipótesis de que A y B están en la circunferencia, se ha 
de partir de que su distancia al centro es la misma e igual al radio. 


5. Igualdad. Relaciones de equivalencia. — La idea de rela- 
ción es también primitiva (como las de unidad y conjunto), 
es decir, no reducible a otras más simples. Si la letra R de- 
signa una relación binaria, es decir, si tiene sentido para cier- 
tos pares de elementos de un conjunto, se expresa a R b, que 
puede ser verdadera o falsa. En el primer caso diremos: “a 
tiene con b la relación R, o está con b en la relación R”. 

EJEMPLO 1. La perpendicularidad 1; dadas dos rectas: a, b, es 
albomnoes a.Lb, 

La relación binaria de igualdad absoluta o de identidad no 
se verifica sino entre una cosa y ella misma. Pero también 
se suele decir que dos figuras congruentes (es decir, superpo- 
nibles) son iguales. Este concepto más amplio de igualdad es 
un caso particular del siguiente: 

Diremos que una relación binaria E entre elementos de un 
conjunto M es una relación de igualdad o de equivalencia cuan- 
do tiene las siguientes propiedades: 

1) Propiedad reflexiva: a E a; 

2) Propiedad simétrica: De a E b se deduce b E a; 

3) Propiedad transitiva: Dea Eb y b Ec se deduce a E c. 

EJEMPLO 2. La congruencia, la semejanza y el paralelismo son rela- 
ciones de equivalencia, como puede comprobarse, previo el convenio de 
considerar a cada recta como paralela a sí misma. La divisibilidad de 
un número por otro es una relación reflexiva y transitiva, pero no es 
simétrica, y por consiguiente, no es una relación de equivalencia. Tam- 
poco lo son las relaciones L, <, <. ¿Por qué? 

Las relaciones de equivalencia tienen una propiedad fun- 
damental para las consideraciones del apartado siguiente: 

TEOR.: Toda relación de equivalencia E entre elementos 
de un conjunto M agrupa los elementos de M en clases o sub- 
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conjuntos disjuntos (sin elementos comunes) tales que a y b 
pertenecen a la misma clase cuando, y sólo cuando, a E b. 


Demuéstrese este teorema definiendo para cada a el conjunto K, 
de todos los x tales que x E a, y probando que: 


1°) a pertenece a Ka; 


29) a E b, cuando, y sólo cuando, a y b pertenecen a una misma 
clase (digamos K.); 


39) dos clases con un elemento común coinciden. 


6. Definiciones por abstracción. — Cuando miramos una 
fotografía y su ampliación, reconocemos inmediatamente que 
no se han tomado dos fotografías. Las figuras tienen “algo” 
de común, álgo igual, que llamamos “forma”, y a la cual lle- 
gamos haciendo abstracción de tamaño, color, etc. Todo pro- 
ceso de abstracción como éste se puede formalizar matemática- 
mente, mediante una relación de equivalencia ($ 1-5). En el 
ejemplo que nos ocupa la semejanza, por ser una relación de 
equivalencia, divide a las figuras planas en clases, lo que per- 
mite definir por abstracción la forma: dos figuras planas tie- 
nen la misma forma cuando pertenecen a la misma clase. Co- 
mo cada figura determina perfectamente la clase a que perte- 
nece, puede tomarse como representante de dicha clase. Con 
frecuencia, en las definiciones por abstracción se corsideran 
no las clases, sino elementos representantes de ellas. 


NoTA 1. Es importante observar que la relación de equivalencia no 
nace de la comunidad del carácter abstracto, sino que lo engendra. Por 
ejemplo: no podemos definir la semejanza como igualdad de forma, pues 
es justamente la relación de “semejanza” la que permite introducir la 
noción de “forma”. Cada relación de equivalencia permite defimr por abs- 
tracción un nuevo concepto. 


EJEMPLOS: 1. El paralelismo entre rectas (con el convenio de consi- 
derar cada recta paralela a sí misma) es una relación de equivalencia. 
Cada una de las clases es un haz impropio de rectas. Así, por abstracción 
definimos la dirección, estableciendo que dos rectas tienen la misma di- 
rección cuando pertenecen al mismo haz impropio. Cada dirección quedará 
determinada tomando una recta del haz como representante del mismo. 


2. Dos segmentos orientados (es decir, con origen y extremo) se lla- 
man equipolentes cuando tienen la misma longitud, dirección y. sentido. 
La equipolencia es una relación de equivalencia. Cada una de las clases 
define un vector libre. Se lo representa por un segmento orientado A B, 
representante de la clase, o por cualquier otro representante A’ B’ de la 
misma clase, es decir, cualquier segmento orientado equipolente al ante- 
rior. 


NOTA 2. Este es el primer tipo de definición creadora de un nuevo 
concepto. En ocasiones ocurre que hay varios sistemas de entes a los cua- 
les puede referirse el concepto creado, pero si puede establecerse entre 
ellos nn ¿isomorfismo, es decir, unú cc Co punurmila biantvuva (3 2-5) en 
la que se conserven las propiedades que determinan el concepto, se dirá 
que éste es esencialmente único (según el lenguaje de VEBLEN). Por ejem- 
plo, el concepto de vector libre del espacio tridimensional introducido en 
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el último ejemolo es esencialmente el mismo que el de la terna de núme- 
ros reales (dada por las proyecciones del vector sobre los tres ejes coor- 
denado+s). 


Las definiciones por abstracción constituyen uno de los re- 
cursos más fecundos de la Matemática, pues permiten, con- 
juntamente con las definiciones por recurrencia ($ 2-3), des- 
arrollar e! método genético, mediante el cual se efectúan las 
sucesivas ampliaciones de la Matemática. 


7. Axiomática. — Hemos visto que mediante el razona- 
miento o formulación de teoremas podemos deducir nuevas pro- 
posiciones de otras ya establecidas, las que a su vez pueden 
haber sido deducidas de otras anteriores, mediante otros teo- 
remas; pero, en todo caso, hemos de partir siempre de unas 
proposiciones primeras, que deben aceptarse sin demostración, 
pues en caso contrario no serían las primeras. Del mismo mo- 
do, las proposiciones enuncian propiedades de ciertos objetos o 
entes ideales, que se han de definir refiriéndolos a entes ante- 
riores, por lo cual en definitiva habrán de introducirse tam- 
bién unos conceptos primitivos no susceptibles de definición. 
(Entre los conceptos primitivos pueden haber atributos de re- 
laciones primitivas, por ej.: “menor que”, “siguiente de”, etc.). 
Entonces se reúnen los conceptos primitivos y proposiciones 
primeras, en un conjunto de axiomas o postulados, tomados 
hoy día como sinónimos, que forman la base de la teoría ma- 
temática de que se trate; todos los demás teoremas y concep- 
tos de la teoría serán consecuencia lógica de dichos axiomas. 


Queda siempre, sin embargo, la intuición para servir de guía a la 
investigación, es decir, para conjeturar las nuevas proposiciones que sean 
valiosas e interesantes; como dijo POINCARÉ, “descubrir es elegir”. 

Según algunos, la deducción de las proposiciones que forman el cuer- 
po de cada teoría es una libre creación de la mente humana, y es en ella 
en donde tienen existencia los objetos matemáticos; con lo empírico sólo 
están ligados por un remoto origen psicológico e histórico. 

Según otros, dar a la Matemática un carácter puramente deductivo- 
axiomático es sólo objetivo expositivo para asegurar la perfección de los 
resultados obtenidos; el espíritu de invención constructiva se guía siem- 
pre, aun en los campos más abstractos, por la intuición reveladora, que 
tiene raíces fundamentalmente empíricas. Así dicen COURANT y ROBBINS 
(citados en nota IV-14): “Sólo es una media verdad decepcionante el que 
el intelecto pueda crear sistemas axiomáticos a su antojo, si han de estar 
plenos de significación y sólo bajo la disciplina de responsabilidad hacia 
un todo orgánico, guiada por una intrínseca necesidad, puede la mente li- 
bre llegar a resultados de valor científico. “Nosotros somos servidores, no 
dueños, de la verdad” (HERMITE)”. 

La caracterización de los conceptos primitivos mediante el sistema 
de axiomas se dice que constituye una definición implícita de estos con- 
ceptos, prescindiendo de todo significado objetivo de los mismos. , 

Algo análogo ocurre con las piezas de ajedrez; éstas vienen precisa- 
mente definidas por los movimientos que se les asigna, y en ellas es acce- 
sorio la forma de materializarlas y aun el nombre que se les dé; sin 
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embargo, sólo aplicando las reglas del juego a una interpretación concreta 
que permita desarrollarlo podrá comprobarse su compatibilidad. 


En una disciplina pueden darse diversos sistemas de axio- 
mas equivalentes; una misma proposición puede ser axioma en 
un sistema y teorema en otro: para darse cuenta de la arbitra- 
riedad que existe en la elección de un adecuado sistema de 
axiomas, basta considerar la equivalencia proposicional que 
entraña toda condición necesaria y suficiente ($ 1-3). 

Por ejemplo, la proposición de EUCLIDES sobre las parale- 
las es equivalente (en el marco de los otros axiomas) al enun- 
ciado siguiente: “la suma de los ángulos de un triángulo es 
igual a dos rectos”. Por consiguiente, si se tomara este últi- 
mo como axioma, la proposición sobre las paralelas pasaría a 
ser teorema. Por eso no tiene sentido preguntar si una propo- 
sición puede demostrarse o no, si no se especifica el sistema de 
axiomas de la teoría a que se refiere. 

El sistema de axiomas de toda teoría matemática debe 
mostrar como condición fundamental e ineludible, que no en- 
cierre escondida una contradicción: entonces se dice que el sis- 
tema de axiomas es compatible. 


La compatibilidad de un sistema de axiomas se prueba buscando un 
modelo cuya existencia lógica no-contradictoria pueda asegurarse y que 
a la vez verifique el sistema de axiomas de que se trata. Es así como el 
gran matemático alemán HILBERT, principal propugnador de la Axiomá- 
tica, redujo el problema de la no-contradicción de los axiomes que funda- 
mentan la Geometría, al de la no-contradicción de los números reales; igual 
reducción se logra en el Análisis; además, la no-contradicción de los nú- 
meros reales se reduce a su vez a la de los números naturales. Esto fué 
posible gracias a la aritmetización de la Matemática, lograda en el si- 
glo XIX, que redujo toda esta ciencia a una larga cadena de deducciones 
y construcciones, a partir del número natural. Sin embargo, la cuestión 
de la compatibilidad de la Aritmética es un arduo problema, aun no re- 
suelto. 

Para que un sistema de axiomas se considere satisfactorio se exige 
también de él su independencia, aunque lógicamente esta condición no sea 
ineludible como lo es la compatibilidad. Se dice que los axiomas de un sis- 
tema son independientes si se demuestra la imposibilidad de que ni uno 
cualquiera de ellos, o parte de ellos, ni su negación pueda ser deducido de 
los demás. Para probar la independencia de un axioma A basta probar 
la compatibilidad del sistema que forman los demás axiomas y el contra- 
rio de A. Fué así como se llegó a probar la independencia del famoso 
postulado de EUCLIDES, por obra de GAUSS, LOBATCHEWSKI, BOLYAI y RIE- 
MANN, al crear las geometrías no euclidianas. : 

Entre las cuestiones importantes aun no resueltas completamente, que 
aparecen en la Axiomática, está la de poder asegurarnos que toda pro- 
posición formulable en los términos de la teoría sea, necesariamente, o 
demostrable o refutable, es decir, no pueda formularse ningún nuevo 
axioma. independiente de los ya establecidos; ello da lugar al estudio de 
la saturación o integridad del sistema de axiomas considerado, y que ha 
sido atacado en varias direcciones (HILBERT, VEBLEN). Revela el interés 
de esta cuestión recordar que en la misma Aritmética existen proposicio- 
nes famosas que se intuyen como ciertas, pero que han resistido, como 
ocurría con el postulado de EucL1DEs, los más denodados esfuerzos reali- 
zados para alcanzar su demostración aun no lograda. 
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8. Estructura de la Matemática. — La definición de nuevos concep- 
tos y la deducción de nuevas proposiciones a partir de los “axiomas” for- 
man lo que s2 llama una teoría matemática abstracta. Desde el punto de 
vista formalista, el conjunto de estas teorías constituye la Matemática 
pura. Si en una teoría matemática abstracta se da un significado a las 
ideas primitivas contenidas en los axiomas de partida, se obtiene una 
interpretación concreta, o aplicación de la teoría abstracta. Dicho “signi- 
ficado” puede referirse a conceptos tomados del mundo físico, y aun de 
otra teoría abstracta, en tal forma que las relaciones expresadas por los 
axiomas queden verificadas por el criterio de certeza (intuitivo, descrip- 
tivo, lógico, etc.), empleado en el campo en que interese aplicar la tcoría. 
Un sistema de axiomas se llama categórico si para cada par de sus in- 
terpretaciones concretas existe un isomorfismo ($ 1-6) que las relacione 
(cfr. $ 3-5). El conjunto de interpretaciones concretas de que es suscep- 
tible la Matemática pura forma la Matemática aplicada. 

Un ejemplo sencillo de teoría abstracta es el siguiente: 

AXIOMA 1. Entre ciertos elementos P y ciertos elementos y existe 
una relación “determina” tal que: 

Dos P (P, y P:) determinan un r, y sólo uno. 

DEF. 1. Diremos que P, y P: pertenecen a r, o que r pasa por P, y 
por P.. 

AXIOMA 2. Existe (por lo menos) un P. 

AXIOMA 3. A cada r pertenecen por lo menos dos P distintos. 

AXIOMA 4. Por cada P pasan por lo menos dos r distintos. 

TEOR. 1. Existen (por lo menos) tres P distintos. 


DeM.: Deben aplicarse sucesivamente los axiomas 2, 4, 3 y 1. 

Daremos ahora once interpretaciones de esta teoría abstracta. El lec- 
tor debe adoptar en cada una la significación adecuada para la relación 
“determina” y las expresiones “pertenece”, “pasa por”. 

Interpretación 1. P son los puntos y r las rectas en la geometría del 
espacio. 

Interpretación 2. P son las rectas y r los puntos en la geometría del 
espacio. 

Interpretaciones 3 y 4. Lo mismo que 1 y 2 en la geometría del plano. 
En cambio, no podemos adoptar la interpretación 1 en la geometría de 
la recta, pues cae en defecto el axioma 4. 

Interpretación 5. P son las circunferencias de un plano y r los ha- 
ces de circunferencias (conjuntos de circunferencias tales, que dos a dos 
tienen el mismo eje radical). 

Interpretaciones 6 y 7. P y » son los vértices y lados (lados y vér- 
tices) de un triángulo. 

Interpretaciones 8 y 9. P y r son los vértices y aristas (aristas y 
vértices) de un tetraedro. 

Interpretación 10. P son los elementos: a, b, e, y r, los conjuntos: 
38, bh, 4b, er y 10, at. y 

Interpretación 11. P son las provincias de Buenos Aires, Córdoba y 
Santa Fe, y r, las fronteras entre cada dos de ellas. , 

Otros ejemplos dan la Física y la Mecánica, con las interpretaciones 
concretas de las teorías vectoriales abstractas construídas axiomática- 
mente; otro ejemplo es el de la aplicación al universo físico de las geo- 
metrías abstractas, ya euclidianas en la Mecánica de Newton, ya no eu- 
clidianas en la Mecánica relativista. 

La estructuración actual de la Matemática es formalista. Por esto 
la axiomática desempeña un papel capital en su fundamentación. El for- 
malismo llevado a sus últimas consecuencias, cosa que ocurre al hacer 
abstracción completa del significado intrínseco de los símbolos primitivos 
que intervienen en una teoría determinada, pasa a ser una actitud neta- 
mente no-trascendente al manejar dichos símbolos como entidades con- 
cretas según reglas bien determinadas. 
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EJERCICIOS 


1. ¿Es la condición w.y > 4, necesaria o suficiente para que sea 
x >2é y >2? Representar gráficamente en coordenadas cartesianas. 


2. Averiguar cuáles de las propiedades reflexiva, simétrica, transi- 
tiva son aplicables a las siguientes relaciones: a) “Es la madre de”, para 
personas; b) “Es de la misma longitud que”, para segmentos; c) “No es 
igual a”, para números. 


3. Hallar el error del siguiente razonamiento para “probar” que de 
las propiedades simétrica (S) y transitiva (T) sigue la reflexiva 
a~a (R): “De a—b sigue b~a (por S), y de éstas dos (por T) 
a — a”, Mustrar la falsedad de dicha proposición sobre relaciones con el 
ejemplo: a —b = “m.c.d. de a y b es múltiplo de dos”, 


4. Supongamos que una relación binaria R definida en un conjunto 
C es simétrica, y que su negación R cumple: 1%) es reflexiva; 29%) existe 


un par a,b tal, que aRb es falsa. ¿Es R transitiva? Iustrar con 
los ejemplos RÆ L; Æ. 

5. Si en un conjunto C cada elemento a está en una relación R con 
un elemento (eventualmente él mismo) y se cumple: “De aRe y bRe 


sigue aRb (Ley de EUCLIDES)”, entonces R es una relación de equiva- 
lencia. Demostrarlo. 


$ 2. EL NUMERO NATURAL 


1. Diversas fundamentaciones del número natural. — a) Los 
números naturales 
[2-1] Lalo Dr 
aparecen al contar los objetos de un conjunto. Al efectuar la 
operación de contar, establecemos implícitamente una ordena- 
ción entre los elementos del conjunto, y al último contado se le 
llama número ordinal del conjunto. El número natural, como 
símbolo ordinal, resulta, pues, de abstraer la naturaleza de los 
objetos, teniendo en cuenta solamente el orden en que se pre- 
sentan a nuestra consideración. En cambio, el número como 
símbolo cardinal representa un conjunto, abstrayendo la natu- 
raleza de los elementos que lo componen y el orden en que éstos 
se consideran: corresponde al atributo común que tienen todos 
los conjuntos tales que sea posible establecer entre cada par de 
ellos una correspondencia biunívoca entre sus elementos ($ 2-8). 

La distinción entre número ordinal y cardinal conduce a dos 
aspectos del concepto de número que corresponden a dos cami- 
nos para fundamentarlo. Para los conjuntos finitos, ambos ca- 
minos llevan al mismo resultado; en cambio, para los conjuntos 
infinitos, la diferencia es esencial, pues según sea el orden ele- 
gido para contar, resulta número ordinal distinto. 

Siguiendo cada uno de ambos aspectos, el número natural 
puede introducirse como concepto primitivo o como derivado 
de la teoría de clases. En el primer caso se fundamenta axio- 
máticamente, y ése es el camino seguido por PEANO, HILBERT, 
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etc. En el segundo caso se define el número por abstracción, 
partiendo del cálculo de clases, y así lo iniciaron CANTOR y 
FREGUE, perfeccionándolo, sobre todo, RUSSELL. El desarrollo 
completo de ambos procedimientos es extremadamente penoso 
y largo, ninguno de ellos puede considerarse totalmente sa- 
tisfactorio; por esto y por constituir la máxima dificultad de 
la fundamentación de la Matemática, y a su vez la base de 
toda ella, dijo KRONECKER: “Dios creó el número natural; lo 
demás es obra del hombre”. 


b) El sistema de PEANO es exiomático y ordinal en su iniciación, y 
posteriormente desarrolla la teoría cardinal (§ 2-10); mientras que el de 
RUSSELL desarrolla la aritmética cardinal como capitulo de la teoría de 
clases, y posteriormente introduce el número ordinal Tanto en uno como 
en otro sistema, la justificación lógica del aspecto postergado aparece a la 
intuición cono inútilmente complicada, al demostrar teoremas cuya sola 
enunciación “evidente” asombra al principiante, Nosotros daremos aquí 
sólo un esquema del sistema de PEANO, pudiendo estudiarse el segundo 
método en las obras citadas en nota IV, 3 y 4, o más ampliamente en 
J. REY PASTOR (nota IV-1). 


c) El matemático y el físico deben excluir, tanto en el campo cien- 
tífico abstracto como en el didáctico, el problema del origen psicológico 
de las ideas primitivas. Sin os como ilustración, diremos algo sobre 
la génesis del concepto de número 


Las sociedades muy primitivas (tribus salvajes de África y Australia) 
tienen sólo una noción vaga y embrionaria de dicho concepto. Los pig- 
meos saben contar hasta Ando. y de los conjuntos con más objetos dicen 
que tienen “muchos” objetos, Un ejemplo revelador de cómo se forma en 
la mente humana el concepto de número, lo dan las tribus australianas, 
en las cuales, cuando los niños vienen al mundo, reciben, en el orden de 
su nacimiento, nombres numéricos, con distinción en la terminación según 
el sexo, Dichos nombres distinguen desde el primero hasta el noveno hijo, 
y aunque esos australianos no poseen número cardinal más allá de tres, 
el padre australiano de nueve hijos sabrá decir si su familia está com- 
pleta, cuando pretende contarla, sin tener la idea abstracta del número 
cardinal, ni tampoco del ordinal. No sabe contar hasta nueve, pero es ca- 
paz de efectnar la distinción cualitativa de los términos que a nuestros 
ojos compondrían la sucesión abstracta ordenada. Es decir, reemplaza la 
vemeración por la enumeración. 


La coordinación de conjuntos ($ 2-8) que surge en las cuestiones 
comerciales que tratan los indígenas del estrecho de Torres, en el norte 
de Australia, se efectúa recurriendo a equivalentes concretos de la nu- 
meración ordinal, Así pueden contar hasta 31, tomando como referencia 
sucesiva el meñique de la mano izquierda, los dedos, muñeca, codo, axila, 
hombro, clavícula, tórax, y después, en ordeñ inverso, a lo largo del otro 
brazo, para terminar en el meñique de la mano derecha, Es una exten- 
sión del reputado y útil método de contar con los dedos, 


También en la primera infancia se empieza por aprender a contar; 
sólo más tarde se coordinan conjuntos prescindiendo del orden. Todo ello 
parece justificar, como más intuitivo y directo, y más adaptado a la na- 
turaleza de nuestra mente, la introducción del número natural mediante 
la formulación axiomática que revele en qué consiste dicha operación de 
confar. 
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2. Inducción completa. Axiomas de Peano. — a) Sea A una 
proposición que incluya un número natural n. Designemos con 
A, la proposición que se refiere a n = 1, con Az la que se 
refiere a n =2, y así sucesivamente; podemos decir que la su- 
cesión de proposiciones 

As, A, As, Pe a. o 

constituyen en su conjunto la proposición general A, en el sen- 
tido de que ésta representa una cualquiera de ellas *. Supon- 
gamos dėmostrada la proposición para n = 1, y una vez hecho 
esto, supongamos que de la validez de A, deducimos la de Av, 
después de la validez de Az deducimos la de Az, y así sucesi- 
vamente; claro está que mediante este procedimiento se podría 
llegar a demostrar la validez de Azzs5 (o de otro A, con N 
determinado). Pero para probar la validez de A, para n cual- 
quiera, nos hemos de apoyar en el siguiente “principio de in- 
ducción completa”: 

Supuesto que, 

19%) La primera proposición A, es cierta; 

29) Bajo la hipótesis de la validez de A, puede deducirse 
(por un determinado razonamiento matemático) la validez de 
la proposición Amı. 

Entonces, el principio de inducción completa afirma que 
son válidas todas las proposiciones de la sucesión An y la pro- 
posición general A queda así probada, 

En realidad, este principio se emplea muchas veces, sin 
mencionarlo explícitamente, al escribir “etc.” o “y así sucesi- 
vamente”, o también en fórmulas con puntos suspensivos. 

La “inducción empírica”, utilizada por las Ciencias Natu- 
rales, sirve para establecer una ley general de la repetición 
confirmada, de un gran número de observaciones aisladas; por 
convincente que sea esta clase de presunción (v. g.: “el sol sale 
cada mañana”), la “inducción completa” o “inducción mate- 
mática” tiene un carácter completamente distinto y es, lógica- 
mente, más satisfactoria. 


EJEMPLO: Se demuestra por inducción completa que para 8>0 y 
todo número natural n vale la importante desigualdad ** 


[2-2] (1+8”"21+x08u8», 
sin más que comprobar: 
1°) Para n=1 es: 14581409 ; 


20) Si suponemos cierta la desigualdad para n = h, es decir, supo- 
nemos (1 + $)"=1+h6ó, entonces, 


(148) = (1 +8)’ (145) = TE = 
=1+h59+4+8+h8 > 1 +(R+1)8 
No decimos que A representa algo distinto de las A,, como ocurre al introducir 
el cancepto de límite ($ 20-1). 
** Naturalmente, en este ejemplo accesorio suponemos en el lector un previo cono- 


cimiento de la aritmética. 
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es decir, hemos demostrado la desigualdad para n = h +1, a partir de 
n=h. 

De ambas condiciones cumplidas, se deduce por el principio de inque- 
ción completa que la desigualdad es válida para cualquier número natu- 
ral n. 


NoTAS: 1. Aunque una igualdad, tal como la 
nn +ln=68R%2+86, 


se verifique para n=1, n=—2, N=3, puede no verificarse para ningún 
otro n, y por lo tanto, en la aplicación del principio de inducción, la con- 
dición 2%) es esencial. El anterior ejemplo se ha construido fácilmente, 
teniendo en cuenta que 


(n—1) (n—2) (n—3) = *— 6 Y” + 11 n — 6; 
del mismo modo, la igualdad 
(n—1) (n—2) (n—3) ... (n — 1000) = 0, 
se verificará para los mil primeros números, y no por esto sería cierta 
en general, es decir, para cualquier valor natural de n, (Nótese, aquí, la 
diferencia esencial de la inducción completa respecto a la inducción em- 
pirica). 

También la condición 1%) es esencial, como se comprueba mediante 
la fórmula falsa: n = n + 5, que cumple la condición 2%) (verificarlo), 
pero en cambio no se verifica la 1%) ni para n = 1, ni empezando en 
otro valor cualquiera de n. 

2. Este principio puede ser intuitivamente entendido en la forma si- 
guiente: supongamos que tenemos soldaditos de plomo colocados en fila, 
que empiezan por uno determinado y siguen indefinidamente, ¿cómo nos 
aseguraremos de que, golpeando al primero, todos estos soldaditos caerán? 

El principio dice que basta para ello comprobar: 

19%) Que el primer soldadito cae al ser golpeado; 

2%) Que los soldaditos están situados de manera que si uno cual- 





quiera de ellos cae, automáticamente golpea y hace caer al soldadito si- 
guiente (fig. 7). 

Entonces, aunque la fila se extienda indefinidamente, afirmamos que 
todos los soldaditos numerados caerán en virtud del principio de inducción 
completa. 

No todos admiten la opinión de H. POINCARÉ, uno de los más gran- 
des matemáticos modernos, de que precisamente este axioma caracteriza 
esencialmente a la Matemática y coloca esta ciencia más allá de la Lógica. 


b) Un conjunto N de elementos llamados números natura- 
les, un elemento llamado uno, y una relación primitiva sg = 
= “siguiente de”, quedan definidos axiomáticamente ($ 1-7) 
mediante los axiomas de PEANO: 
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J]. Uno es un número natural. (L:N). 


ll. A cada número natural corresponde un número natural 
siguiente a él, uniívocamente determinado. (Sixe N, 
sg xz e N). 


III. El uno no tiene precedente. (Para todo x e N, sg x + 1). 
Esto significa que la sucesión numérica natural empie- 
za por 1. Aquí pr = “precedente” se define por 

sg (prg) =x. 

IV. De la igualdad sg x = sg y se deduce x = y. 

Esto nos dice que cada número natural tiene a lo más 
un solo precedente, aunque no nos dice que lo tenga. 
Esta propiedad es distinta de la II, como se aclara ob- 
servando que una mujer tiene una sola madre (tomada 
como sg), pero puede tener varias hijas (tomadas como 
pr). 


V. AXIOMA DE INDUCCIÓN COMPLETA. Si de un conjunto C 
de números naturales se sabe que cumple las dos condi- 
ciones: 


12) El número natural 1 pertenece al conjunto C, (LeC), 


2%) Si un número natural x pertenece a C, sg x perte- 
nece también a C, (Si xe C, sg xe C); 

entonces, todos los números naturales pertenecen al con- 

junto C, (C=N}. 


Estos cinco axiomas son las proposiciones que caracterizan 
esencialmente a lo que lamamos sucesión numérica natural 
(conjunto ordenado de números naturales), y pueden tomarse 
como definición implícita de los mismos. 

El axioma V puede enunciarse así: “Una parte del conjun- 
to de los números naturales que contenga el 1 y con cada nú- 
mero a su siguiente, es la totalidad de ellos”. En él se basa el 
principio de inducción completa, que se aplica como método de 
demostración (ver a) y de definición por recurrencia ($ 2-3). 


EJERCICIO: Aplíquese la inducción completa para demostrar que cada 
número natural + 1 tiene precedente (el que será único por el axioma 
IV). Obsérvese que aquí A, se refiere al número 2. 


NOTA 3. Aunque no nos detengamos en ello, ya se ha dicho que para 
el sistema de axiomas de PEANO purda repuiarse como lógicamente satis- 
factorio, habría que demostrar que cumple las condiciones de compatibili- 
dad, independencia y saturación. 

Se han dado también (PADOA, PIERI, etc.) otros sistemas de axiomas 
semejantes a los de PEANO, más simples en algunos aspectos, aunque tal 
vez menos intuitivos, El sistema de PEANO permite deducir lógicamente 
de él toda la Aritmética, aunque se le ha criticado que sólo caracteriza 
a las sucesiones: esto es natural, porque los conceptos de sucesión ($ 7-2) 
y de sucesión numérica natural son isomorfos, y por tanto, represen- 
tan un concepto esencialmente único ($ 1-6); por eso en muchos textos 
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se empiezan las sucesiones y la sucesión numérica natural por el 0 ($ 1-1), 
aunque nosotros creemos que como concepto fundamental debe empezar por 
el 1, no sólo por el papel esencial que éste desempeña en las definiciones 
por recurrencia de las operaciones fundamentales ($ 2-4), sino también 
por el significado que tiene el cero en el Algebra abstracta y por su 
historia misma ($ 3-11). 


3. Definiciones por recurrencia. — Las definiciones por re- 
currencia utilizan el principio de inducción completa ($ 2-2,b) 
y sirven para introducir un concepto en que intervenga un nú- 
mero natural cualquiera, construyéndolo por inducción. 


Así, dada la sucesión numérica natural, 1, 2, 3, ..., con 2=sgl, 
3=sg2, 4—=sg3, ..., introduciremos el concepto de “suma de números 
naturales”, basándolo en el siguiente proceso constructivo: Dado un nú- 
mero natural cualquiera a, definiremos lo que se entiende por a + 1; una 
vez hecho esto, y supuesto construído a + h, definiremos (daremos la 
manera de construir) æ+ sgh; con ello, del a + 1 podrá pasarse al 
a +2, de éste al a +3, y así llegaríamos, v. gr.: al a+ 7823; pero el 
significado profundo de la definición por recurrencia está en la aplica- 
ción del principio de inducción completa, es decir, en admitir como axio- 
ma que así queda definida la suma a +n para cualquier n natural, aun- 
que el conjunto de números naturales sea infinito (§ 2-9). En definitiva, 
la definición por recurrencia de la suma de números naturales será la 
siguiente: 

Dado un número natural a, 


1%) Definamos explícitamente a + 1 =sga; 
29) Para cualquier h definamos explícitamente 
a + sgr = sg(a+h) , 
lo que en notación vulgar escribiríamos: 
a + (h+1)= (a+h) + 1. 


Entonces, por 1%) y 2%), la aplicación del principio de inducción 
completa nos permite decir que la suma a+ mn queda definida para cual- 
quier n. 


Obsérvese que la primera definición explícita da «a + 1, mientras 
qu:: la segunda, construída a +h, permite hallar a +(h + 1), En efecto, 
sera: 


a+2=a+s88gl=sg (a + 1), 
a + 3 = a 4- sg 2 = sg (a + 2), 
a+ 4=sg (a + 3), 
a+ 5=sg (a + 4), 


vstando incluída en los puntos suspensivos finales la aplicación esencial 
lel principio de inducción completa. 

Una definición recurrente general que dependa de un parámetro (o 
e un conjunto de parámetros), a € N, puede simbolizarse por las dos 


condiciones: 
19) fa(1) = gaeN ; 
20) filsgh) = Goffa(h),hpeN , 
on que fa, ga Y Ga pueden depender de a. 
Así, por ejemplo, en la suma se toma g.= sga; Gat, h} =sgt; 


Tepresentando fa(h)=a + h. En el producto (§ 2-4, c) tomaremos g. = 4: 
Gait, h} =t +a; representando fa(h)=a@.h. 
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La unicidad del resultado f.(n), para cualquier n, queda probada 
mediante la de f.(1)= g. (en el caso de la suma, la unicidad de g, = sg a 
se establece por el Ax. 11 de PEANO ($ 2-2, a)) y la del número h, 
unívocamente determinado por sgh 4 1, de acuerdo al Ax. IV de PEANO 
y el $ 2-2, ejercicio. Entonces, al primer miembro f.(sgA) de 2%), sólo 
podrá corresponder un solo f.(h), existente por hipótesis recurrente, el 
que tiene un solo Ol por definición de G., (en el caso de la 
suma se obtiene un solo Gaf.(h),h.p=sg(a + h) por el Ax. 11 de 
PEANO). 

Obsérvese que las condiciones 2%) y 1%) son independientes, por el 
Ax, III de PEANO, ya que siempre es sg kh + 1, lo que no sucede en un 
reloj ($ 5-11, a), es decir, los segundos miembros de 1%) y 2%) en una 
definición recurrente general no podrán resultar contradictorios, debido 
a una posible igualdad de los primeros miembros. Así, la unicidad y com- 
patibilidad de una definición por recurrencia no se debe a la particular 
estructura que en cada caso tenga la fórmula recurrente, sino a las pro- 
piedades características expresadas por los Axs. IV y III de PEANO. 
(Cfr. nota III, a). 

Respecto a la existencia del concepto así definido, cuestión aun de- 
batida, véase lo dicho en el $ 1-4. La definición de f.(h) para cualquier 
h, se hace tomando a a como parámetro fijo. Si queremos que la defini- 
ción se refiera a cualquier a número natural, será preciso ver, en vir- 
tud del mismo proceso anterior, que f.(h) está definido para todo h, y 
que también lo está f.¿.(h) para todo h, una vez construído f.(h) 
para todo h. En efecto, existe f.(h) para todo h porque, 1%: existe 
f.(1)= g. (por ejemplo, en la suma es g.=sg1 definido por el Ax, II 
de PEANO, en el producto es g. =1); 2%: supuesto existente f.(h), en- 
tonces existe f,(sgh)= Gf,(h),hj por el Ax. 11 de PEANO (por ejem- 
plo, en la suma es G4xf.(h),hb=sg(1+h) y en el producto es 
Gi fı(h), ht =1.h +1, ambos definidos por hipótesis inductiva); luego 
el Ax. V de PEANO aplicado a definición existencial, justifica f.(h) como 
existente para todo heN. 

Supuesto ahora existente f.(h) para todo h, vamos a ver que existe 
fsza(h) para todo Rh, porque. 1%; existe f.go(1)= gaça por estar defini- 
do sga según el Ax, II de PEANO |por ejemplo, en la suma es 
Esra = sg (sga), y en el producto es Bs. =sga]; 2%: supuesto exis- 
tente fara(h), entonces existe fer. (sgh)= Gagotfara(h), hp por estar de- 
finido Gaga según el Ax. II de PEANO [por ejemplo, en la suma es 
Gszajt, h} = sgt, y en el producto Gagait,hp=t+sgal]; luego por el 
Ax. V de PEANO existe faza(h) para todo h. 

Volviendo a aplicar este Ax. V respecto de a, queda así probada la 
existencia de f.(h) para todo a y todo h. (Véase P. Pri CALLEJA: La 
«objeción de GRANDJOT a la teoría de PEANO del número natural. Math. 
Notae, IX, pág. 143-152, Rosario, 1951). 


4. Operaciones fundamentales. — a) Una operación hinaria 
sobre un conjunto M de elementos a, b, c, .... es una regla 
por la cual se asigna a ciertos pares de elementos a y b de M. 
dados en un cierto orden, un elemento 


[2-3] a & b, 
univocamente determinado, llamado resultado de la operación &. 


Esta definición se refiere a operación conexa en M, cuando es apli- 
cable a cualquier par de M, La operación se llama cerrada respecto del 
conjunto M, o el conjunto M cerrado respecto de la operación, si el re- 
sultado de ésta pertenece siempre al conjunto M. 

La condición de que el resultado quede univocamente determinado 
implica una condición esencial cuando la operación liga elementos deti- 
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nidos por abstracción ($ 1-6). En efecto, en tal caso, a y b pueden ser 
clases, o más frecuentemente dos representantes ($ 1-6) de las nt:as, 
y entonces el resultado, es decir, la clase a que pertenece, debí +“: el 
mismo cuando 4 o b se reemplaza por otro representante de la mi:imx 
clase, En fórmuia: 

a Ea implica (agb) E (a £b) y (bea) E (béa/'). 

De aquí se deduce 
[2-41] aEa y bEb’ implica (a&b) E («' &b’). 

Se dice entonces que la operación € cumple la ley uniforme; como 
esta condición es esencial para tener efectivamente una operación entre 
las clases (en el ejemplo que sigue: entre vectores libres) y no entre 
sus elementos (segmentos orientados), no haremos referencia explícita a 


ella en casos en que se enumeran otras propiedades que lógicamente pue- 
den cumplirse o no. 


EJEMPLO: La suma de los vectores libres a y b que se han intro- 
ducido como ejemplo de definición por abstracción ($ 1-6), se obtiene 
aplicando al extremo de uno de los segmentos orientados que representan 
a, el origen de un segmento que represente b: el segmento orientado que 
va del primer origen al último extremo, representa la suma. Esta ope- 
ración cumple la ley uniforme, por ser el resultado independiente de los 
segmentos orientados que representan a los vectores sumandos; es decir, 
si ar y az son segmentos equipolentes, y también lo son bi y bz, la suma 
a1 + b, se demuestra geométricamente (no es evidente por sí mismo) que 
es equiposente a la suma as + bo. 


Las operaciones fundamentales que ligan entre sí a los nú- 
meros Haturales son la adición y la multiplicación. 


b) Adición o suma de dos números naturales. — Se intro- 
duce mediante la siguiente definición por recurrencia (% 2-8): 

A cada par x, y de números naturales corresponde unívo- 
camente otro número natural, que designaremos por x-— 1, 
construído recurriendo a las dos siguientes definiciones explí- 
citas: 


[2-5] v+ 1 = sg zx para todo x; 
[2-6] x+ sgy = sg (x + y) para todo x y para todo y. 
Como por [2-5] se expresa sg x= por x + 1, la definición 
[2-6] puede también escribirse: xr + (y +1) = (x + y) +1. 
Llegaremos por recurrencia a cualquier x + y, sin más que 
ver que se obtienen por aplicación reiterada de [2-5] y [2-6] 
las sumas: 
x+2=xw+sgl=sg (1 +1) 
+B=xw+38g2=s3sg (x +2) 
Aplicando los axiomas de PEANO, y en particular el princi- 
pio de inducción completa, se demuestran como teoremas las 
siguientes reglas de cálculo: 


[2-7] (a+b)+c=a+ (b+<) (Ley asociativa de 
la adición), 
[2-87 a+b=b+au (Ley conmutativa 


de la adición), 
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[2-91 De b+a=cz+a se deduce b=c (Ley cancelativa 
de la adición). 
En efecto, demostremos la ley asociativa. Para c=1 es 
(a+b)+ 1=sg(a+b)=a + sgb = a + (b41) , 
donde las igualdades primera y tercera se justifican por [2-5], y la se- 
gunda por [2-6]. Supuesto ahora cierta [2-7], es 
(a +0) + sge = sgl[(a + b)+c] = sgla+(b4c)] = 
= a +sglb4c)=a + (b+sgc) , 
donde la segunda igualdad se justifica por hipótesis inductiva y las de- 
más por [2-6]. De ambos casos, por el Ax. V de PEaNO queda probada 


[2-7] para todo c, y también existe para todos a y b por existencia de 
suma, 

Para la ley conmutativa se empieza por probar inductivamente res- 
pecto de a que sga—=1-+a y luego en [2-8] se aplica inducción respec- 
to de b. 

Análogamente se prueba [2-9], con inducción respecto de a y apli- 


cación del Ax, IV. 

Si dados dos números m y q existe algún número r tal que 
æ + r = m, se dice que r es la diferencia, sustracción o resta de 
m menos a, y se designa por r = m — a. Por eso se dice que la 
diferencia es la operación inversa de la suma. La ley [2-9] 
asegura que a lo más existe un número natural r que haga 
a-r =m (puede no haber ninguno, como veremos por [2-16]). 

c) Multiplicación o producto de dos números naturales. — 
Se introduce mediante la siguiente definición por recurrencia: 

A cada par de números naturales x, y corresponde unívoca- 
mente otro número natural, que designaremos por x.y (o xy), 
construído mediante las dos siguientes definiciones explícitas: 
[2-10] x.l = x para todo 2; 

[2-11] x.sg y = 7.Y + x para todo x y todo y. 

La [2-11] expresa que x. (y +1) = xy +x. 

Las [2-10] y [2-11] ponen en forma inductiva la definición 
clásica de que multiplicar x por y es sumar y veces x. En efec- 
to, se obtiene por recurrencia cualquier x.y observando por 
aplicación reiterada de [2-10] y [2-11], que es: 


.2 = 1.588 1l= 2.1 +%2=+>2 
1.3 = 17.88 2 = 2.2 + x 
X.4 = x.g 3 = 2.3 + 2% 


.......U..-2<.0.%0U%.. 0.8. ./ .0(0.<2..0.000.0600409€00. E E 


Inductivamente se demuestran como teoremas las siguien- 
tes reglas de cálculo: 


[2-12] a.(b + c) = ab + ac (Ley distributiva de la mul- 
(a+ b).c=ac-4+ be tiplicación respecto a la 
suma), 
[2-13] (ab)c=a (bce) (Ley asociativa de la mul- 
tiplicación) , 
[2-14] a.b = b.a (Ley conmutativa de la 


multiplicación), 
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[2-15] De a.b = a.c, se deduce b = c (Ley cancelativa de 
la multiplicación). 

En efecto, para las dos leyes distributivas [2-12] y asociativa [2-13] 

se aplica inducción respecto de c en forma análoga a la vista para la 


adición. Para la ley conmutativa [2-14] se efectúa induccion respecto de 
b, demostrando que a.1 =1.a por inducción respecto de a. 


La ley cancelativa [2-15] se demuestra efectuando inducción respec- 
to de ce. Así primero se prueba que a.b—au.1 implica b=1, pues si 
a=1, se aplica [2-14] y [2-10], mientras que si a 41 sería absurdo 
suponer que bÆ 1, pues existirían ($ 2-2, ejercicio) pra y prb; en- 
tonces sería a4.b =asglíprb)j=a.prb+a por [2-11] y de a.b =a.1 
se deduciría a.prb + a =1-4+pra por [2-10], [2-5] y [2-8], de donde, 
por [2-7], [2-9] y [2-5] sería sg(a.prb)=1, en contra del Ax. III de 
PEANO. Supuesto ahora inductivamente cierto [2-15], se prueba que 
a.b=a.sgc implica b= sg c, viendo primero que por lo anteriormente 
demostrado debe ser b* 1 y por tanto existir prb y entonces por [2-11] 
y [2-9] de a.sg(prb)=«a.sgc se deduce a.prb=a.c, es decir, por 
hipótesis inductiva prb=—c, que por el Ax, II implica b=sgc. La 
aplicación del Ax. V respecto de c prueba finalmente [2-15]. 


Si dados dos números b y a existe algún número c tal que 
a.c = b, se dice que c es el cociente de dividir b por a; así se 
introduce la división como operación inversa de la multiplica- 
ción. La ley [2-15] asegura que a lo más existe un número na- 
tural c que haga a.c = b (puede no haber ninguno, ya que en- 
tre números naturales sólo es posible la división cuando el di- 
videndo es múltiplo del divisor) (§ 5-1). 


5. Definición de mayor y menor. Leyes de la desigualdad. — 
Se dice que b > a (b es mayor que a), o bien a < b (a menor 
que b), si existe un número natural n tal que a + n = b, Te- 
niendo en cuenta la definición recurrente dada para la suma, 
esto equivale a decir que será a < b cuando el número a apa- 
rezca anteriormente ($ 2-7) al b en la sucesión numérica na- 
tural. En el $ 2-10 relacionaremos la desigualdad con la coor- 
dinación. En todo caso, mediante el cumplimiento de las leyes 
siguientes, la desigualdad establece un orden ($ 2-7) entre los 
números naturales. 

Inductivamente se demuestran como teoremas las. siguien- 
tes leyes de la desigualdad : 


[2-16] Para cada par de números a, b vale (Ley de tricoto- 
una, y sólo una, de las relaciones mía). 
a<bja=b,a>b 

[2-17] Dea<byb=<e se deduce a<c (Ley transitiva de 

la monotonía). 

[2-18] Dea<b se deduce a+c < b+c (Ley de monotonia 

. de la adición). 
(2-19] Dea<b se deduce a.c < b.c (Ley de monotonía 
de la multiplica- 
ción). 
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En efecto, para la ley de tricotomía [2-16], se hace inducción res». 
pecto de b. Así, para b—1, por el Ax. 111 de Peano no puede darse 
a<1, y si a 41, entonces existe pra ($ 2-2, ejercicio), es decir 
«=1+pra y por tanto a > 1. Supuesto cierto [2-16] para b, se prue- 
ba para sgb 1, pues si a=1 es 1<sgb, ya que por [2-5] y [2-8] 
es 14+-b=sgb, mientras que no puede ser sgb+4n=1, pues sería 
sg(b+08n)= 1, en contra del Ax. III; si finalmente es a 4 1, existe pra, 
y como por hipótesis inductiva se da una y sólo una de las pra + n= b, 
pra = b, b+ n= pra, tomando sg de ambos miembros, por los Axs. II 
y IV y $ 2-4, b), se da una y sólo una de las a +n=sgb, a =sg b, 
sgb+mn=a, es decir [2-16] pará sgb. Por aplicación del Ax. V queda 
probado [2-16] para todo b. 

Para la ley transitiva [2-17] si a+n =b y b4+m=c, por $ 2-4, 
b) será a+(n4+m)=b4+m=c, es decir, a<c. Análogamente, por 
aplicación directa de la definición de < y de las leyes de $ 2-4, se de- 
muestran las leyes de monotonía [2-18] y [2-19]. 


6. Leyes formales: principio de permanencia. — La impor- 
tancia de las reglas de cálculo [2-5] a [2-19] radica en que al 
generalizar el concepto de número mediante definiciones por 
abstracción del nuevo concepto, pasaremos del número natural 
al entero, de éste al racional, luego al real, y de aquí al com- 
plejo, de manera que puedan definirse operaciones de adición 
y multiplicación entre los nuevos entes que cumplan (con las 
pequeñas modificaciones que se verán) dichas reglas de cálculo 
antes establecidas. Éste es el llamado método genético, y en él 
se debe tomar como norma el principio de permanencia de las 
leyes formales, enunciado así por HANKEL: “Al generalizar un 
concepto se debe tratar de conservar el mayor número de pro- 
piedades, y al nuevo concepto debe corresponder como caso 
particular el anterior”. Aun más: dichas leyes formales enun- 
ciadas como proposiciones primeras o axiomas, son las que to- 
ma HILBERT para caracterizar de una vez por todas lo que de- 
bemos entender por la palabra “número”; éste es el que por 
antonomasia se llama en Aritmética método axiomático ($ 1-7). 

Son precisamente las leyes formales del cálculo las que permiten 
construir las tablas de sumar y multiplicar aprendidas en la escuela pri- 
maria, así como las usuales reglas operatorias de cálculo numérico, de- 
mostrables basándose en dichas leyes formales; aun más: éstas permiten 
mecanizar el cálculo numérico, mediante máquinas de calcular (los seudo 
cerebros de acero de la propaganda), según ya previeron los genios pro- 
fundos de PASc'L y de LEIBNIZ; así, pues, “hacer números”, es decir 
aplicar rutinaria:nente las reglas de cálculo numérico, no es más que ha- 
cer funcionar un mecanismo (ciertamente, aburrido y árido), cuya crea- 
ción y fundamento es lo científicamente importante; un calculista no 


creador no es un hombre de ciencia: sólo posee una técnica más o me- 
nos útil. 


7. Concepto de orden. — Un conjunto se dice ordenado es- 
trictamente cuando se da entre sus elementos una relación bi- 
naria cualquiera ($ 1-5), entonces llamada de prioridad [<] 
(léase “anterior a”), que sea: 

a) Transitiva: De a [<]b y b[<] c se deduce a [<] c. 

b) Lineal: Si ab se deduce a[<]b 6 b[<]a. 


24 Il. FUNDAMENTACIÓN DEL NÚMERO RACIONAL ` 8 2-7 


c) Irreflexiva: No es a[<] a. 

d) Asimétrica: Si a [<] b, entonces no es b[<] a. 

Si a es anterior a b, se dirá que b es “posterior a” 

El arden estricto cumple la siguiente ley: 

Ley de tricotomía: Se da siempre una, y sólo una, de las 
relaciones a =b o a[<]b o b[<]Ja. 

Esta ley se demuestra mediante las condiciones b), c) y d). 
Recíprocamente, estas tres condiciones pueden sustituirse por 
la ley de tricotomía, es decir, una relación binaria establece un 
orden estricto cuando, y sólo cuando, es transitiva y cumple 
la ley de tricotomía. 

EJEMPLO 1. La relación < entre números naturales (§ 2-5) estable- 
ce en ellos un orden estricto, en virtud de las leyes [2-17] y [2-16]. 

Dada una ordenación, puede como caso particular ocurrir 
que entre dos elementos a y b no haya ningún otro, es decir, que 
si a es anterior a b, no exista ningún elemento que sea a la vez 
posterior al a y anterior al b; entonces se dice que a, b son ele- 
mentos consecutivos; esto se suele designar escribiendo: b = 
= sg a (sg = siguiente), o bien: a = pr b (pr = precedente). 

Obsérvese que respecto a la ordenación < entre números naturales 
(S 2-5), el significado de “precedente” y “siguiente”, ahora introducido, 
es concordante con el visto en el $ 2-2. En efecto, vamos a ver que para 
cualquier número natural n no existe ningún otro número natural x tal 
que cumpla n< x<n-+1. Habría de ser ($ 2-5) n 4 m=x;3x +s 
= n+ 1, y aplicando las leyes formales de la adición ($ 2-4) m + s = 
Esta igualdad contradice el axioma III de PEANO ($ 2-2) si s= 1, ys 
s Æ 1, existiría prs, llegándose también al absurdo de ser 

sg(m + prs)=1, 

También, como caso particular, puede ocurrir que en el con- 
junto ordenado exista un elemento que sea anterior a todos los 
demás, el que se llama primer elemento, y por otro lado puede 
existir un elemento posterior a todos los demás del conjunto, 
llamado último elemento. 

EJEMPLOS: 2. Demuéstrese que la sucesión numérica natural ordena- 
da según la relación < ($ 2-5) tiene 1 como primer elemento. 

3. Los puntos de un segmento rectilíneo en que se han suprimido los 


extremos, es decir, cuyas abscisas x cumplen la condición ¢ < x < d, 
forman un conjunto que carece de elementos consecutivos y de primero y 
último elemento. 

4. Distintas ordenaciones de un mismo conjunto pueden tener caracte- 
rísticas diferentes: así los números fraccionarios irreducibles positivos 
(§ 6-5) ya conocidos en la enseñanza elemental, si se ordenan de menor a 
mayor (§ 6-5) no tienen elementos consecutivos, porque entre dos cuales- 
quiera m/n, m'/n' hay infinitos otros, por ejemplo, la semisuma 


1 ( m 5 mym 
[| — + — |, o bien ————, etc.; 
21 n n’ nAn 

tampoco tienen primero (el 0 no pertenece al conjunto) ni último elemen- 
to; en cambio, pueden ordenarse de manera que sea anterior el número 
fraccionario que tenga menor la suma de sus dos términos, y en caso de 
igual suma, el de menor denominador; así resulta la ordenación 
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1 1 3 2 
[2-20] TR ET E E 

2 3 2 3 4 5 
en la cual existe un primero pero no un último elemento, y cada elemento 
tiene un siguiente. 


Un conjunto ordenado se dice bien ordenado cuando todo 
subconjunto del mismo tiene bajo la misma ordenación primer 
elemento. Resulta pues, en particular, que cada elemento que 
no sea último tiene un siguiente (el primero de los posteriores), 
pero puede carecer de precedente. 


EJEMPLO 5. Los números fraccionarios positivos, puestos en orden de 
menor a mayor ($ 6-5) no forman un conjunto bien ordenado. Si se adop- 
ta, en cambio, la ordenación [2-20], resulta un conjunto bien ordenado. 
También resulta bien ordenado si de dos fracciones irreducibles, decimos 
que es anterior la de denominador menor, y sólo en el caso de denomina- 
dor igual decimos que es anterior la fracción de numerador menor. Re- 
sulta así: 


| E 
po 


1 3 1 2 4 
[2-21] —, —, ...3 — 0... 


, , , 


2 2 3 8 3 
en que las fracciones 1/n no tienen precedente. 


Puede demostrarse por inducción el importante teorema: 

TEOR.: Todo conjunto no vacío de números naturales tiene un nú- 
mero mínimo (pues basta efectuar inducción respecto de n en la proposi- 
ción equivalente: Si en un conjunto de números naturales existe un nú- 
mero a< nm, dicho conjunto tiene un número mínimo). Este teorema po- 
dría aceptarse como axioma bajo el nombre de principio del número 
mínimo, sustituyendo al principio de inducción completa, que entonces 
pasa a ser un teorema demostrable a partir de él y de la ley cancelativa 
de la adición [2-9]. El principio del número niínimo se llama también 
principio de buena ordenación de los números naturales. Sin embargo, el 
ejemplo [2-21] muestra bien el carácter distinto del principio de buena 
ordenación general respecto al de inducción completa. 


NoTA 1. El concepto de orden admite variantes interesantes. Las 
condiciones esenciales para establecer un orden son la transitiva (a) y la 
asimétrica generalizada (también llamada asimétrica), usada en órdenes 
reflexivos [£]: 

d) De a[<]b y b[<] a, se deduce a =b. 

La relación < entre números reales ($ 7-5) tiene las propiedades a), 
bY y d'), siendo también reflexiva: a < a. Si además se suprime la con- 
dición b), se obtiene el llamado orden parcial, de gran importancia en la 
Matemática moderna. Un conjunto o sistema de elementos se dice parcial- 
mente ordenado si se ha definido en él una relación (entonces llamada de 
orden parcial), que cuando afecta a un par de elementos del conjunto es 
o reflexiva y asimétrica generalizada. (Ver nota I, de este ca- 
pítulo). 

EJEMPLO 6: La relación de inclusión (<) ($ 1-1) establecida en un 
sistema de conjuntos es de orden parcial, pues aun cuando en el sistema 
puedan existir pares de conjuntos no ligados por ella, en caso de serlo 
cumple la condición transitiva (de A(<)B y B(<)C se deduce A(<)C), 
la reflexiva (A(<)A) y la asimétrica generalizada (de A(<)B y B(S)A 
se deduce A = B}. 

NoTA 2. Una relación transitiva [<] establecida entre pares de ele- 
mentos de un conjunto se dice tiene la propiedad de composición o dirección * 





* También llamada propiedad de MOO0RE-SMITH, por haber sido estos autores quienes 
primeramente, en 1922, estudiaron sus principales aplicaciones, sobre todo en Topología. 
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si para cada par de elementos a y b del conjunto existe por lo menos en el 
conjunto un elemento c tal que e[<]a y ce[<]b. Entonces se dice que se 
tiene un conjunto dirigido. 


EJEMPLOS: 7. El conjunto formado por los puntos de un círculo, en 
el que se ha suprimido el centro, dispuestos inversamente a sus distancias 
a dicho centro, es decir, a[<]b si la distancia de a al centro es menor que 
la de b. 


8. El conjunto de todos los números naturales respecto a la relación 
“a es múltiplo de b” (lo que se toma como a[<]b) ($ 5-4). 


8. Correspondencia. — Vamos ahora a introducir una nueva 
relación primitiva: la de correspondencia entre los elementos 
de un conjunto M y los de otro N. 

Una correspondencia está determinada cuando para cada 
elemento a del conjunto M se da un criterio para saber qué 
elemento y (a) tiene por correspondiente en N; dicha corres- 
pondencia recibe también el nombre de función, cuyo campo de 
definición es el conjunto M; el conjunto N se supone contiene 
todos los valores funcionales (a). En lenguaje geométrico se 
dice que M está representado o aplicado en N y que (a) es 
la imagen de a. Se suele designar con ¿(M) al conjunto de los 
ọ (a) para as M. Se dice una aplicación de M sobre N si p(M) 
coincide con N. La imagen g(a) se supone univocamente de- 
terminada por a (es decir, cada a tiene una sola imagen y(a)), 
pero en cambio dos elementos distintos a y b pueden tener una 
misma imagen y(a)= p(b). Si en cambio esto no ocurre, es 
decir de «+b se deduce siempre y(a)=y(b), la correspon- 
dencia se llama biunívoca (1— 1: unívoca en los dos senti- 
dos), y los conjuntos M y ¿(M) se dice son coordinables. Así, 
pues, dos conjuntos son coordinables si a cada elemento de 
uno de ellos corresponde uno, y sólo uno, del otro, 


La idea de correspondencia supone un orden de prelación 
entre los conjuntos dados M y N; en la correspondencia biuní- 
voca o coordinación puede deducirse siempre de ella otra corres- 
pondencia inversa entre N y M. 


j EJEMPLOS: 1. La Geometría da innumerables ejemplos de correspon- 
encias. 

Así, podemos suponer que M lo forman los puntos de una circunfe- 
rencia C, y que el criterio p lo da su proyección desde un punto exterior 
O sobre una recta r, Esta correspondencia no será biunívoca, y el con- 
junto N no abarcará todos los puntos de la recta r, sino sólo los del seg- 
mento que sobre ella determinan el par de tangentes trazadas a C desde O 
(fig. 8). Tendremos así una aplicación de la circunferencia en la recta. 

En cambio, es biunívoca la correspondencia establecida sin excepción 
por la proyección de una recta r sobre otra s desde un punto O, exterior 
a ambas (fig. 9), obteniendo una aplicación de r sobre s. 

2. Otro ejemplo de correspondencia no biunívoca se tiene haciendo 
corresponder a cada número natural n el 0 ó el 1, según sea par o 
impar; aque el conjunto M formado por la sucesión numérica natural 
¡np=31, 2 ,3,...p, se aplica sobre el conjunto N formado por el par de 
números ¿0, 1h; la función p queda por esta ley completamente deter- 
minada, sin necesidad de encontrar una fórmula algorítmica para ella; 
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sin embargo, es fácil ver que puede expresarse y(n)=á [1-(—1)"]. 
En el § 5-11 veremos justificada en otra forma esta corresnondencia, 

3. Si a cada número natural n hacemos corresponder su duplo, es 
decir, p(n) =2n, se habrá establecido una correspondencia biunívoca 
entre el conjunto de todos los números naturales y el conjunto de los nú- 





MULA Pa) 


Fig. 8. Fig. 9. 


meros pares; obsérvese que a pesar de ser ambos conjuntos in} y {2n} 
coordinables, el segundo conjunto es parte del primero: {2n} (<) inp} 
Ya veremos ($ 2-9) que este hecho sorprendente no puede darse en los 
conjuntos finitos. 


9, Conjuntos finitos. — Se llama sección (1,n) de la suce- 
sión numérica natural al conjunto de números naturales < n. 

Un conjunto se llama finito si es coordinable ($ 2-8) con 
una sección de la sucesión numérica natural. Se considera tam- 
bién finito al conjunto vacío, 

Más sencillamente: Un conjunto es finito si se pueden con- 
tar sus elementos, es decir, si a cada elemento se le puede asig- 
nar un número natural desde 1 hasta n, de manera que a ele- 
mentos distintos correspondan números naturales distintos y 
hayan sido empleados todos los números naturales desde el 1 
hasta el n. 

Entonces, los elementos del conjunto finito M pueden ser 
designados por di, %o, Ag, ..., An, €s decir: 

M = (4, 04a, 43, .+., An). 

EJERCICIO: Demuéstrese, por inducción completa, que el conjunto par- 
cial de un conjunto finito es también finito. 

Un conjunto que no es finito, se llama infinito. Por ejemplo, 
el conjunto de todos los números naturales es infinito, como de- 
mostraremos en seguida. 

El teorema fundamental sobre conjuntos finitos (llamado 
también teorema fundamental de la Aritmética) dice: 

TEOR. 1. Un conjunto finito no es coordinable con ningún 
conjunto del que forme parte ($ 1-1). 

DEM.: Supongamos que el conjunto finito A sea parte del conjunto B, 
es decir, A(<)B. Sea A = {t h, ..., An}, y supongamos fuese A coordi- 


nable con B. Entonces vamos a ver que llegaremos a un absurdo, y por 
lo tanto, será imposible establecer una coordinación análoga a la vista en 
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el ejemplo 3 del $ 2-8, en el que hacíamos corresponder a cada número 
natural su duplo. 

Designemos por (a), p(as), ..., p(a,) las imágenes en B de los 
elementos de A, y que por la coordinación supuesta formarán todos los 
elementos de B; entre ellos figurarían los 41, 42, ..., Un, y por lo menos 
algún otro elemento, que designaremos por Un». 

Para n= 1, el absurdo es inmediato: la representación unívoca y (as) 
no puede coincidir a la vez con 41 y Qe. 

Bastará ahora aplicar la segunda parte del principio de inducción 
completa, suponiendo que el teorema es cierto para todo conjunto de n— 1 
elementos. Podemos siempre suponer que es p(a,) = ann, ya que en caso 
que fuese p(a,) =a', (a' +4n.1), el arı sería imagen de otro a, es 
decir; p(a;) = anı (in), y de la coordinación y pasaríamos a otra y 
en que y(a;) =a, Y(an) — Ansa, conservando la misma correspondencia 
biunívoca para los demás pares. Sea el conjunto A” = 441, Mz, ..., Una? 
deducido del A por supresión del el>mento a,; sea B” el conjunto que de- 
ducimos del B suprimiendo el elemento a,..; la misma coordinación ante- 
riormente supuesta aplicada a los A’ y B’ hace ver que p(A”) ha de re- 
presentar por lo menos as, dz, ..., An, y que por lo tanto el conjunto fi- 
nito A' de n— 1 elementos es parte de B' =4v(A')) y es coordinable con 
él, absurdo por hipótesis inductiva. Por lo tanto, el teorema queda demos- 
trado para cualquier n finito. 


Un caso particular de este teorema es el célebre de DEDE- 
KIND: 

TEOR. 2. Un conjunto finito no es coordinable con ninguno 
de sus conjuntos parciales. 


COROLARIO. — Del teorema 1 deducimos que una sección de 
la sucesión numérica natural (coordinable consigo misma y en- 
tonces finita) nunca es coordinable con toda la sucesión, pues 
es parte de ella; ésta forma, pues, un conjunto infinito. 


.10. Número cardinal. — El número cardinal es el ente abs- 
tracto que resulta de la coordinabilidad entre conjuntos (§ 2-8). 
Por ser ésta una relación de equivalencia, es decir, reflexiva, 
simétrica y transitiva, divide a los conjuntos (de determinada 
colección de ellos) en clases (§ 1-5) que agrupan a los coordi- 
nables entre sí. Esto conduce a definir por abstracción el nú- 
mero cardinal de un conjunto: Dos conjuntos tienen el mismo 
número cardinal (o sea, pertenecen a la misma clase) cuando 
son coordinables entre sí. 

Al contar ($ 2-9) los elementos de un conjunto finito, es- 
tablecemos implícitamente una ordenación (8 2-7) entre sus 
elementos, y al último n se le llama por eso número ordinal del 
conjunto. 


Del teorema fundamental sobre conjuntos finitos ($ 2-9, Teor. 1) de- 
ducimos que un conjunto nunca puede coordinarse con dos secciones dis- 
tintas de la sucesión numérica natural, ya que entonces éstas serían coor- 
dinables entre sí, lo que es absurdo por el teorema fundamental, pues una 
de ellas es parte de la otra. Esto demuestra el teorema de invariancia del 
número ordinal de un conjunto finito: “Cualquiera sea la manera de con- 
tar los elementos de un conjunto finito, siempre llegaremos al mismo nú- 
mero ordina: n”. 
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Este número ordinal n caracteriza una sección (1, n) de la 
weesión numérica natural, la que puede tomarse como repre- 
wntante de la clase ($ 1-6) de los conjuntos finitos que tienen 
un mismo número cardinal. Es decir, todos los conjuntos fini- 
los que tienen un mismo número cardinal están caracterizados 
por la propiedad de ser coordinables entre sí y con una sección 
de la sucesión numérica natural. 

A pesar de lo intuitivo del concepto de número cardinal, que 
constituye una de las facultades más notables de la mente hu- 
mana, obsérvese, sin embargo, que utilizar la inducción com- 
pleta ($ 2-2, a) como principio implica dar a la idea de orden 
un papel primordial en la formación del concepto de número. 


11. Conjuntos numerables. — Todo conjunto que sea coordi- 
nable con toda la sucesión numérica natural se dice es infinito- 
numerable: a cada uno de sus elementos se le puede asignar 
exactamente un índice, de modo que elementos distintos tengan 
índices distintos; entonces, el conjunto recibe el nombre de su- 
cesión ($ 7-2). La sucesión es al conjuntu insinito-numerable 
lo que el número ordinal es al cardinal, es decir, se tiene o no 
en Cuenta una ordenación para los elementos del conjunto. 

Los conjuntos infinito-numerables y los conjuntos finitos se 
llaman numerables. 

No sólo puede demostrarse que un conjunto infinito-nume- 
rable es coordinable con el que se obtiene añadiéndole un nú- 
mero finito numerable de nuevos elementos, sino que vamos 
a probar más en general el teorema: 

TEOR.: El conjunto que forman todos los elementos de un 
conjunto numerable de conjuntos numerables es numerable. 

DEM.: Sean Mı, M:, Ma, ..., los conjuntos, y designemos los elemen- 
tos de M, por Mr Mro, Mrs, ... Basta entonces ordenar los m,, en for- 
ma tal que vaya antes el elemento que tenga menor la suma de ambos 
índices, y en caso de igual suma aquel cuyo primer índice sea menor, Es 
el mismo procedimiento que hemos empleado en el $ 2-7, ej. 4, y que 


demuestra es numerable el conjunto de los números racionales, como ilus- 
tra el cuadro adjunto (2% índice: numerador; 1% índice: denominador) : 


mu Ntra Mas Mis Aaa is 
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ze 
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EJERCICIOS 


1. Efectuar las demostraciones completas de los teoremas que se han 
enunciado. 


2, Demostrar para todo número natural n las fórmulas: 


n(n+ 1) (2n+1) ”?, n2(n +1) 
e == , 
6 i=1 4 


a LA A =e 
E ee M a a a E aS 


3. Hállense y demuéstrense por inducción las relaciones de desigual- 

dad entre los números 
29, 32, n”, 2m, 3”, n”, 
averiguando en cada caso desde qué valor de n se cumplen. 

4. Demostrar que el número de elementos de la reunión de dos con- 
juntos finitos disjuntos es igual a la suma de los números de cada uno. 

5. Demostrar que el número de elementos de la reunión de r con- 
juntos dos a dos disjuntos, de s elementos cada uno, es r.s. 

6. Indicar dónde está la falla de la siguiente “demostración” induc- 
tiva de la proposición: “Tomados repetida o distintamente dos cuales- 
quiera números naturales de la sucesión numérica natural, resultan igua- 
les”. Demostración: 1°) La proposición es cierta para la sección s, que 
consta solamente del número 1; 2%) Si la proposición es cierta para la 
sección 8,-., que consta de los n — 1 primeros números naturales, lo es 
PAra s,, pues para probar que a = b en 8. bastará suponer a — 1 = b —1, 
que al pertenecer A 8.-: se verifica por hipótesis inductiva. 

7. Lo mismo para la siguiente proposición: “Toda familia finita de 
rectas en el plano tiene algún punto común a todas”, si se admiten los 
puntos impropios comunes a las rectas paralelas. En efecto: 1°) La pro- 
posición es cierta para n=1; 2%) Supuesta la proposición cierta para 
a rectas, la n-ésima recta debe pasar por el punto común a las res- 

ntes. 

¿En qué eslabón se rompe la cadena inductiva? 


8. En la ordenación sin repetición de los números racionales positi- 
vos por el método diagonal respecto al numerador y denominador ($ 2-11), 
encontrar el lugar que ocupan 25/4 y 0,05. 

9. Demostrar que todo subconjunto de los números naturales es nu- 
merable, 


n 
5 0= 
i=1 


$ 3. EL NÚMERO ENTERO 


1. Definición de número entero. — Su introducción se hace 
necesaria, para poder dar solución en todos los casos a la ecua- 
ción 
[3-1] da + £ = 41. 

Esta ecuación tiene solución en el campo de los números 
naturales, sólo si a, > a», y entonces se designa por a, —as; 
en cambio [3-1], no tendrá solución si az >a, por la ley 
[2-16] de tricotomía. 
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Las ecuaciones: [3-1] con a, > az, y be + x= b, con b, > ba 
tendrán la misma solución, es decir 
(*) as —az =b,— bacuando y sólo cuando ta + bz = da + bi. 

Si no se cumplen las condiciones a, > as, bı > ba, pierden 
sentido ambos miembros de la primera ecuación (*). Conser- 
varemos la, validez de la condición (*) llamando números en- 
teros a los pares ordenados (a,-a2) (minuendo-sustraendo) de 
números naturales con la condición de que: 


(01-049) = [b,-ba) cuando y sólo cuando a, + ba = a2 +0,. 
Por ejemplo, verifíquese: 
(2-5) = (5-8) , {3-3} = {5-5} , (5-2) = (8-5). 


Más precisamente, definamos por abstracción ($ 1-6) el número en- 
tero, mediante pares ordenados de números naturales cualesquiera, que 
indicaremos [a,-az] (aquí, provisionalmente, - representa un guión). La 
relación E (equivalencia), definida entre estos pares, poniendo: 

[3-2] [a,-a2] E [b,-bs] cuando, y sólo cuando, œ + b: = a: + b: 
cs una relación de equivalencia ($ 1-5) (compruébese). Por consiguiente, 
E divide al conjunto de los pares en clases, que llamaremos números en- 
teros. Indicando con {araz} a la clase o número entero determinado por 
el par [a,-a2], tendremos: 

[3-3] las-a2) = 4b1-b2? cuando, y sólo cuando aa + b: = Q + bi. 

En lo que sigue no haremos distinción entre una clase <a,-a:) y un 
par [a.-a.] que la represente; diremos, por ejemplo, par Jara}. 

Una interpretación concreta del número entero la puede dar un ba- 
lance de una situación contable dado por el haber (minuendo) y el debe 
(sustraendo). La condición [3-2] es la que han de cumplir los pares 
¿haber-debe? para que representen un mismo balance. 


2. Enteros positivos y negativos. — Convendremos, por de- 
finición, en llamar entero positivo + a al representado por el 
par 


[3-4] + a = 4 (a+n)-n} 
con n número natural cualquiera, lo que nos dice que para 
tı > d% será por [3-3]: 
[3-51 3041-02 = 4 (0, —02 48) -8; = + (41 —09) ; 
es decir, en este caso el número entero indicado en el primer 
miembro da la diferencia que figura en el último miembro. 
Estos enteros positivos pueden identificarse con los núme- 
ros naturales (ver § 8-5). 
Llamaremos cero o nulo al número entero cuyo par ¿a,-as) 
cumpla a; = as; así será, por definición: 
[3-6] 0 = (n-n) 
con n número natural cualquiera. 
Toda situación contable en que el haber es igual al debe, 
tendrá un mismo balance nulo, 
Como el par {n-(a+n)} representa el mismo número en- 
tero para cualquier valor natural de n, será cómodo y fecun- 
do usar el nuevo símbolo — a, mediante la definición : 
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[3-7] —a = {n-(a +n) } 

independiente del número natural cualquiera n, con lo cual, 
si 42 > Qı, podremos escribir, en virtud de [3-3]: 

[3-8] 441-02) = dn- (a2 — t +n) » = — (4. —a1). 

En virtud de la ley de tricotomía [2-16] entre a, y a», todo 
número entero ha de ser positivo, nulo o negativo. 

Los números [3-7] llamados enteros negativos, conjunta- 
mente con el cero, se han logrado mediante la ampliación crea- 
dora del nuevo concepto: número entero. 

En la interpretación concreta dada, si la situación contable se re- 


fiere a un balance en que el debe es mayor que el haber, se tendrá un 
balance en déficit, representable por un entero negativo. 


3. Suma, producto y desigualdad. — Las operaciones fun- 
damentales de adición y multiplicación y la relación de des- 
igualdad se habrán de introducir por definiciones referidas a 
conceptos anteriores (dados en el $ 2), y que en el caso parti- 
cular de aplicarlas a enteros positivos coincidan con las ya de- 
finidas en el $ 2 para números naturales; además, habrán de 
adaptarse al mencionado principio de permanencia de las leves 
formales (§ 2-6). 

Para ello, teniendo en cuenta que si 4, > ds y b, > bo, es 


(a, —02) + (b, —d») = (01, + b,) — (a2 + bə) ; 
(a, — 42) . (01 —bd3) = (arb, + asb2) — (aba) + asby) ; 
a, — 42 < bı — b: equivale a aı + b2 < a+ dr; 
definiremos: 
[3-9] Suma: (a,-4e) + {bi-bo} = [(a1 +01) - (as + bo)}. 
[3-10] Producto: (a,-ado).(b,-ba) = 
= ((a1b, + ab2) -(a1bs + 4901) y. 
[3-11] Desigualdad: Es (41-48) < £b1-b2) cuando y sólo 
cuando as + ba < aa + bi. 

Estas definiciones nos permitirán operar con los números 
enteros (balances) en función de los pares que los determinan 
¿haber - debe), pero su fecundidad radica en que las reglas ope- 
ratorias serán las mismas que las vistas anteriormente en el 
§ 2, y por lo tanto, el nuevo concepto de número entero (balan- 


ce) tomará como tal número importancia propia e indepen- 
diente. 


4. Ley uniforme y leyes formales. — Las definiciones del 
apartado anterior cumplen como teorema la ley uniforme, es 
decir, el resultado obtenido por ellas es independiente del par 
que se elija para representar cada número entero que en ellas 
interviene. Obsérvese que precisamente por esto, las operacio- 
nes de suma y producto y la relación de desigualdad pueden 
considerarse definidas entre números enteros (es decir, entre 
clases de pares y no entre pares aislados) (< 2-4). 
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En efecto, si [as-a:] = [as -as] con [b1-b2] = [bx-b], es decir, por 
[3-2], es a, +0 =da+ a con bı + br = ba + b, para la ley uniforme 
de la suma, resulta ser (a + b1)+(a% + b2) = (a: + b2)+ (a, + b,') por 
aplicación de la hipótesis y de las leyes asociativa [2-7] y conmutativa 
[2-8] de la suma de números naturales, Para la ley uniforme del pro- 
dnrtn se procede análogamente teniendo en cuenta las leyes distributivas 
L. +. y cancelativa de la suma [2-9]. Para la ley uniforme de la des- 
i:.aaldad, de la hipótesis que exista un número natural n tal que a+ 
-ba+ n= a+b, se deduce ($ 2-4, b) que as +a' +b2+b+n= 
=4a+a +b,+bY y aplicando las equivalencias de partida, resulta 
di d- + bi + br +n = aip ar t bi br, es decir [a,-as] < [b-b21. 


Se demuestra como teoremas, que las leyes formales: aso- 
ciativa [2-7], conmutativa [2-8], cancelativa [2-9] de la adi- 
ción; distributiva [2-12], asociativa [2-13], conmutativa [2-14] 
de la multiplicación; de tricotomía [2-16], transitiva de la mo- 
notonía [2-17] y de monotonía de la adición [2-18] se conser- 
van; en cambio, la ley cancelativa de la multiplicación [2-15] 
sólo se cumple si el factor común es a +0, y la ley de mono- 
tonía de la multiplicación [2-19] sólo si el factor común es 
c>0. Así, pues, ahora tendremos también demostradas como 
teoremas: 


[3-12] De a.b=a.c y a +0 se deduce b=c (Ley general 
cancelativa de la multiplicación) : 


[3-13] De a<b y c>0 (<0, =0) se deduce a.c<b.c 
(> b.c, =b.c) (Ley general de monotonía de la mul- 
tiplicación). 


En efecto, para la fácil demostración de las leyes que se conservan, 
se sustituyen los números enteros por sus pares de números naturales 
que los representan y se aplican a éstos las correpondientes leyes ya de- 
mostradas en $$ 2-4 y 2-5. 

Para demostrar [3-12], de Jaras}. biı-b:} = aras) Cinca y aplica- 
ción de [3-10], [3-3], [2-7], [2-8] y [2-12] se obtiene œ (bı + ca) + 
+ Qr(be + c1) = 41(b.+ c1)+ az(b, + ca). Si a1= ao, esta igualdad es cier- 
ta para ¿bi-bw+ y ¿c-cep cualesquiera. Si en cambio, es {q-a} Æ 0, su- 
pongamos por ejemplo Ja:-a++ < 0; entonces, aplicando [2-9] y [2-12], de 
la igualdad anterior, se deduce («ds — (1) (bz + c1) = (a: — a) (bı + c2), de 
donde por la ley cancelativa del producto [2-15] para números natura- 
E Toy bz + c = bı + cz, es decir por [3-3], la conclusión +b-b2+ = 
= 31C1i-Caf. 

Para demostrar [3-13], de r+ b: < a: +b y a> cs (<), por 
[2-19] se deduce (41 + b:). (ci: —c;) < (a: + bı) (ci — c;) con ¿=1, 7=2, 
(i= 2, j=1). De ésta, por [2-12], [2-7] y [2-18], resulta la conclusión 
(ac: + A2C=) + (bic: + b»c,) < (Qca + üc) + (b11 + b:cz), (>). Si & = Ca, 
la demostración es inmediata. 

Muchas demostraciones falsas que se dan en pasatiempos matemáti- 
cos, pretendiendo probar absurdos, se basan en la aplicación sin restric- 
ciones de [2-15], para lo cual se expresa a = 0 en forma disimulada. 


5. Isomorfismo entre los números naturales y los enteros 
positivos. — En general, si dados dos conjuntos M; y M: se 
introducen en ambos operaciones y relaciones análogas. se dice 
que ambos conjuntos son isomorfos si es posible establecer en- 
tre sus elementos una correspondencia biunívoca (llamada 
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entonces isomorfismo, cfr. $ 1-6) tal que los resultados de cada 
operación con datos correspondientes sean también correspon- 
dientes y si en M, dos elementos están ligados por una rela- 
ción, sus correspondientes en Ma, estén ligados por la relación 
análoga. 


Aunque un numero natural a no es exactamente lo mismo 
que un entero positivo + a, dado por los pares [3-4] de nú- 
meros naturales que cumplan el criterio de igualdad [3-3], fá- 
cil es ver que puede establecerse una correspondencia biunívoca 
entre cada número natural a y el entero positivo correspon- 
diente + a, según [3-4], de manera que para cualquier par de 
números naturales, a y b, se cumple por aplicación de [3-9], 
[3-10] y [3-4]: 

(+0) + (+b) = (04 m)-0) + 4(b+m)-mp = 
o (n+m)+ = + (a + b) 
o n+.1(b+m)-m) = 
a+n)(b+m)+08n.m] - 
ds +n(b+m)]} = 
ab -+l(lam+bn+2nm)- 
am+bn+2nm)} = = + (a.b). 


5 
= i 
4El 
(a 


ca 


Si indicamos la correspondencia biunívoca con a e + a, 
[3-14] equivale a: 


[3-15] a+b < (+a) + (+b); a.b e (+a).(+b), 


es decir: el correspondiente de la suma (producto) es la suma 
(producto) de los correspondientes. 

Por lo tanto, ambos conjuntos de números naturales y en- 
teros positivos están relacionados mediante un isamorfismo, en 
el que se conservan en correspondencia los resultados de la adi- 
ción y la multiplicación. Éstas son, precisamente, las operacio- 
nes características que ligan a los sistemas de números, y por 
esto, en el álgebra de los números se suele reservar la palabra 
isomorfismo a la correspondencia biunívoca que posea las pro- 
piedades [3-15]. 

Es también un isomorfismo ordenado, porque a < b equi- 
vale a que (+a)< (+b). 

Todo ello nos hace ver que el número natural y el entero 
positivo corresponden a un concepto esencialmente único ($ 1-6), 
y pueden por lo tanto identificarse: 


[3-16] a = +a 


Los resultados y propiedades de las operaciones entre nú- 
meros no dependerán del idioma en que se designen (aquí se 
traduce número natural por entero positivo), o de que se es- 
criban en una u otra notación (a, +a, la usual notación deci- 
mal, la notación romana u otra cualquiera que pueda conside- 
rarse; véase nota II). 
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6. La sustracción. Operaciones enteras. — a) La ecuación 
[3-17] B+rI=a 
tiene siempre solución única en el campo de los números ente- 
ros (es decir, en él es siempre unívocamente posible la opera- 
ción de sustracción), y por lo tanto, también la tieñe su caso 
particular [3- 1]; dónde de = +42, 41 = F0, con solución 
(41-02); de aquí que podamos convertir el guión - en signo de 
diferencia. 

De las [8-4], [3-7], [8-9] y [3-6] deducimos el teorema: 


[3-18] (+a) + (—a) =4(a+n) —n; ns (a+n)} = 
= d (a+ 2n) — (la+2n)} = 

es decir: 
[3-19] —a = 0 — (+a); +a = 0 — (—0), 
en las que los últimos miembros suelen eseribirse sin minuen- 
do. Las [3-19] equivalen a eseribir — ( —a) = « para a = +40, 
Por tanto, se cumple la llamada ley de inversión aditiva: Para 
todo a entero existe un único entero —a tal que a +(—a)= 0. 

Los números a y —a se llaman opuestos, y también asocia- 
dos en Algebra moderna ($ 5-2, a2) ; si uno de ellos es positivo, 
el otro es negativo. El valor absoluto de a, indicado por Jal, 
se define como el número positivo entre los dos +« y —a si 
« Æ 0, poniendo además |0| = 0. 


EJEMPLOS: 1. ¡—4| — 4, pues de los dos números, — 4 y —(— 4) =4, 
el segundo es el positivo. 
2. Se tiene siempre |—al —= :«a' > 0 y sólo = 0 si a = 0. 


OBSERVACIÓN: La forma de la definición anterior deberá modificarse, 
para extenderla al campo de los números complejos ($ 9-4). 


Es útil aplicar la siguiente regla general de sustracción, de- 
mostrable como teorema: La diferencia « — 8 se obtiene su- 
mando al minuendo « el opuesto — £ del sustraendo, es decir, 


[3-20] a — B = a + (— B). 
b) Dentro del conjunto de los números enteros: 
[3-21] ..., — 3, — 2, — 1, 0, 1, 2, 3, 4, 


son siempre realizables las operaciones de suma, resta y mul- 
plicación, que por esta razón se llaman operaciones enteras. 


La ordenación consecutiva [3-21] de menor a mayor se justifica en 
la siguiente forma. La definición de desigualdad [3-11] implica que los 
enteros positivos (negativos) son mayores (menores) que 0, cumpliéndose 
a< a +1 para a entero cualquiera. Además, si a es entero positivo, vi: 
mos ya ($ 2-7) que entre a y a+1 no hay números enteros (positivos; 
pruébese por [2-17] que tampoco los hay negativos). De aquí y de la 
ley de monotonía [2-18] de la suma, resulta que lo mismo puede afir- 
marse para a entero cualquiera, pues si hubiese un entero È que cum- 
pliese « < B <a+ 1, sumando a los tres miembros 1 —«, habría núme- 
ros enteros entre 1 y 2, en contra de ser 2 = sg 1. 

Esto prueba que en el orden (§ 2-7) definido por la relación de des- 
igualdad [3-11], podamos poner para «æ entero cualquiera: 
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[3-22] a+ 1l—=sge po a—1l>= uma, 
y en particular: 
[3-23] y 0 = pr 1, 


dejándose de cumplir en los enteros el axioma III de PEano0 (3 2-2, u) 


c) Se generaliza el axioma de inducción completa ($ 2-2, a), 
para poder introducir conceptos o proposiciones válidas para 
n entero cualquiera, mediante el siguiente teorema de recurren- 
cia entera: 


TEOR.: Si en el conjunto E de enteros se tiene un conjunto 
C(=3)E que cumple: 19 C no es vacio; 2% si xeC, también 
sg re C, pr xeC; entonces es C = 


En efecto, existe un ceC y por el Ax. V de Peaxo ($ 2-2), para 
todo n natural, tanto c + n como c— n pertenecerán a C; entonces, para 
todo be E, existirá un entero + n = b—c tal que b=c+mneC 


7. Módulos de las operaciones fundamentales. — Se llama 
módulo de una operación a un número que no modifica el va- 
lor de otro cualquiera cuando se aplica a ambos la operación. 

La ley modular de la suma dice que su único módulo es el 0. 
En efecto, para todo « entero es a +0= «, pues basta aplicar 
[3-9], [3-6] y [3-3]. 


Además, si en el conjunto +. de los enteros, para todo «as E exis- 
tiese otro módulo 06: E de la adición, es decir, fuese también «œ -+ 0 = a, 
entonces siendo 0 módulo respecto de «— 6, será 074-0—%, y también 
9 módulo respecto de e = 0, será 0 + 0—0; de estas dos, por la ley 
conmutativa de la suma, resulta 9=0Ú, como queríamos demostrar. Ob- 
sérvese que no se ha utilizado la ley cancelativa de la adición; mediarte 
ésta, basta suponer que para un solo ae E sea 4 +06—0a—a-w+0, para 
que cancelando « en los miembros extremos resulte 8 = 0. Por otra par- 
te, la ley modular junto con la ley de inversión aditiva ($ 3-6) y la ley 
asociativa de la suma, demuestran la ley cancelativa de la suma; ésta 
puede por tanto sustituirse por aquéllas. En efecto, de a+ YyY=ß+7 


se deduce 
=a + a + (—Y)] NO + (— Y) = 
L. + Ea + [yr +(=PN1=B+0=8 


como queríamos demostrar. 


La ley modular del producto dice que su único módulo es 
el 1. De la definición [3-10] y de [3-4] y [3-3] se deduce in- 
mediatamente que para todo as E es e.l =g. 


Por otra parte, si para algún a + 0, fuese a.u =&«=a.1, aplican- 
cando la ley cancelativa del producto entre los enteros, sería „= 1, Si 
para todo «œe E, fuese a,u =a, sin aplicar la ley cancelativa, sino la 
conmutativa del producto, de 4.1=p con 1.4=1 se deduce „= 1. 
Pero aquí no podemos demostrar la ley cancelativa a partir de la ley 
modular porque en el conjunto de los enteros no se cumple la ley de 
inversión del producto. 


8. Productos de valor nulo. — De la ley modular se deduce 
que para toú0 « es: 


[3-24] a.0=0 
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vs decir, el producto de un número cualquiera por cero es cero, 
ln efecto, por las leyes modular y distributiva es 


a.B = «(B+0)= a.B + a.0 
de donde «.0 es módulo de «.f respecto de la suma, y por 
lo tanto a«.0 =0. 

Por otra parte, mediante la ley general cancelativa de la 
multiplicación [3- 12d se deduce que para «.8=0=a.0, si 
« Æ 0, ha de ser 8 =0, es decir: 

[3-25] UES implica «= 0 ó 8=0 , 
por tanto, un producto no puede ser nulo sin serlo alguno de 
los factores. Para expresar que el cero no tiene divisores si- 


multáneamente no-nulos, se dice que el “cero no tiene diviso- 
es” (cfr. [5-7]). 


La ley general cancelativa de la multiplicación [3-12] puede demos 
trarse partiendo de [3-25], mediante las demás leyes formales y por tan- 
to dentro del marco de éstas, [3-12] y [3-25] resultan equivalentes. En 
efecto, de af — ay con a 40 se deduce a8g + a(—y)=uYy + a(—y) y 
por [2-12], ley modular y [3-24] se obtiene a[f + (—-Y)] = a[ly + (—Y)]= 
=0a 0—0, la que aplicando [3-25] da B +(—Yy)=0, pues «30, de 
donde B+[(—Y)+ Y1 =0+Yy=Y, es decir 68 40=P=Y, como que- 
ríamos demostrar. 


9. Regla de los signos y de la desigualdad. — Mediante la 
definición de números opuestos ($ 3-6) y las leyes formales, 
se demuestran como teoremas las reglas de los signos : 


(silo, e el, o ss a a) 

Demostremos por ejemplo la última, anteponiendo como le- 
ma la ley distributiva de la diferencia («a — 8) y = «y — By 
pues es 

(a —P)r + By = la—B+B)y = (a+ 0)y = ay. 
Entonces, resulta 
(—a) Say de (0 — a) (0 — 8) = (0— a). A B = 
— (0.8 —a8) = —(0—aB8) = + aB , 

como queríamos demostrar. 

La definición [3-11] equivale a la siguiente regla general 
de desigualdad: Es « > f8 cuando y sólo cuando a — f es po- 
sitivo (e — 8 > 0). 


10. Representación gráfica. — Los números enteros [3-21] 
se pueden representar por puntos de una recta, en la siguiente 


a E =] 0 1 2 3 4 


Fig. 10. — Si a partir del origen O tramsportamos sucesivamente la unidad 
u = OU en el sentido del eje, obtendremos ciertos puntos que haremos corres- 
ponder con los números positivos 1, 2, 3, ... Transportando la misma unidad 
en sentido contrario, obtendremos la representación de los números negativos. 


LEO 
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forma: Se fijan arbitrariamente sobre la recta un punto ori- 
gen O (punto 0) y un punto unidad U (punto 1), quedando así 
determinada la unidad de medida u y el sentido positivo sobre 
la recta; se suele tomar U a la derecha de O y entonces el sen- 
tido positivo es el que va de izquierda a derecha (fig. 10). A 
esto se le llama determinar un sistema de abscisas. 

Entonces, un número a es menor que otro b, si el punto a 
está a la izquierda del punto b. 


11. La facultad de abstracción. — La dificultad de desarrollar en el 
hombre su facultad de abstracción (que con la facultad de razonamiento 
constituye uno de los principales objetivos formativos en la enseñanza de 
la Matemática) lo prueba la historia del cero y del número negativo. La 
palabra cero (de origen árabe: sifr = vacío) fué introducida hacia fines 
del siglo XV, y el uso del cero como número se aceptó sólo desde el siglo 
XIII por LEONARDO DE Pisa (también llamado FIBONACCI); éste lo tomó 
de la escuela arábiga española, cuyo representante más prominente era 
JUAN DE SEVILLA. Los hindúes, en su célebre numeración decimal, usaban 
el cero como hueco, lo que ya representa el avance formidable de repre- 
sentar la nada (o ausencia de unidades) por un símbolo; es oportuno se- 
ñalar que a esto llegaron también los mayas en su notable sistema de 
numeración vigesimal. 

Y hasta el siglo XVII no fueron aceptados sin discusión los números 
negativos; los griegos nunca consideraron como solución de un problema 
una cantidad negativa o: irracional. 

Aun las mismas “fracciones” no eran números para los matemáticos 
griegos, sino “razones de números”. Sin embargo el logístico = hábil cal- 
culador entre los griegos, o escriba entre los egipcios, persistía en “cal- 
cular” profesionalmente con las “fracciones” como si fuesen “números” 
sin preocuparse de justificar lógicamente sus reglas de cálculo e indife- 
rente a las críticas irónicas de PLATÓN. 

Por otra parte, muchas discusiones modernas sobre fundamentación 
matemática tienen el mismo origen; toda abstracción es en sí misma una 
fuente de contradicciones: su depuración es larga y difícil, pues las ideas 
tardan siempre en madurar. Muchas definiciones que se han dado de con- 
ceptos ahora perfectamente claros, son las mismas que hoy día nos hacen 
estremecer cuando las escuchamos de algún alumno. 


EJERCICIOS 


1. Efectuar las demostraciones completas de los teoremas que se han 
enunciado. 

2. Decir cuáles de las siguientes operaciones binarias entre enteros 
son asociativas, y cuáles conmutativas: 

a—b, a+b, (a+b), —a— b. 

3. Dadas las desigualdades 24 < b< 3b,y0<c—a<d—b 
< a, formar con los números a, b,c, d, 24, a+b, a+d, c—a y d—b 
una sucesión monótona. Intercalar en ella otros números; por ejemplo: 
2d, b+ c—a. 

4. Respecto a la sucesión monótona buscada en el ejercicio anterior, 
ver qué podría afirmarse en el caso de ser 24<b<3b y c—a<d—b 
<a<0. 

5. Si en los axiomas de PEANO que introducen el número natural 
($ 2-2, a). se sustituye “natural” N por “entero” E, el axioma III por el 
axioma IIl’: Cada número entero es el siguiente de algún otro entera 
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(Si x eE, existe un pr we E, tal que sg (pr x) = x), y el axioma V por 
cl teorema de recurrencia entera ($ 3-6, c) tomado como axioma V”, des- 
nrróllese una teoría análoga a la del $ 2, demostrando que el concepto de 
número así obtenido es isomorfo ($ 3-5) con el estudiado en este $ 3. 
(Ver A. LorwY: Lehrbuch der Algebra, Leipzig, 1915). 
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1. Símbolos numéricos. — El sistema de reglas y convenios 
mediante los cuales se logra representar todos los números, 
valiéndose de signos o cifras (o varias palabras), combinados 
convenientemente, se llama numeración. (Véase nota 11). 

Estos signos, escritos o verbales, sólo son representaciones 
o expresiones de los entes abstractos que hemos llamado núme- 
ros; sin embargo, para abreviar el lenguaje, suele llamarse tam- 
bién números a estos signos. 

La Aritmética decimal o vulgar estudia los números me- 
diante su expresión decimal en cifras. Por el contrario, la 
Aritmética universal no necesita de ningún sistema de nume- 
ración para estudiar las propiedades generales de los números, 
y designa a éstos por letras: a, b, c, ... De este modo, no fi- 
jándonos en un caso particular, las demostraciones serán vá- 
lidas, cualesquiera sean los números representados por estas 
letras. 


Cuando las letras del abecedario no son suficientes, o conviene con- 
servar cierto paralelismo entre dos clases de números, se acude a las le- 
tras griegas. He aquí su equivalencia con las del abecedario. 











l . “ 
Equivalencia 





Equivalencia] Figura 



















Aa | Alfa EN Nv Nu IN 
5 B Beta ' B z | Xi. X 
Y Gamma | G O o | Omicron O breve 
A ô Delta | D Jl o !Pi P 
E e Epsilon E breve Pp | Rho R 
Z Y Dseta Z 2o © Sigma y 5 
H n Eta E larga Tr , Tau T 
o 9 E | po (t) a i A ; A 0 
t ota ' p i 1 l! 
KEk Kappa | K Xx | Ji (chi) Ch (c) 
AA Lambda | L Y y Psi ' Ps 
Mu Mu | M 2 w | Omega ¡ O larga 
2. Monomios. — a) Si un producto se compone de « facto- 


res, todos iguales a a, se lama potencia del número a, y se re- 
presenta más brevemente por a«*; a se llama base, y a, expo- 
nente. 

b) Las propiedades conmutativa [2-14] y asociativa [2-13], 
aplicadas a este caso, demuestran: 
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TEOR.: Para multiplicar varias potencias del mismo expo- 
nente, se multiplican las bases, conservando el mismo expo- 
nente. 

c) Se llama monomio o expresión monomía a la compuesta 
con varios números mediante la operación única de multipli- 
car. Cuando hay factores numéricos conocidos se efectúa su 
producto, y este número k llamado coeficiente, suele colocarse 
delante en la forma siguiente: 


[4-1] k.aa bB eY... D. 


Se llama grado de un monomio al número total de factores 
literales que contiene; por ej.: 2a* es de grado 5. 
Ejemplos de monomios de grados 3, 4 y 7: 
l1pgr, —5æ bd, T xy? zte, 


3. Símbolo II. — Cuando los factores de un producto son 
números que se deducen de una expresión única, en la cual fi- 
gura un número determinado ¿, dando a éste valores sucesivos 
(por ejemplo: ¿=3, ¿=4, i = 5, i = 6), el producto se repre- 
senta más brevemente, utilizando el signo pi mayúscula (que 
se lee producto de), antepuesto a dicha expresión, y escribien- 
do debajo y encima los valores extremos que toma dicho nú- 
mero îi. Así, por ejemplo: 


7 
TI q3 = 12,92 82,4 5:,6*, 71 


i=1 


6 
II 2h = 2.3.2.4.2.5.2.6 


h=3 


n 
I a; = 0440;4; ... Ap. 
j=4 


El producto de los n números naturales podría representar- 
se mediante este símbolo, pero como se presenta con gran fre- 
cuencia en los cálculos (principalmente en la Combinatoria), 
se suele designar por una notación especial, que consiste en 
encerrar el último factor n en un ángulo recto, o en agregarle 
el signo ! así: | n o N!, y se lee factorial de n. 

Por ejemplo: 

|! 8 = 8! = 1.2.3.4.5.6.7.8. 


Por comodidad tipográfica se usa, preferentemente, la se- 
gunda notación; pero cuando el factorial se refiere a un nú- 
mero resultado de alguna operación, habrá que encerrar a éste 
entre paréntesis. Por ejemplo: (2.3)! 


4. Símbolo Y. — Cuando los sumandos de una suma se de- 
ducen todos de una misma expresión, dando valores sucesivos 
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a un número indeterminado que en ella figura, se representan 
abreviadamente, escribiendo delante de dicha expresión el sím- 
bolo de sumación sigma, poniendo debajo y encima del mismo 
los valores primero y último que toma dicho índice. Por ejem- 
plo, la suma de los cubos de los veinticinco primeros números 
naturales, la suma de los cinco primeros números pares que si- 
guen al 4, la suma de los ocho primeros números impares que 
siguen al 3, se representarán, respectivamente, asi: 


25 7 9 
Zn, > 2% Y (2h+1) 
n=1 ¿=3 -.h=2 
A veces se usa el signo de sumación en un sentido más ge- 
neral, para representar la suma de todos los valores que toma 
una expresión, cuando varios índices que en ella figuran cum- 
plen condiciones determinadas; por ejemplo: 


Y  axbBcy = a + ab + ac + ab? + abe+ ac? + b3 + bet 


a+B+y=3 + bc? + e? 

Ss aebB = ab? + ab? + ab* + a?b? + a?b3 + a?bt + asb? + 
ee arb* + arbt- 

5. Producto de potencias de igual base. — Por definición: 

azab ... aà = (aa te a) (aa ES a) ... laa a a) = 
A a E, 


En particular, si todos los exponentes son iguales, 


[4-3] (aa) =a a n a mata Mm aaa 
Así establecemos los teoremas: 


TEOR. 1: Para multiplicar varias potencias de la misma ba- 
se, se conserva ésta y se suman los exponentes. 


TEOR. 2: Para elevar al exponente n una potencia de expo- 
nente a, se multiplican los dos exponentes. 
n a an 
Resulta de aquí: (a) = (ar) = a  ; expresiones que no 
deben confundirse con estas otras, las cuales suelen escribirse 
suprimiendo los paréntesis : 


[4-4] alan = qa, qa = gr, 


Con tres cifras puede escribirse el número 9% (mayor que el 
(99)? — 981), imposible prácticamente de expresar en numeración decimal 
ordinaria, teniendo más unidades que número de átomos se cree existen 
en el Universo. 
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6. Supresión de paréntesis. — Hasta ahora hemos introdu- 
cido los signos operatorios +, — y .; las operaciones a + b, 
a — db, a. b, representan la suma, la diferencia y el producto 
de los números a y b. Cuando con estos resultados y otros nú- 
meros se efectúan nuevas adiciones, sustracciones y multipli- 
caciones, es preciso encerrar aquéllos entre paréntesis, para 
indicar que es el resultado, y no los datos, lo que se somete a 
las nuevas operaciones. Cada paréntesis equivale, pues, a una 
sola letra; y el cálculo de una expresión se efectúa, sin ambi- 
gúedad, mediante operaciones sucesivas entre dos datos. 


Para simplificar la escritura, sin perder nada en precisión, 
se hacen los siguientes convenios, alguno de los cuales ya he- 
mos aplicado. 


1% Cuando las operaciones efectuadas son multiplicaciones 
solamente, o sólo adiciones, en cualquier orden, se suprimen 
todos los paréntesis. Por ejemplo : 


[(min)+po1+(r+s) = m+n+p4r+s. 


2% Cuando a la suma (o diferencia) de dos números, a = b, 
se suma (o resta) c, al resultado se suma (o resta) d, al re- 
sultado se suma (o resta) otro numero, etc., se suprimen todos 
los paréntesis, conservando el mismo orden de los datos. Por 
ejemplo: 


[((a — b) — c) + d] — e = a — b — c + d — e. 


Recíprocamente, dada una expresión de la forma a+b =... +1, 


habrán de efectuarse las operaciones, sucesivamente, en este 
mismo orden. 


3? Dados varios números, por ejemplo: a, b, c, d, si eleva- 
mos al exponente a el número b, después elevamos c al resulta- 


do obtenido b*, y por último elevamos d al resultado anterior. 
en vez de eseribir : 


2 A 
b b 
N y pondremos, simplemente: d° 

En cambio, el resultado de las operaciones: 


ba 
(tae) J en virtud de [4-3] es: de?a, 
De la supresión de paréntesis en las expresiones compuestas 


de adiciones, sustracciones y multiplicaciones, nos ocupamos en 
los párrafos siguientes. 


7. Polinomios. — Cuando varios números están sometidos 
a Operaciones enteras: suma, resta y multiplicación ($ 3-6, b), 
la expresión se llama entera. Toda expresión entera puede re- 
-ducirse a un monomio o a una suma de monomios, que llamare- 
mos expresión polinómica, o simplemente polinomio. Ejemplos: 
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(x* —2 x) . (323 — z?) = (2x?) + (— 4r’), 
(x*—2).2y = (2y) + (— 4y). 

Cada monomio de la suma se llama término del polinomio. 

Hemos llamado (§ 4-2) grado de un monomio al número de 
factores literales que lo forman, o sea, a la suma a+ B+... HA 
de los exponentes de todas sus letras. 

Grado de un polinomio se llama al mayor de los grados de 
sus términos; y un polinomio se llama homogéneo, cuando to- 
dos sus términos son de igual grado. El trinomio (3 x°) + 
+ (—52x*Yy) + (—7 y?) es homogéneo de tercer grado. Los 
polinomios homogéneos reciben a veces el nombre de formas. 

Los polinomios de primer grado se llaman también lineales 
(porque en Geometría analítica sirven para representar rectas). 
Por ejemplo, son lineales: 


2y + 2+1;m+(Qp+0;%+y HH (—2)+!1. 


En la notación de los polinomios podemos suprimir los paréntesis 
interiores de cada monomio; convendremos, además, en omitir el parén- 
tesis que encierra cada monomio y operar con los signos, escribiendo así: 
2x*y —- 4y, pero este binomio es siempre una suma de monomios con coe- 
ficientes 2 y —4. Con este convenio, dada una sucesión de números li- 
gados por los signos +, —, . , cada signo + o — representará la adi- 
ción o sustracción, no del número siguiente, sino del producto obtenido 
multiplicando todos los números siguientes, hasta el próximo signo + 
o —. Si no hiciéramos explícitamente este convenio, el significado na- 
tural de la expresión anterior sería este otro: (2x%*%y — 4) y. 


8. Producto de dos sumas. — a) Aplicando la propiedad 
distributiva obtenemos los teoremas: a,) El producto de dos 
sumas 

(ai + a2 + as + ... + am) (bi + b2 + ba +... +b) 
es igual a la suma de todos los productos obtenidos multiplican- 
do cada término de la primera por cada uno de la segunda. 

a.) El producto de dos sumas cuyos números de sumandos 
son m y n, respectivamente, tiene mn términos. 

En particular se tiene: 

[4-5] (aa +a: + ... Fan)? = 0 Htt... F aw + 
+2 (0102 +... + 01 dm + 02024... + 020m +... “Hdm-1 Am), 
es decir, queda demostrado el teorema: 

az) El cuadrado de una suma es igual a la suma de los cua- 
drados de todos ‘los sumandos, más el duplo de los productos 
binarios de éstos. 


b) Empleando el símbolo 2, se abrevia notablemente la expresión del 
producto de dos sumas: 


[4-6] 
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Los paréntesis pueden omitirse sin inconveniente y el orden de las 
dos sigmas puede invertirse, sin alterar el resultado. 

Finalmente, observaremos que la suma de los términos del producto 
puede hacerse en cualquier orden, dando a los índices +, j del término ge- 
neral a; bj; todos los valores de 1 a m y de 1 a n, respectivamente, 
combinando cada unc en ¿ con todos los de j; esta suma suele expre- 
sarse así: 


M, Nn 


S a b; 


i=1, j=1 


y se llama suma doble. 


9. Producto de varias sumas. — a) Para efectuar el producto 

(a, +a2+...+ Om) (01 +bdb3+...+0b1) (eit tat. tH Cp) on. (A+fñ+.+f) 
se aplican los siguientes teoremas de demostración inmediata: 

as) El producto de varias sumas es la suma de todos los productos 
que se pueden formar tomando como factor un término de cada una de 
tas sumas. : 

as) El número de los términos del producto es el producto de los 
números de términos de las diversas sumas. 

b) Utilizando el símbolo de sumación, puede expresarse en fórmulas 
el teorema as. Limitándonos, por brevedad, a considerar tres sumas, re- 
sulta, suprimiendo los paréntesis: 


m n p n m p 
[4-7] Xa È b; 2a = 5 2 db, Y Cz = 
tal j=1 le = 11 == 1=1 k=1 
p n m M, N, P, 
= > 5 5 Qı bj Cr = 5 Qi Dj Cr. 
k=1 ¿j=1¡=1 i =1,;=1, k =1 


Esta última expresión da los términos del producto en cualquier or- 
den; la anterior los ordena respecto de las a, de las b y de las c. 


10. Casos notables. — He aqui algunos, que el lector puede 
enunciar como teoremas: 


(a+b) (a — b) = a? — b? 
(a+ b) (œ —ab+ bd?) = a? + ds 
(a— b) (a° + ab +b) =a — b* 
y en general: 
[4-8] (a— b) (at + a? b +... +abt +b) = at — bt, 
Siendo a > b > 0, de esta última igualdad se deduce esta des- 
igualdad notable: 


[4-9] k (a — b) bt < a" — b! < k (a — b) am- 


11. Valor numérico de un polinomio. — La expresión gene- 
ral de un polinomio de grado k con una sola variable v, es: 


[4-10] y=a 2" + a1 g! + aag? + oo H u-i E l 
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y es frecuente el problema de calcular el valor numérico y = £ 
que éste toma, cuando a g se atribuye un valor conocido x = a. 

Si hiciéramos este cálculo por el camino que parece natural, 
olo es, calculando separadamente las potencias a, a?,a?,..., 
«*, multiplicándolas por los coeficientes respectivos, y luego 
efectuando las sumas y restas de los monomios, el número total 
de operaciones efectuadas sería 2k — 1 multiplicaciones y k 
ndiciones o sustracciones. Se reduce a k el número de multi- 
plicaciones, sacando factores comunes en la forma siguiente: 


e=] [(aoa +a) a+ a] a+as... lata 


es decir, calculando sucesivamente estos números: 

[4-11] aoa +t aı = Pp, Piati = Pa ..., Pda += B; 
y observando que cada uno de estos números resulta de multi- 
plicar el anterior por a y sumarle el coeficiente siguiente, re- 
nulta demostrada como teorema esta regla práctica : 

Para calcular el valor numérico de un polinomio, cuando se 
da a la variable x el valor de a, se multiplica por éste el coefi- 
ciente del término de grado k; al número obtenido se le suma 
el coeficiente del término de grado k— 1; el resultado se mul- 
tiplica por a; se suma el tercer coeficiente, etc.; hasta llegar a 
sumar, finalmente, el término a, independiente de x. 


EJEMPLO: Calcular para x = 5 el valor numérico de +32 +47, 
Dispondremos el cálculo así: 


1 0 3 1 0 7 
5 25 140 705 3525 


5) 1 5 28 141 705 3532 


En el § 16-5 veremos que esto es sólo la aplicación de la regla de 
RUFFINI, o ley de cocientes, para efectuar la división del polinomio dado 
[4-10] por z — e. 


EJERCICIOS 


1. Efectuar la demostración completa de los teoremas que se han 
enunciado, 


2. Reducir a una base común cada uno de los productos: 
(—a)*".a, (—a)”. (—a), 97.7”, 8x7.5x*.9x, 
3. Simplificar: (—a*)”, (ame, (Ta? gra yy”, (a? x*)*/ (a x)” 
(ar)? (0%)? / (a by”, (2%)%/4*, (3%)*/27", (8"5")"/20". 
4. En caso necesario, corríjase el segundo -miembro de: 3”.3% — 9" 
3/3? = 34, F +3 = 6. 6/2 = 8, 3.8 = 3. 
5. Demostrar que si a 4 b, es (a+ b)">4ab. 


6. Descomponer en dos factores cuadráticos (a? + b?)*— a? b’. 
7. Desarrollar: y (m — n?) a" b"; 5 (—1)” a”/b"; 
m+n=6 m+n=T 


19 
5 (—1) 4 %/p? (p primo). 
p= 3 z 
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` 
m 


7 x n 
8. Desarrollar: L jrr ot 
'm=2 i ( ) m n 


9. Desarrollar : 


Y 
T 
9 .n a 6 
a Diron]: i [+ sp] 


¿pi 














dd 1 1 
10) Expresar simbólicamente: 1— + + : e o 
oz 2 y 3 4 
3.4.10 5.6.16 7.8.22 9.10.28 ` 
11. Expresar simbólicamente: 
a’ a’ a a: 

Qu + QU + ... + Gan + spop tp p 
TA O a RT O 
E EARE $ b‘ boo b b* 

as a a a? 
+ am + äm +... + amn. + po =r t p 


12, Expresar simbólicamente : 


e e a S 
tge-z t8 -g t8- t8 I6 8 32 ° li 
13, Si P(w) es un polinomio en x* con coeficientes enteros, y son P (0) 


y P(1) impares, demostrar que P(x) no puede anularse para ningún va- 
lor entero de x. 


14. Valor numérico de x" + 32 + 73 x* — 25%" — x para x = — 2. 


& 5. DIVISIBILIDAD NUMÉRICA 


1. División entera. — Si se reparten a =17 vacas entre 
b= 5 personas, corresponden q =3 vacas a cada una, pues 3 
es el mayor entero, cuyo producto por 5 no supera a 17, y so- 
bran r= 17 — 5.3 = 2 vacas. Este resto se toma no negativo 
y, además, < 5, pues si fuera = 5, se podría seguir repartien- 
do vacas. Como el número a de vacas por repartir puede ser 
también negativo (deuda), vemos la oportunidad de la siguien- 
te definición: 

DEF.: Dividir el entero a (dividendo) por el entero postti- 
vo b (divisor) es encontrar dos enteros q (cociente: positivo, 
nulo o negativo) y r (resto: no negativo) siempre determina- 
dos univocamente (como demostraremos a continuación), ta- 
les que: 


[5-1] a=bq+r con 0<r<b. 

La división entera suele indicarse con el esquema 
[5-2] a | b 
r q 


utilizado en la práctica de la operación. 
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Situemos sobre la recta los múltiplos cb de b (fig. 11), obtenidos 
multiplicando b por cada uno de los enteros [3-21]. El conjunto de los 
múltiplos de b comprende siempre el 0, pero sólo es parte del conjunto 
1: 21] de los enteros, si b + 1. Entonces, efectuar gráficamente la ope- 


-3b -2b -b O b 2b 3b 4b 


Fig. 11. 


rnción [5-1] es encontrar en cuál de los intervalos iguales en que la recta 
queda dividida por dichos múltiplos cb (fig. 11) está el punto a, de modo 
que; 
[6 3] bq S a< bd (q + 1). 
Esto es posible, por ser ($ 3-4): 
—|a|. bEaS<]|al] .b. 

De aquí y el principio del número mínimo ($ 2-7), se obtiene, lógi- 
“amente, [5-3]. De [5-3] se deduce que el resto, r=a— bh q, es menor que 
el divisor, según indica la desigualdad en [5-11]. 

Al resto, r, se le llama también resto por defecto, correspondiente 
nl cociente por defecto, q. En cambio, escribiendo [5-1] así: 


| 6-4] a=b.(q+1) — (b—r) = b.l4q4 +1) — r” , 
se obtiene el cociente por exceso, q + 1, y el resto por exceso 
15-5] "=b.q41)—a , 

tal que cumple 

[5-6] r+ =b, 


Si el resto r es nulo, resulta a “múltiplo” de b, y también 
se dice que a es “divisible” pur b, o que b es *“submúltiplo” 
“divisor” o “factor” de a, o bien que b “divide” a a, todo lo 


cual se expresa mediante el símbolo b |a, o la notación a = b. 
Por lo tanto, b |a cuando, y sólo cuando, existe un entero d 
tal que a = bd. 


2. Divisibilidad y orden parcial. — a) Un teorema más pro- 
fundo de lo que parece a primera vista es el siguiente: 

Los únicos divisores de 1 son + 1. 

En efecto, si a.b=1, ni a ni b son nulos ($ 3-8), y por la regla de 
los signos ($ 3-9) es Jal] . |b] = 1; entonces, si fuese por ejemplo 1 < lal, 
resultaría por la ley de monotonía de la multiplicación [3-13] que 
0< |b| < lal.Jb] =1; así, el teorema dado queda reducido por el ab: 
surdo a probar que entre 0 y 1 no hay números enteros, cosa que ya 
sabemos ($ 3-6, b). 

Todo entero a es divisible por a, — a, +1 y —1. Esta ob- 
servación da lugar a las dos siguientes definiciones: 

arı) Un entero, p, se lama primo si, siendo distinto de O y 
+ 1, es divisible solamente por = i y =p. 

a2) Dos enteros, a y b, se llaman asociados si se verifica 
a la vez a|b y b|a. Se llama unidad a un asociado de 1. 

Fácil es ver que dos números son asociados cuando, y sólo 
cuando, |a| =] b |, volviendo a encontrar así la definición del 
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$ 3-6, a. Por lo tanto, las unidades en la teoría de la divisi- 
bilidad y en el dominio de los enteros, que ahora estudiamos, 
son + i. 


La relación que liga a los números asociados es una relación de equi- 
valencia ($ 1-5) (verifíquese), y emplear uno u otro en la teoría de la 
divisibilidad significa considerar o prescindir de los factores +1. 

NoTA: En lo sucesivo tomaremos de entre dos números asociados el 
positivo como representante de la clase ($ 1-5) que ambos forman. 

b) La relación de divisibilidad goza de las propiedades de un orden 
parcial ($ 2-7, Nota 1), si se toman como equivalentes los números aso- 
ciados, pues cumple los teoremas, fácilmente demostrables (hágase): 

1) Ley transitiva: De c|b y b|a se deduce c|a; 

2) Ley reflexiva: ala; 





3) Ley asimétrica: De a|b y bla se deduce la] = [b]. 
8 
4 
2 
l 
YD] 
Fig. 12. Fig. 13. Fig. 14. 


Este orden parcial da origen a una jerarquía, para la relación de 
divisibilidad, que tiene cierta analogía con un árbol genealógico. Para 
resaltarla, modernamente se usa el llamado diagrama de HASSE, referido 
a un conjunto dado, A, de enteros, y que tiene también otras importantes 
aplicaciones (véase nota 1). 

Si ambos enteros b | a pertenecen al conjunto A, y en éste existe otro 
entero d, tal que b |d |a, entonces se dice que d es un divisor intermedio 
entre b y a. En el caso de que en el conjunto A no existan divisores in- 
termedios entre b y a, se dice que a es múltiplo inmediato de b en A. 

Con estas definiciones, el dia- 
grama de HASSE de un conjunto A de 
enteros se construye según las si- 
guientes reglas: 

1) Cada entero se representa por 
una marca llamada afijo, tal como un 
circulito o, 

2) Los afijos de los enteros a y 
b están ligados por un segmento cuan- 
do, y sólo cuando, a es múltiplo in- 
mediato de b en el conjunto A. 

3) Si a es múltiplo inmediato de 

Fig. 15, b, el afijo de a se dibuja encima del 
afijo de b. 

Con estas reglas se dibujan los diagramas de HAssE de los conjuntos 
de enteros que aparecen en las figuras 12 a 15. 

Se reconoee que el entero b divide al a, cuando, y sólo cuando, es 
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posible ligar uno al otro mediante una línea poligonal formada de seg- 
mentos ascendentes. Así, en la figura 13 se puede ligar 1 a 42 por seis 
enminos distintos. 


Estos diagramas de HASSE se aplican análogamente a conjuntos fi- 
nitos en los que se ha establecido determinada relación de orden parcial. 


Respecto al conjunto de todos los números enteros, se dice 
que 1 es el primer divisor y O es el último divisor, porque se 
cumple: 


15-7] l|a|0 para todo entero a. 


En la relación de orden parcial establecida por la inclusión (<) entre 
eonjuntos ($ 2-7, ej. 6), el conjunto vacío ($ 1-1) ocupa posición análoga 
n la de la unidad en la relación de divisibilidad. 

c) La relación “<” entre los enteros positivos es más restrictiva 
que la ”|”, porque aquélla no implica ésta, y en cambio se cumple el 
teorema: 

TEOR.: Si a 40 no es asociado a b y b|a, entonces es |b| < la). 

DEM.: Podemos suponer a y b positivos ($ 5-2, Nota). Si a = 
=b.c>0, será c > 0 por la regla de los signos (§ 3-9). Si fuese a < b, 
por la ley de monotonía de la multiplicación [3-13] quedaría a.c< b.c = 
=a, de donde c< 1, pues si fuese c=>1, por la misma [3-13] sería 
a.c 2a. Es decir, es absurdo suponer a < b, pues entonces existiría un 
entero c tal que 0< c¿< 1, lo que ya hemos visto es imposible ($ 3-6, b). 
Por no ser a asociado a b, debe cumplirse |b| < la|, como queríamos de- 
mostrar. 


3. La divisibilidad con respecto a la adición y a la sustrac- 
ción. — La suma o diferencia de dos múltiplos de a es también 
múltiplo de a, es decir, la clase A de los múltiplos de a con- 
tiene, con cada dos de sus elementos, su suma y su diferencia. 
Aun más: en el dominio de los enteros, que actualmente estu- 
diamos, se cumple la propiedad recíproca de la anterior, lo que 
constituye el teorema fundamental de la divisibilidad, que aho- 
ra demostraremos. 


Un conjunto A de enteros no vacío se dice que forma un 
grupo aditivo * si es cerrado respecto a la adición y la sustrac- 
ción ($ 2-4, a), es decir, si A contiene la suma a+ b y la dife- 
rencia a —b de cualquier par de enteros a y b pertenecientes 
al conjunto A. 


Veremos justificado más adelante ($ 5-12), el empleo de la palabra 
“grupo” para designar tal conjunto. 


EJEMPLO: Todos los números pares forman grupo aditivo, no así los 
impares. 
Entonces el teorema fundamental de la divisibilidad se enuncia así: 
_ TEOR.: Todo grupo aditivo de enteros está formado, ya sea por cero 
solamente, ya sea por todos los múltiplos de un entero positivo b, 


En efecto, si el grupo aditivo B considerado tiene un elemento a 4 0, 
contiene la diferencia a—a=0, así como el opuesto — a = 0 — a, y 





* Tales conjuntos fueron llamados módulcs de números por DEDEKIND y KRONECKER. 


50 I. FUNDAMENTACIÓN DEL NÚMERO RACIONAL $ 5-8 


por tanto existe por Io menos un entero positivo |a] = +a en B. Por el 
principio del número mínimo ($ 2-7) habrá en B un mínimo entero po- 
sitivo b. Por inducción completa ($ 2-2), resulta entonces que pertenecen 
también a B todos los múltiplos positivos “de b, y por [3-19], también los 
negativos. Recíprocamente, cualquier elemento a perteneciente a B es 
múltiplo de b, ya que al aplicar la división entera [5-1], el resto r =a— 
.—b q debe pertenecer a B, y por ser b el mínimo entero positivo de B, 


será r=0, y por lo tanto, a=bq es un múltiplo de b, como queríamos 
demostrar. 


4. La divisibilidad respecto a la multiplicación. — La rela- 
ción de divisibilidad cumple, respecto de la multiplicación, los 
siguientes teoremas: 


TEOR. 1. De bla se deduce (bc)|(ac) para todo entero c. 
Más generalmente puede formularse este teorema para la 
división entera ($ 5-1), diciendo que si el dividendo y el divisor 
se multiplican por un mismo número positivo, el cociente no 
varía y el resto queda multiplicado por este número, pues de 


[5-1] se deduce, si c > 0: 
[5-8] ac = (bc)a + re, 0<rc< be, 


TEOR. 2. Si c +0 y (bc)|(ac), entonces bla. 


En efecto, basta aplicar la ley general cancelativa de la 
multiplicación [3-12] a la hipótesis ac = q.bc. 


TEOR. 3. De ala! y bb” se deduce (ab) |(a'b”). 


En efecto, basta aplicar el teorema 1 reiteradamente, (ab) | 
(a'b), (a'd)|(a'b'), y la propiedad transitiva de la divisibili- 
dad (§ 5-2). 


TEOR. 4. Es siempre a| (ac) para todo entero c. 
En efecto, basta aplicar el teorema 1 a 1|c con el factor a. 


TEOR. 5. Dos enteros a y b cualesquiera tienen siempre 


un múltiplo común c, que puede ser no nulo si no lo son ni a 
mi b. 


En efecto, basta tomar para c el entero ab. 


El interés de este teorema está en mostrar por él que la divisibilidad 
tiene la propiedad de composición o dirección de MOORE-SMITH (§ 2-7, no- 
ta 2), y que por lo tanto, todos los números enteros forman un conjunto 
dirigido, respecto de la relación de divisibilidad. 


5. Máximo común divisor y mínimo común múltiplo de dos 
números. 


a) Dados dos números enteros, a 40 y b=40, los números sa + Tb 
para Y y 7 enteros cualesquiera forman un grupo aditivo D (pruébese), 
que contiene los enteros a = 1.a + 0.byb=0 a + 1.b. Por el teorema 
fundamental de la divisibilidad ($ 5-3), todos los números da + Tb son 
los múltiplos del mínimo entero positivo contenido en D, que se designa 


5-5 DIVISIBILIDAD NUMÉRICA 51 


por («, b), o mejor por a~ b (cfr. nota I). Esto quiere decir que (a, b) 
es divisor común de a y b, y que al existir s y t, tales que: 

[5-9] asb = s.a + t.b, 

todo divisor común de a y b lo es de a- db. 

Análogamente, el conjunto M de los múltiplos comunes de a #0 y 
b40 es un grupo aditivo (pruébese) y que por $ 5-4, teor. 5, no es va- 
cío. Por el mismo teorema fundamental de la divisibilidad ($ 5-3), su 
mínimo entero positivo, que se designa por [a,b], o mejor por a.-d (cf. 
nota 1), será múltiplo común de a y b, y además dividirá todo otro múl- 
tiplo común de a y b. 


b) Así se introducen las nociones de máximo común divi- 
sor (m.c.d.) y mínimo común múltiplo (m. c.m.) de dos en- 
teros, mediante las definiciones: 


Un entero, d, es un m.c.d. 
de los enteros a y b, si veri- 
fica las condiciones : 


D1) d es un divisor común de 
a y b; 


D2) cualquier divisor común 
de a y b es divisor de d. 


Un entero, m, es un m.c.m. 
de los enteros a y b, si veri- 
fica las condiciones: 


M1) m es un múltiplo común 
de a y b; 


M2) cualquier múltiplo co- 
mún de a y b es múlti- 


plo de m. 


EJEMPLO: Un m.c.d. de 8 y 12 es 4; también lo es su 
asociado — 4 (Ver $ 5-2, nota). Según la definición, dos dis- 
tintos m. c.d. deben ser asociados, y por tanto difieren sólo 
en el signo. Lo mismo ocurre en el caso del m. c. m. 

Las consideraciones iniciales (a) demuestran los teoremas: 


Respecto de dos enteros 
cualesquiera, a 0 y b0, 
existe siempre un único 
m. c. m. positivo a-~ b 


Respecto de dos enteros 
cualesquiera, a0 y b0, 
existe siempre un único 
m. c. d. positivo a-b, que ' 
puede expresarse por la com- | 
binación lineal [5-9], con coe- | 
ficientes enteros s y t. 

Diremos que dos enteros, a y b, son primos entre sí, cuan- 
do a-b=l1. 


c) El orden parcial introducido ($ 5-2, b) mediante la relación de 
divisibilidad “|” es tal, que para cada par de enteros a y b existen siem- 
pre enteros a-b y a-b que satisfacen respectivamente las condiciones 
D1), D2) y M1), M2). Esta circunstancia se expresa diciendo que to- 
dos los enteros forman un reticulado (en inglés “lattice”) respecto de la 
relación de orden parcial “|”, a la que también se da el nombre de reti- 
culado de la divisibilidad de los enteros 

Si en vez del conjunto de todos los enteros se consideran los conjun- 
tos de enteros que aparecen en los diagramas de Hasse de las figuras 
12 a 15, se ve que los tres primeros forman reticulado, no así el de la 
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figura 15, por faltarle un m a los pares con que da cima el diagrama 
(véase nota 1)*. 


6. El algoritmo de Euclides. — a) El siguiente teorema es 
de demostración inmediata : 

En la división entera [5-1], todo divisor común de a y b 
lo es también de b y r, y recíprocamente. Por tanto: 

[5-10] arb = bar. 

En esta propiedad se basa un método constructivo para ha- 
llar el m.c.d. a- b. Podemos suponer que a y b son ambos 
positivos ($ 5-2, nota). Si uno de los enteros es cero, enton- 
ces ajb=0, y arb=a, 

Supongamos, pues, que a=b>0. Si bla, es ab = bd, 
por cumplir b las condiciones D1), D2) de la definición de 


m.c.d. ($ 5-5). Si así no es, se puede efectuar la división en- 
tera ($ 5-1): 


[5-11] a = b.q + T, 0< < b. 


Reiterado el proceso para b y rı, se sigue así sucesiva- 
mente: 


b = f1.Q2 F Tos 0 < T2 <T; 
1, = 12.03 + Ts, 0 < 13 < ra; 
Pn-2 = YPn-1+ dn F Trs 0 < ra < Yn-1 
Ya-1 =Yn - Q n+1» 


Al decrecer, uno tras otro, los restos sucesivos, r;, por el 
principio del número mínimo ($ 2-7), ha de llegarse forzosa- 
mente a un último resto, fa = 0, como indica la ultima igual- 
dad [5-12]. 

El teorema [5-10] asegura entonces: 

[5-13] a~b = batri = fof: = ... = Tn- ^ Tn = Tn 
por ser finalmente r, divisor de 7,.:. 

El anterior algoritmo de EUCLIDES, o de las divisiones su- 
cesivas, suele aplicarse escribiendo los cocientes sucesivos so- 
bre los respectivos divisores, para dar lugar a los nuevos res- 
tos, es decir: 


[5-14] 








* Algunos : autores (v. gr. B. L. VAN DER WAERDEN) designan también el mínimo 
común múltiplo de a y b por [a - b], refiriéndose a que el conjunto de sus múltiplos es 
la ‘intersección de los conjuntos de múltiplos de a y b. La notación aquí seguida, [a, b] = 
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Iu AMPLO: 





m.c.d. 25905 ~ 12405 = 15. 


b) Mediante el algoritmo de EUCLIDES se prueba inmedia- 
tamente el siguiente teorema: 


Si dos números, a y b, se dividen por un divisor común, h, 
“b m.c.d. queda dividido por este número h. En particular, 
los cocientes de dividir dos números por su m. c.d. son primos 
entre sí. 


La combinación lineal [5-9] puede encontrarse explícitamente, por 

expresión de los restos sucesivos, r,, mediante a y b, en la forma: 
rı = a — qı.b = a + (—q;).b, 

[5-15] Ta = b — Q:.rı = (—q).a + (1 + qiga) .b, 

c) La expresión [5-9] es muy útil para demostrar fácil- 
mente el siguiente teorema de EUCLIDES: 

Si c | (ab) y c-a = 1, entonces c |b (Un divisor de un pro- 
ducto de dos factores, primo con uno de ellos (§ 5-5, b) divide 
al otro). 


En efecto, por [5-9] es 1 = s.a + t.c, de donde b = s.a.b + 
+t.c.b. Como ambos sumandos del último miembro son di- 
visibles por c, también lo es b, como queríamos demostrar. 


d} Un método constructivo para hallar el m.c.m. de dos números, 
a y b, se funda en lo siguiente. Si d = a-b, será a = d.a, b = d.b', 
con a'-b' — 1 Formemos m = d.a'.b', con lo que m cumple M1) de 
$ 5-5, b, al ser a|lm y b|m. Además, todo múltiplo común y de a y 
b, por ser múltiplo de a es de la forma „u = a.d.a, y al serlo también 
de b, quedará a.d.a” = B.b = fB.d.b', es decir, a.a' = B.b'. De a’ ab’ = 
= 1 y b’ |(« æ’), por el teorema de EUCLIDES deducimos b’ |a, es decir, 
a = k.b’. En definitiva, queda x = k.d.œa'.b' = k.m, es decir, m cumple 
también la condición M2) del $ 5-5, >. 


Por lo tanto: 
m=a.b=d.0 .b = q.b' = d.a = (a.b)/d 
[5316] f con d=4a^-b, a = d.a, b = d.b, 
da el m.c.m. q- b de a y b, pudiendo enunciarse el: 


TEOR.: El m.c.m. de dos números se obtiene multiplican- 
do cualquiera de ellos por el cociente de dividir el otro por el 
= a _b, para el mínimo común múltiplo, se refiere a que es el primer múltiplo (cero es 


el último) en el orden parcial que determina la divisibilidad. 
Se suele leer a _ b: “a verso b”, y a 7 b: “a reverso b”. 
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m.c, d. de ambos. Si éstos son primos entre sí, el m.c.m. es 
su producto. 


c} El diagrama de Hassa de los enteros a, b, a“ b y a-b es en ge- 
neral el de la figura 16, pero si b|a es el de la figura 17. 


aub 


Qa = avb 
a b 
Fig. 16. Tig. 17. 


7. Divisores y múltiplos comunes de varios números. — a) 
Las operaciones de hallar el m.c.d. a-b y el m.c.m. a.b 
de dos enteros cualesquiera a y b gozan de la ley asociativa: 
[5-17] (a-b)-c=a-(b-c); (a -b)-c=a._ (b-c) 

y de la ley conmutativa: 
[5-18] arb=b-a; aJb=b.a0, 

Esta última resulta inmediatamente de la simetría de las 
condiciones D 1), D2) o M1), M2), que definen, respectiva- 
mente, el m,c.d o el m,c.m. ($ 5-5,b). 

DEM.: Para la ley asociativa [5-17] basta ver, por ejemplo, en el 
caso del m.c.d., que cada miembro es divisor del otro. En efecto, si a es 
múltiplo de q ^b según el $ 5-5, b, también lo será de (a” b)”c por la 
misma razón y la ley transitiva de la divisibilidad ($ 5-2, b). Por otra 
parte, y en la misma forma, se ve que b es múltiplo de a” b, y por lo 
tanto, también de (a” b)”c, así como c es múltiplo de (a-b) -c; en- 
tonces, si (a” b)” c es divisor de b y de c, también lo es de b”c según 
$ 5-5, b. Así, hemos probado que (a” b)”c es divisor de a y de b”c, 
es decir, por $ 5-5, b, de a” (b”c). De la misma manera, resulta que 
a” (b” c) es divisor de (a-b) -c, y por la ley asimétrica de la divisi- 


bilidad ($ 5-2, b), queda finalmente establecido [5-17]. Demuéstrese dual- 
mente el caso del m.c.m. 


b) El m.c.d. y el m,c.m. de n enteros di, Q2, ..., Un SE 
definen respectivamente por recurrencia ($ 2-3), y al ser las 
respectivas operaciones conmutativas y asociativas, el resul- 
tado será independiente del orden en que se vayan sustituyen- 
do pares de enteros por su m.c.d. o su m.c.m. Así queda 
demostrada la conocida regla práctica : 

Para determinar el m.c.d. (m.c.m.) de varios enteros, 
caleúlase el m. c. d, (m.c.m.) de dos de ellos; después el m. c.d. 
(m. c.m.) de éste con un tercer entero, y se sigue así, sucesi- 
vamente, hasta haber utilizado todos los enteros dados. El 


último m, c.d. (m, c.m.) calculado es el m. c.d. (m. c. m.) bus. 
cado. 
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Todos los divisores (múltiplos) comunes a varios enteros 
son los divisores (múltiplos) de su m.c.d. (m.c. m.). 

Se dice que varios números .son primos entre sí, cuando 
su m. c.d. es la unidad; si cada uno de los números es primo 
con cada uno de los demás, se llaman primos entre sí dos a 
dos. Varios números primos entre sí, pueden no ser primos 
dos a dos; ejemplo: 6, 10, 15. 


8. Descomposición en factores primos: teorema fundamen- 
tal. — a) En el $ 5-2, a, hemos dado la definición de número 
primo, también llamado primo absoluto. De su definición y 
de la correspondiente a números primos entre sí se deduce: 

as) Un número primo absoluto es primo con todos los nú- 
meros que no son múltiplos suyos. 

El teorema de EUCLIDES ($ 5-6, c) se simplifica cuando el 
número es primo, reduciéndose a éste: 

a2) Si un número primo divide a un producto de varios 
factores, divide por lo menos a uno de ellos. 


Si p divide aa b cd ... f, o divide a a, o es primo con él; en este 
caso segundo, por el teorema de EUCLIDES ($ 5-6, c), debe dividir al nú- 
mero bed... f. Si no divide al factor b, es primo con él; luego divide 
a cd... f. Resulta, siguiendo así, que si p no es divisor de a, ni de b, 
ni de ¢, ..., lo es del último factor, f. 

b) Ahora es fácil probar el teorema fundamental de la des- 
composición en factores primos: 

TEOR.: Cualquier entero no nulo puede ser expresado por 
una unidad (+ 1) que multiplica a un producto de factores 
primos positivos. Esta expresión es única, salvo el orden de 
los factores. 

En efecto, basta considerar enteros positivos (§ 5-2, nota). 

Si el número m no es primo, admite divisores distintos 
de m y de 1; sea a el menor de ellos. Este número es segura- 
mente primo, pues si admitiera un divisor d distinto de 1 y 
de a (y por tanto menor que a), tendría m este divisor d < a, 
contra lo supuesto. Por consiguiente, m = a m, siendo a primo. 

Si m no es primo, admite por igual razón un divisor pri- 
mo b, y será m=abm”, etc. Como los enteros positivos 
m, mm”, ..., van disminuyendo y son distintos de O, por el 
principio del número mínimo ($ 2-7), esta descomposición no 
puede prolongarse indefinidamente; es decir, se llega a un co- 
ciente que es primo. Resulta, pues, 

m=abed...f, 


siendo a, b, c, d, ..., f, números primos, varios de los cuales 
pueden ser iguales. Dicha descomposición es única, es decir, 
siabe...f=0b'C' ... h', siendo primos los números q, b, c, 
cc. f,0,b0', €, ..., h', los factores del segundo miembro son 
log mismos del primero, salvo el orden. En efecto, a es un di- 
visor del producto a! b’ ¢ ... h'; luego, divide a uno de sus 
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factores; y como éstos son primos, es igual a uno de ellos; or- 
denando éstos convenientemente, podemos suponer sea el pri- 
mero, es decir, a = a”, y dividiendo por él ambos miembros de 
la igualdad supuesta, resulta: bc...f=Db'C”...P. 

Por igual razonamiento, b es igual a un factor del segundo 
miembro, por ejemplo: b = bd”; dividiendo por ellos obtenemos: 
cd...f=C0d'...h'; y siguiendo así, resulta que el número 
de factores de los dos productos es el mismo, y que estos fac- 
tores son los mismos en ambos. l 

Por esto, la expresión más general de un entero no pri- 
mo, m, en factores primos positivos, Pi, es: 


[5-19] m= =p pee... pr, (0 < Pı < Po <... < Pr). 


La unicidad de la descomposición significa que el exponen- 
te e; que afecta a cada factor primo, p;, está univocamente de- 
terminado por el entero dado, m. Los números no primos dis- 
tintos de 0 y de =+ 1, se llaman compuestos. 


EJEMPLO: En virtud de este teorema, la descomposición del número 
dado en sus factores primos puede hacerse en cualquier orden. Cuando a 
primera vista aparece el número como producto de varios, basta descom- 
poner estos factores primos y multiplicar todos ellos, Así, por ejemplo: 
6 300 = 9.7.100 = 2*,5?,8?.7, 

Los factores primos, empezando por los menores, también se buscan 
mediante ensayos, o con el auxilio de criterios de divisibilidad. (Véase 
nota III, b). 


El cálculo suele disponerse así: 


6 300 2 3 960 2 
3150 2 1980 2 
1575 3 990 2 
525 3 495 3 
175 5 165 3 
35 5 55 5 
7 7 11 | 11 
1 1 
6300 = 2?.8*.5*.7; 3960 = 2*.8*.5.11 


c) Se cumple el teorema (posiblemente de EUCLIDES) : 

La sucesión de números primos positivos es indefinida. 

Esto equivale a decir: dado cualquier número primo, p, hay 
siempre otro mayor. Formemos, en efecto, el producto de todos 
los números primos desde 2 hasta p, e incrementándolo en 1, 
obtenemos el número: 


q = 2.3.5.7.11 ... p+ 1. 


Si este número es primo, queda demostrado el teorema, pues 
q > p; si q no es primo, admite un divisor primo, el cual no 
puede ser ninguno de los números 2, 3, 5, ..., p, puesto que q, 
dividido por cualquiera de ellos, da como resto 1. En ambos 
casos hemos obtenido un número primo mayor que p. 
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9. Aplicaciones del teorema fundamental. — a) Descom- 
puestos dos números en factores primos, es fácil saber si uno 
es divisible por el otro mediante el siguiente criterio general 
de divisibilidad: 

a1) La condición necesaria y suficiente para que un número 
m sea múltiplo de otro, n, es que contenga todos los factores 
primos de éste, con iguales o mayores exponentes. 

Si es m = nq, contiene m todos los factores primos de n, 
con mayores o iguales exponentes, según que los factores pri- 
mos de q sean estos mismos u otros distintos; luego, la condi- 
ción es necesaria. 

Si esta condición se cumple, en el producto que expresa m 
se pueden agrupar aquellos factores que componen n, quedan- 
do así descompuesto m en el producto de n por otro número ; 
luego, n|m. 

Así, por ejemplo, el número 2*.5*.7*,13? es divisible por 
23.7*,13?%, y por 5,7*,13; pero no es divisible por 2*.5,7* ni 
por 2.3.5.13. 

Cuando la descomposición en factores primos es fácil, el 
método más rápido para hallar el m.c.d. y el m.c.m. es el 
fundado en los teoremas siguientes : 


a) El m.c.d. de varios números es el producto de los 
factores primos comunes a todos ellos, tomado cada uno con el 
menor de los exponentes con que figura en todos los números. 

Que este número d así formado es divisor común de todos, 
resulta de la propiedad anterior. Todo divisor común de los 
números dados no puede contener otros factores primos que 
los de d, ni eon mayores exponentes que en d; luego, éste es el 
mayor de todos los divisores comunes. 


as) El m.c. m. de varios números es el producto de los fac- 
tores primos de todos ellos, tomado cada uno con el mayor de 
sus exponentes. 

Por el criterio (a,), este número es múltiplo de todos los 
números; cualquier múltiplo común no nulo de éstos debe con- 
tener todos sus factores primos, con exponentes iguales o ma- 
yores que en m; luego, m es el menor no nulo de todos estos 
múltiplos. 


EJEMPLOS: 
m. c. d. (180, 270, 3875) = m. c. d., (2°.3°.5, 2.3°.5, 3.5°) = 3.5 = 15 

m. c. m. [36, 135, 375] = m. c. m. [2”.3*, 3?.5, 3.5%] = 2*%.8*.5* — 13500 

b) La descomposición de los números en factores primos 
permite demostrar sencillísimamente multitud de propiedades 
interesantes. 

Dejamos al cuidado del lector, a modo de ejercicio, la de- 
mostración de los siguientes teoremas, utilizando (a): 


bı) La condición necesaria y suficiente para que varios números sean 
primos entre sí, es que no tengan ningún factor primo común. 
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bz) Si dos números son primos entre si, sus potencias de exponenter 
cualesquiera son números primos entre sí. 


bi) Si cada uno de los números a, b, ..., l es primo con cada uno de 
los p, q, ..., t, el producto a b ... l es primo con edlpq... t. 


Si un número es primo con varios otros, es primo con su producto. 


bi) El m, c. d. de varios números no varía al multiplicar uno de ellos 
por un factor primo con log demás. 


bs) Los divisores comunes de varios números son los divisores de su 
m. c. d. 


bo) Si varios números se multiplican (o dividen) por otro, su m. c. d. 
y su m. c. m. quedan multiplicados (o divididos) por éste. 

b:) Los cocientes de dividir varios números por su m. c. d. son primos 
entre síi. 

Recíprocamente: Si los cocientes de varios números por otro son pri- 
mos entre sí, éste es su m. c. d. 


ba) Los cocientes de dividir por varios números su m. Cc. m. son pri- 
mos entre sí. 

Recíprocamente: Si los cocientes de un número por varios son primos 
entre sí, es el m. c. m. de aquéllos. 


10. Obtención de todos los divisores de un número. — a) El proble- 
ma de hallar los divisores comunes a varios números se reduce ($ 5-7, 
b) al de obtener todos los divisores de un solo número. Éste se resuelve 
fácilmente, teniendo la descomposición [5-19] del número en factores 
primos. 


er e e 

as) Los divisores del número m = Mı ps SA pe son los términos 
del producto: 
[5-20] 

e e ` 

(Ippo Do) (lp Hp Jeee (ptp. pp) 

Todo término de este producto es de la forma a a 
siendo ; 
[5-21] hi5 ep hS ez ..., hk Z €r 


luego (§ 5-9, a) es un divisor del número dado. Recíprocamente, todo 
divisor de ese número contiene como factores primos solamente los nú- 


h an 
MEeros Pr Pz ».., Px, luego es de la forma p, ua (pudiendo ser 


nulos algunos exponentes) con las condiciones [5- 21]; OF consiguiente, 
tal número es un término del producto hallado. 


e a 
COROLARIO: El número de divisores del número pı o p LOs p“ 
OS: 
v= (e+1) (e+1) (a+ 1) ... (er +1). 
az) Se obtienen metódicamente todos los términos del producto [5-20], 
A e 
es decir, todos los divisores del número p” p” p"... p, escribio 


en una fila la unidad y las potencias sucesivas de p, hasta pi ; escri- 
biendo debajo, en filas sucesivas, sus productos por pz, por pi, ... por 


la 


pa ; luego se multiplican todos los números de este cuadro por za, 


e E Ck E 
por pë, ... por p , y así se sigue hasta multiplicar por p” . El último 
número así obtenido es precisamente el dado. 
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He aquí, por ejemplo, todos los 
divisores del número 2016 —25.3*.7: 


1 2 4 8 16 32 


3 6 12 24 48 96 
9 18 36 72 144 288 


7 14 28 56 112 224 
21 42 84 168 336 672 
63 126 252 504 1008 2016 








Fig. 18. 


b) El diagrama de HASSE de los divisores de un entero que en su des- 
composición factorial tiene un solo factor primo, es lineal; tal es el de 
3 =2* (fig. 12). Si el entero tiene dos factores primos distintos, el dia- 
grama de HASSE es una figura de dos dimensiones; si tiene tres factores 
primos distintos, como 84=2*,3.7, el diagrama aparece como un sólido 
de tres dimensiones (fig. 18). El diagrama de HASSE para los divisores de 
2016 = 2*.3?*,7 tendría también tres dimensiones, y de él formaría parte 
el construído en la figura 18 para 84 = 2*.3.7. 

La figura 19 representa el diagrama de HaAsse de los divisores de 
210 =2.3.5.7, que tiene cuatro factores primos en su descomposición fac- 
torial. Por ello viene representado por un hipercubo en el espacio de cuatro 
dimensiones con aristas paralelas » las 1-2, 1-3, 1-5, 1-7, que parten del 


210 





Fig. 19. 


vértice 1 y sou perpendiculares dos a dos. Así resultan los 16 vértices, 32 
aristas, 24 caras y 8 “hipercaras” o “celdas” (cubos) indicados en la 
figura 19. 

Vemos, pues, que la divisibilidad de los enteros está relacionada con 
los espacios de » dimensiones. Por existir una infinidad de números pri- 
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mos (§ 5-8, c), el diagrama de HaAsseE de 'todos” los enteros debería con 
cebirse como una figura en el espacio de infinitas dimensiones. Resulta 
así una noción gráficamente confusa, por lo cual el estudio de sus relacio- 
nes mutuas presentará seguramente grandes dificultades. 


11. Congruencias y clases residuales. — a) La manecilla horaria de 
un reloj cuenta las horas hasta las 12, volviendo luego a empezar, como 
si las 12 eoincidiese eon las 0 horas, de manera que recorridas, 1, 13, 25, 
37, ..., horas, la manecilla marca siempre la una. Este hecho se expresa 
diciendo que aquellos enteros son congruentes respecto del módulo 12. 

También al tratar de la división entera ($ 5-1) hemos demostrado 
que, respecto del divisor m, todo número a puede expresarse de modo 
único en la forma i 
[5-22] a= mqa +r, siendo Sr <m. 

Este número r se llama resto de a según el módulo m, o respecto del 
módulo m. . . 

Dos números, a y b, se llaman congruentes respecto del módulo m, 
cuando divididos por él dan el mismo resto. Simbólicamente, esta rela- 
ción de congruencia se expresa así: 


a = b (mód. m) o también a = b (m). 
De esta definición resulta el siguiente criterio fundamental: 


La condición necesaria y suficiente para que dos números 8ean con- 
gruentes respecto del módulo m, es que su diferencia sea un múltiplo 
de m., 

La condición es necesaria, pues si a=b (mód. m), será 

a= mq] +r, b= mg +r con el mismo resto r. 
Entonces: a — b = m(q — g’) es divisible por m. 
Recíprocamente, si a — b = c.m, sea r el resto de dividir a por m, 
es daear, a=m.q +r eon 0<r<m; entonces, 
b = a — c.m = ml — c) +r 
demuestra que r es también el resto de b respecto de m. 
b) La relación de congruericia respecto de un módulo fijo, m, es una 


relación de equivalencia ($ 1-5), como consecuencia inmediata de su defi- 
nición, es decir, dicha relación es: 


Reflexiva: a=a, | 
Simétrica: a=b implica b=a, (mód. m). 
Transitiva: a=b y b=c implica a=c. Í 


Si se conocen solamente los restos que se obtienen cuando dividimos 
dos enteros dados por el módulo m, sería imposible distinguir dos enteros 
congruentes. Es lo que sucede en el reloj respecto a los enteros 1 = 13 = 
=25=37=... (mód. 12). 

Si nos interesamos solamente por los “restos” que se pueden obtener 
en la división de los enteros por m : 0, 1, 2, ..., m-1, podemos identificar 
cada entero con el resto que se obtiene al dividirlo por m, con lo cual se 
tiene una división dh clases (§ 1-5). Dos enteros congruentes serán sola- 
mente considerados como diferentes representantes (§ 1-6) de una misma 
clase o de un mismo resto. He aquí un nuevo ejemplo de definición por 
abstracción (§ 1-6). Así se introduce la clase resto r o clase residual r, 
como la de los números a, que cumplen [5-22] respecto de un módulo fijo 
m, para cualquier q entero. 

Respecto del móduľo 2 sólo hay dos restos, 0 y 1, representantes de 
dos clases residuales, ya consideradas desde la más lejana antigüedad: la 
de los enteros pares y la de los impares. 

Para que un entero a sea divisible por m, es necesario y suficiente 
que a pertenezca a la clase resto 0 respecto del mód. m. 
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12. Operaciones con clases residuales. Grupos, anillos, cuerpos. — a) 
Para los enteros pares e impares, es bien conocida la siguiente tabla de 
mlicion y de multiplicación: 


Adición Multiplicación 
pur -- par = par, par.par = par, 
par -+ impar = par.impar = 
impar + par = impar, = impar.par = par, 
impar + impar = par. impar .impar = impar. 


In vez de expresar teoremas sobre enteros ordinarios, esta tabla po- 
drín ser considerada como la definición de operaciones de “adición” y de 
“multiplicación” en una nueva álgebra de los dos elementos “par” e “im- 
par”. Si tomamos como representante de las clases par e impar sus res- 
pretivos restos 0 y 1 respeeto del módulo 2, la tabla anterior se convier- 
lu en: 


0+ 00, 0.0 = 0, 
0+1l=1ł1+0=l, 0.1 = 1.0 = 0, 
1410, Edit; 


“igualdades” que pueden interpretarse como eongruencias respecto del 
módulo 2; por ejemplo: 14+ 1=0 representa la congruencia 14+1=0 
(mód. 2). 

En forma análoga obtenemos un álgebra In de m elementos, median- 
lu el sistema de clases residuales módulo m, llamado también sistema com- 
pleto de números incongruentes mód. m, o sistema de enteros mód. m. 
lus operaciones de adición y de multiplicación entre los elementos de In, 
w decir, entre clases residuales (mód. m), se definirán por las operacio- 
nes ya conocidas del mismo nombre ceon sus respectivos restos represen- 
Inntes. Para que éstas sean efectivamente operaciones entre las clases 
residuales, han de cumplir la ley uniforme (§ 2-4,a). Así ocurre, por ser 
'icil demostrar que: 


E b = , py 
[6-23] a=0 4 y bÆb implica Í Pe A E 
l a.b = œ. b 


Dichas operaciones cumplen en In las siguientes leyes, cuya demos- 
tración, casi inmediata, dejamos al lector: 


(mód. m) 


Adición Multiplicación 
1) Asociativa: (a + b) + c=a + (b + c),(a.b).c = a.(b.e), 


2) Modular: a+ 0=a, €. S= 
3) Conmutativa: a+b=b-4a, a.b = b.a, 
4) Distributiva: c.la + b) = c.a + c.b. 


La existencia de números opuestos entre los enteros (§ 3-6,a) se 
conserva en el álgebra Im, pues su adición cumple: 
5) Ley de inversión: Dado a, existe —a tal que 
a + (—a) =0 (mód. m). 
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mos ($ 5-8, c), el diagrama de HasseE de “todos” los enteros debería con 
cebirse como una figura en el espacio de infinitas dimensiones. Resulta 
así una noción gráficamente confusa, por lo cual el estudio de sus relacio- 
nes mutuas presentará seguramente grandes dificultades. 


11. Congruencias y clases residuales. — a) La manecilla horaria de 
un reloj cuenta las horas hasta las 12, volviendo luego a empezar, como 
si las 12 coincidiese con las 0 horas, de manera que recorridas, 1, 13, 25, 
37, ..., horas, la manecilla marca siempre la una. Este hecho se expresa 
diciendo que aquellos enteros son congruentes respecto del módulo 12. 

También al tratar de la división entera ($ 5-1) hemos demostrado 
que, respecto del divisor m, todo número a puede expresarse de modo 
único en la forma i 
[5-22] a= mqa +r, siendo OSr<m. 

Este número r se llama resto de a según el módulo m, o respecto del 
módulo m. . 

Dos números, a y b, se llaman congruentes respecto del módulo m, 
cuando divididos por él dan el mismo resto. Simbólicamente, esta rela- 
ción de congruencia se expresa así: 

a = b (mód. m) o también a = b (m). 

De esta definición resulta el siguiente criterio fundamental: 

La condición necesaria y suficiente para que dos números sean con- 
gruentes respecto del módulo m, es que su diferencia sea un múltiplo 
de m. 

La condición es necesaria, pues si a=b (mód. m), será 

a =mq ++, b=mq' + r con el mismo resto r. 
Entonces: a—b=m(q —q') es divisible por m. 

Recíprocamente, si a— b = c.m, sea r el resto de dividir a por m, 
es daear, a= m.q +r eon 0<r< m; entonces, 

b = a — c.m = m(q — c) +r 
demuestra que r es también el resto de b respecto de m. 


b) La relación de congruencia respecto de un módulo fijo, m, es una 
relación de equivalencia (§ 1-5), como consecuencia inmediata de su defi- 
nición, es decir, dicha relación es: 


Reflexiva: a= a, | 
Simétrica: a=b implica ¿=a, (mód. m). 
Transitiva: a=b y b=c implica a=c. | 


Si se conocen solamente los restos que se obtienen cuando dividimos 
dos enteros dados por el módulo m, sería imposible distinguir dos enteros 
congruentes. Es lo que sucede en el reloj respecto a los enteros 1=13= 
=25=37=... (mód. 12). 

Si nos interesamos solamente por los “restos” que se pueden obtener 
en la división de los enteros por m:0, 1,2, ..., m-1, podemos identificar 
cada entero con el resto que se obtiene al dividirlo por m, con lo cual se 
tiene una división dh clases ($ 1-5). Dos enteros congruentes serán sola- 
mente considerados como diferentes representantes ($ 1-6) de una misma 
clase o de un mismo resto. He aquí un nuevo ejemplo de definición por 
abstracción ($ 1-6). Así se introduce la clase resto r o clase residual r, 
como la de los números a, que cumplen [5-22] respecto de un módulo fijo 
m, para cualquier q entero. 

Respecto del módulo 2 sólo hay dos restos, 0 y 1, representantes de 
dos clases residuales, ya consideradas desde la más lejana antigüedad: la 
de los enteros pares y la de los impares. 

Para que un entero a sea divisible por m, es necesario y suficiente 
que a pertenezca a la clase resto 0 respecto del mód. m. 
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12. Operaciones con clases residuales. Grupos, anillos, cuerpos. — a) 
l'nrn los enteros pares e impares, es bien conocida la siguiente tabla de 
adición y de multiplicación : 


Adición Multiplicación 
pur -- par = par, par.par = par, 
pur - impar = par.impar = 
impar + par — impar, = impar.par = par, 
impar + impar = par. impar.impar = impar. 


ln vez de expresar teoremas sobre enteros ordinarios, esta tabla po- 
drín ser considerada como la definición de operaciones de “adición” y de 
multiplicación” en una nueva álgebra de los dos elementos “par” e “im- 
pa”. Si tomamos como representante de las elases par e impar sus res- 
peetivos restos 0 y 1 respeeto del módulo 2, la tabla anterior se convier- 
la en: 


0+0=0, 0.0 = 0, 
0+1i=1+0=l, 0.1 = 1.0 = 0, 
1+1=0, 1.1= 1, 


"iyualdades” que pueden interpretarse como congruencias respecto del 
módulo 2; por ejemplo: 1+1—0 representa la congruencia 14+1=0 
(mód. 2), 

En forma análoga obtenemos un álgebra Im de m elementos, median- 
le el sistema de clases residuales módulo m, llamado también sistema com- 
pleto de números incongruentes mód. m, o sistema de enteros mód. m. 
Las operaciones de adición y de multiplicación entre los elementos de In, 
es decir, entre clases residuales (mód. m), se definirán por las operacio- 
nus ya conocidas del mismo nombre con sus respectivos restos represen- 
inntes. Para que éstas sean efectivamente operaciones entre las clases 
residuales, han de cumplir la ley uniforme ($ 2-4,a). Así ocurre, por ser 
neil demostrar que: 

a — , , 
[6-23] a=w y b=UÚ" implica I AS + 2 
l a.b Z œ. b 


Dichas operaciones cumplen en Im las siguientes leyes, cuya demos- 
tración, casi inmediata, dejamos al lector: 


(mód. m) 


Adición Multiplicación 


1) Asociativa: (a +b) + c=a + (b + c) (a.b).c = a. (b.c), 


2) Modular: a +0 Za, a.l Z a, 
3) Conmutativa: a+b=b wa, a.b = b.a, 
4) Distributiva: c.(a + b) = c.a + c.b. 


La existencia de números opuestos entre los enteros (§ 3-6,a) se 
conserva en el álgebra Im, pues su adición cumple: 
5) Ley de inversión: Dado a, existe —a tal que 
a + (—a) = 0 (mód. m). 
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b) Ya hemos señalado la importancia de las leyes formales ($ 2-6) 
en la generalización del concepto de número; en Álgebra moderna se dan 
nombres especiales a distintas categorías de entes abstractos que estén 
ligados entre sí por una o más operaciones, tales que éstas cumplan una 
parte mayor o menor de dichas leyes formales. 

Así se define el grupo como un conjunto cualquiera de elementos en 
el cual se ha definido una operación binaria (§ 2-4,a) univocamente de- 
terminada, que sea conexa, cerrada y cumpla las leyes asociativa, modu- 
lar y de inversión. Si además cumple la ley conmutativa, el grupo se 
llama conmutativo o abeliano. E : 

Por lo tanto, dado cualquier elemento del grupo, existe otro elemento. 
llamado su inverso, tal que la operación del grupo aplicado a ambos da 
por resultado el módulo ($ 3-7) de dicha operación. 

Los enteros y también los restos mód. m, ligados unos y otros por la 
adición, forman grupo conmutativo. No así respecto de la multiplicación, 
La ley modular define, unívocamente determinado, el módulo o unidad u 
(nombre tomado de los grupos multiplicativos, siendo el O el módulo para 
los aditivos) en el grupo G, y la de inversión define el único inverso a 
de cada aeG, 

En un grupo es siempre posible la operación inversa (a izquierda 
v a derecha) es decir, con notación de $ 2-4: 

i) Para cualesquiera «a, r de G existe 228G tal que ¿ida 

d) Para cualesquiera a, r de G existe deG tal que a € d 

En efecto, basta tomar ¿— ra, pues entonces es 

i&a = (r&a)&a = r&la&a) = r&u =r. 


Análogamente, basta tomar d=a&r. 

sta es propiedad característica en el concepto de grupo y asi un 
grupo puede definirse también mediante una operación conexa, cerrada 
y asociativa con existencia de operación inverso, 

En efecto, entonces la ley modular resulta así: Dado un aeG y 
planteada la operación x &a = a, existe v =u; € G. Entonces, para todo 
beG existe deG tal que a&d=b y por tanto u: &b =u: &(a &d)= 
=(u:&a)&d =a&d=b. Del mismo modo existe useG tal que para 
todo beG sea b&u, =b. El módulo es único, porque respecto de un 
mismo a debe ser tUa = Uli & Ua = Ui, Us =w Ruiz w, de donde 
U: =W: y así resulta un solo módulo u =; = ta. 

La lev de inversión se demuestra así; Para todo ae G, la ecuación 
aba da a; tal que ai&a =u; del mismo modo a &x=u da a 
tal que a&aı =u. La unicidad del inverso se prueba a partir de 
a a =u=a'£a, que multiplicada a derecha por as da a, = a= &;' 
y así resulta un solo inverso 4 — 4 = As. 

Un sistema de elementos se llama de doble composición si en él se 
han definido dos operaciones binarias ($ 2-4,a): adición y multiplicación, 
que hagan corresponder, respectivamente, a cada par de elementos a y b 
una suma a +b y un producto a.b. 

Se llama anillo a todo sistema de elementos de doble composición tal 
que respecto a la adición forme un grupo abeliano, y respecto a la mul- 
tiplicación sea cerrado, cumpliendo ésta la ley asociativa y también la 
distributiva respecto de la adición. El anillo se llama conmutativo (o abe- 
liano), si lo es su multiplicación. 

El coniunto de los enteros y también el de las clases residuales mód. m 
forman anillo. 

c) La ley cancelativa de la multiplicación ($ 3-4) presenta gran in- 
terés en los sistemas I,., pues puede no ser válida en ellos. Así, por ejem- 
plo, 3.5=3.9 (mód. 12), pero 5 9 (mód. 12). De aquí que en I: el cero 
tenga divisores no nulos (§ 3-8), pues es 3.4 = 0, 30, 40, (mód. 12). 
En cambio, se cumple el teorema: 


r; 
r. 
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Para un módulo primo p, es válida la ley general cancelativa de la 
multiplicación, es decir: 


[5-24] a0 y a.bÆ=a@a.c, implica b=c (mód. p). 


ln efecto, la hipótesis equivale, por el criterio fundamental ($ 5-11, a), 
n que sea p|a(b-c), y por no ser a múltiplo de p, ya que a0 (mód. p), 
el factor primo p debe figurar (§ 5-8, aa) en b — c, es decir, b =c (mód. 
p), como queríamos demostrar. 

Según ya sabemos ($ 3-8), este teorema equivale a afirmar que en l, 
el cero no tiene divisores (no nulos). 

Se llama dominio de integridad a un anillo conmutativo sin divisores 
dE P es decir, en el que rige la ley cancelativa de la multiplicación 

§ 3-4). 

Por lo tanto, el sistema de enteros mód. p forma un dominio de inte- 
uridad cuando, y sólo cuando, p es primo. 

Otros ejemplos de dominios de integridad dan el conjunto de enteros 
ordinarios y también el conjunto de todos los números de la forma 
a -b V3 con a y b enteros ordinarios cualesquiera, con suma y producto 
definidos por: 


(a+b V3) + (@ + b V3) = (a + 4) + (b + b') V3, 

(a +b V3). (a + b' V3) = (a.a + 3b.b’) + (a.b + b.a’) V3. 
Pruébese que este producto es nulo cuando, y sólo cuando, lo es alguno 
de los factores (§ 7-1). 

Compruébese que los enteros mód. m no cumplen las leyes de mono- 
tonía (§ 2-5). 

d) En los enteros ordinarios no siempre es posible la operación de 
In división de divisor no-nulo ($ 2-4, c) es decir, no siempre tiene solu- 


ción entera la ecuación b.x = a, (b % 0). En los sistemas de clases resi- 
duales rige el teorema: 


d) Si b es primo con m, entonces la congruencia b.x =a (mod m) 
tiene una solución entera x.. Dos soluciones cualesquiera, xı y Xz, 80u CON- 
gruentes mód. m. 

En efecto, la hipótesis significa ($ 5-5,a) que existen enteros, s y t, 
tales, que 1 = s.b + t.m. De aquí deducimos que a —b(as) — (at)m, es 
decir, a = bx (mód. m), tiene la solución x = as. Las propiedades simé- 
trica y transitiva de la congruencia ($ 5-11,b) aseguran que b.x, = b. xy 
(mód. m), es decir, m | b (x1-x%:), que implica m | (xı - xa) por ser m -b = 1, 
según el teorema de EUCLIDES (§ 5-6, c). Por lo tanto, xı = xa (mód. m), 
como queríamos demostrar. 

El teorema anterior tiene como caso particular importante aquel en 
que el módulo m es un número primo p. Entonces podemos afirmar: 


d:) Si p es primo, y si b0 (mód. p), entonces la ecuación b.x =a 
(mód. p) tiene siempre una solución entera, que es única, módulo p. 

Por lo tanto, en el sistema 1, con p primo, las operaciones de adición, 
sustracción, multiplicación y división de divisor no nulo, llamadas opera- 
ciones racionales ($ 6-4), son siempre posibles. 

Se llama cuerpo (conmutativo) o campo de racionalidad a un anillo 
(conmutativo) en el que habiendo algún elemento no nulo, la división de 
divisor no nulo sea siempre posible dentro del sistema. 

También puede definirse el cuerpo como un anillo donde el conjunto 
de elementos obtenidos al suprimir el módulo de la adición. forma grupo 
respecto de la multiplicación del anillo. 

Pruébese que un cuerpo conmutativo forma siempre un dominio de 
integridad, utilizando la existencia unívoca del elemento recíproco a”? de 
todo elemento a 40, 


da) El sistema de enteros (mód. m) forma cuerpo cuando, y sólo 
cuando, m es primo. Para verlo falta considerar el caso de m compuesto- 
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b) Ya hemos señalado la importancia de las leyes formales ($ 2-6) 
en la generalización del concepto de número; en Álgebra moderna se dan 
nombres especiales a distintas categorías de entes abstractos que estén 
ligados entre sí por una o más operaciones, tales que éstas cumplan una 
parte mayor o menor de dichas leyes formales. 

Así se define el grupo como un conjunto cualquiera de elementos en 
el cual se ha definido una operación binaria ($ 2-4,a) univocamente de- 
terminada, que sea conexa, cerrada y cumpla las leyes asociativa, modu- 
lar y de inversión. Si además cumple la ley conmutativa, el grupo se 
llama conmutativo o abeliano. ; ' 

Por lo tanto, dado cualquier elemento del grupo, existe otro elemento. 
llamado su inverso, tal que la operación del grupo aplicado a ambos da 
por resultado el módulo ($ 3-7) de dicha operación. 

Los enteros y también los restos mód. m, ligados unos y otros por la 
adición, forman grupo conmutativo. No así respecto de la multiplicación. 
La ley modular define, unívocamente determinado, el módulo o unidad u 
(nombre tomado de los grupos multiplicativos, siendo el 0 el módulo para 
los aditivos) en el grupo G, y la de inversión define el único inverso q 
de cada ue G. 

En un grupo es siempre posible la operación inversa (a izquierda 
v a derecha) es decir, con notación de $ 2-4: 

i) Para cualesquiera a, r de G existe 1eG tal que i&a = 

d) Para cualesquiera a, r de G existe deG tal que a & d = 

En efecto, basta tomar i =r&a, pues entonces es 
, i&a = (r&a)&a = r&la&a)= r&u= r: 
Anålogamente, basta tomar d=aér. 

sta es propiedad característica en el concepto de grupo y asi un 
grupo puede definirse también mediante una operación conexa, cerrada 
y asociativa con existencia de operación inversa, 

En efecto, entonces la ley modular resulta así: Dado un aeG y 
planteada la operación x € a =a, existe x=u;¡8€ G. Entonces, para todo 
beG existe deG tal que a&d=b y por tanto 4, £b= uu, € (a « d)= 
=(u:&a)&d=a&d=b. Del mismo modo existe u,eG tal que para 
todo ba G sea b&u4, =b. El módulo es único, porque respecto de un 
mismo uas debe ser Ua = U: Á Uy =U; Ud =U' Gta", de donde 
u, = wW: y así resulta un solo módulo u = u; = ta. 

La lev de inversión se demuestra así: Para todo a:G, la ecuación 


s&az=u da_a tal que a,€ a —u; del mismo modo a&x=u da da 
tal que aæa&aı =u. La unicidad del inverso se prueba a. partir de 
a, $6a=u=a'£a, que multiplicada a derecha por as da 4, =d4=4;' 
y así resulta un solo inverso 4 = @ı = đa. 

Un sistema de elementos se llama de doble composición si en él se 
han definido dos operaciones binarias ($ 2-4,a): adición y multiplicación, 
que hagan corresponder, respectivamente, a cada par de elementos a y b 
una suma a+ b y un producto a.b. 

Se llama anillo a todo sistema de elementos de doble composición tal 
que respecto a la adición forme un grupo abeliano, y respecto a la mul- 
tiplicación sea cerrado, cumpliendo ésta la ley asociativa y también la 
distributiva respecto de la adición. El anillo se llama conmutativo (o abe- 
liano), si lo es su multiplicación. 

El coniunto de los enteros y también el de las clases residuales mód. m 
forman anillo. 

c) La ley cancelativa de la multiplicación ($ 3-4) presenta gran in- 
terés en los sistemas In}, pues puede no ser válida en ellos. Así, por ejem- 
plo, 3.5 =3.9 (mód. 12), pero 5 = 9 (mód, 12). De aquí que en Ix el cero 
tenga divisores no nulos ($ 3-8), pues es 3.4 = 0, 30, 40, (mód. 12). 
En cambio, se cumple el teorema: 


) 
r. 
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Para un módulo primo p, es válida la ley general cancelativa de la 
multiplicación, es decir: 


[5-24] a0 y a.bÆa.c, implica b=c (mód. p). 


lún efecto, la hipótesis equivale, por el criterio fundamental (§ 5-11, a), 
n que sea p |a(b-c), y por no ser a múltiplo de p, ya que a0 (mód. p), 
cl factor primo p debe figurar (§ 5-8, aa) en b — c, es decir, b= c (mód. 
p), como queríamos demostrar. 

Según ya sabemos ($ 3-8), este teorema equivale a afirmar que en I, 
cl cero no tiene divisores (no nulos). 

Se llama dominio de integridad a un anillo conmutativo sin divisores 
a AN es decir, en el que rige la ley cancelativa de la multiplicación 

Por lo tanto, el sistema de enteros mód. p forma un dominio de inte- 
uridad cuando, y sólo cuando, p es primo. 

Otros ejemplos de dominios de integridad dan el conjunto de enteros 
ordinarios y también el conjunto de todos los números de la forma 


a+b V3 con a y b enteros ordinarios cualesquiera, con suma y producto 
definidos por: 


(a+b V3) + (a + b V3) = (a +a) + (b + b') V3, 

(a +b V3). (œ + b' V3) = (a.a + 3b.b') + (a.b + b.a’) V3. 
Pruébese que este producto es nulo cuando, y sólo cuando, lo es alguno 
de los factores ($ 7-1). 

Compruébese que los enteros mód. m no cumplen las leyes de mono- 
tonía (3 2-5). 

d) En los enteros ordinarios no siempre es posible la operación de 
In división de divisor no-nulo ($ 2-4, c) es decir, no siempre tiene solu- 


ción entera la ecuación b.x = a, (b Æ 0). En los sistemas de clases resi- 
duales rige el teorema: 


d) Sib es primo con m, ertonces la congruencia b.x = a (mod im) 
tiene una solución entera x. Dos soluciones cualesquiera, xı y £z, sou con- 
gruentes mód. m. 

En efecto, la hipótesis significa ($ 5-5,a4) que existen enteros, s y t, 
tales, que 1 = s.b + t.m. De aquí deducimos que a — b (as) = lat)m, es 
decir, a = bx (mód. m), tiene la solución x = as. Las propiedades simé- 
trica y transitiva de la congruencia (§ 5-11,b) aseguran que b.x, Æ b. 
(mód. m), es decir, m | b (x1-x%:), que implica m | (x1- xı) por serm-b= 1, 
según el teorema de EUCLIDES ($ 5-6, c). Por lo tanto, x,= x, (mód. m), 
como queríamos demostrar. 

El teorema anterior tiene como caso particular importante aquel en 
que el módulo m es un número primo p. Entonces podemos afirmar: 


d:) Si p es primo, y si bx%0 (mód. p), entonees la ecuación b.x=a 
(mód. p) tiene siempre una solución entera, que es única, módulo p. 

Por lo tanto, en el sistema Ip con p primo, las operaciones de adición, 
sustracción, multiplicación y división de divisor no nulo, llamadas opera- 
ciones racionales (§ 6-4), son siempre posibles. 

Se llama cuerpo (conmutativo) o campo de racionalidad a un anillo 
(conmutativo) en el que habiendo algún elemento no nulo, la división de 
divisor no nulo sea siempre posible dentro del sistema. 

También puede definirse el cuerpo como un anillo donde el conjunto 
de elementos obtenidos al suprimir el módulo de la adición. forma grupo 
vespecto de la multiplicación del anillo. 

Pruébese que un cuerpo conmutativo forma siempre un dominio de 
integridad, utilizando la existencia unívoca del elemento recíproco au”? de 
todo elemento a 40, 


ds) El sistema de enteros (mód. m) forma cuerpo cuando, y sólo 
cuando, m es primo. Para verlo falta considerar el caso de m compuesto: 
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La ecuación b.x =a (mód. m) con b*0 (mód. m) no tiene solución si 
tomamos para b y a distintos factores primos de m, pues entonces nunca 
podrá ser a—b.x múltiplo de m, al no ser divisible a por b factor primo 
de b.x +m. O también, porque los divisores de m distintos de la unidad 


no tienen recíproco, o porque la ley general cancelativa de la multiplica- 
ción no se cumple. 


EJERCICIOS 


1. ¿Cuál es el mayor entero que se puede agregar al dividendo, sin 
alterar el cociente? ¿Y quitar? 

2. Probar que si un sistema parcialmente ordenado tiene “primer 
elemento” ($ 2-7), este elemento es único, y lo mismo si tiene “último ele- 
mento”. 

3. Demostrar que si un conjunto de enteros es cerrado respecto a la 
sustracción, es también necesariamente cerrado respecto a la adición. En 
consecuencia, simplificar la definición de grupo aditivo dada en $ 5-3. 

4. Probar que 0-a = |a] para cualquier entero a. 

5, El m.c.d. a-b puede no ser el mayor de todos los divisores co- 
comunes de a y b. Demostrarlo. 

6. Mediante el algoritmo de EUCLIDES, hallar el m. c.d. 14-35 y el 
11 - 15, y expresarlos en la forma sa + tb = a- bd. 

7, Si c es un entero tal que para cualquier par de enteros a y b, 
c| (a D implica c|a ó c|b, demostrar que c es 0, +1 ó primo. (Cfr. 

-8, a). 

8. Si dos números a y b son primos entre sí, su suma y su diferencia 
son primas con el producto a b. 

9. Hallar los números tales que divididos por 2, 3, 4, 5 y 6, den como 
resto; 1, 2, 3, 4 y 5, respectivamente, 

10. Demostrar que la sucesión de números primos de la forma 4n — 1 
es indefinida. 

11. Probar que si a es positivo compuesto, tiene un divisor primo po- 
sitivo tal que d?< a. Aplicar el teorema anterior para formar la lista 
de los números primos positivos menores que 100. 

12, Si 2n + 1 es primo, los restos de dividir por él los números 1*, 2”, 
3% .,., 7”, son todos distintos. 

13, Demostrar que si 2” + 1 es primo, m es de la forma 2”. 

14. ¿De cuántas maneras puede descomponerse m en un producto de 
dos factores primos entre sí? 

15. Demostrar que la suma S de todos los divisores positivos del nú- 


— g2% pl A = . sya 

mero m =a“ b” ... l° es 8 = PE Ii 
A+ ; 
L T E y que su producto es: P=m 3(0+41) (6+1) ... A4+1) 
Aplicarlo al ejemplo m = 2 016. 

16. Demostrar que el número 2*% —1 (2% — 1) es igual a la suma 
de todos sus divisores positivos menores que él, si 2% — 1 es primo. 

17. Demostrar que si p es primo (p > 3), los números 2, 3, 4, ..., 


(p—2) se distribuyen en pares rs, tales que rs=1 (mod. p). 
18. Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que un 


número positivo p 1 sea primo, es que cumpla (p—1)! + 1=p (WiL- 
80N). 
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19. Calcular el resto (mod. 7) de 4 525 1000, 


20. Demostrar que la congruencia módulo cero es la igualdad ordi- 
naria. l 


21. Resolver las siguientes ecuaciones de congruencia (œ entero): 
a) 38x =2(5); b) 7Tx=3(10); c) + 6=4(7); d) 6% -+ 3=4(10). 
22. Verificar que en el dominio de integridad de elementos a + b V 3 
(a y b enteros) definido en $ 5-12,c, la correspondencia biunívoca 
a +5V3<a— bV'3 es un isomorfismo. 
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1. Definición de número racional. — Su introducción se ha- 
ce necesaria para poder dar solución en todos los casos a la 
ecuación. 

[6-1] v.=a (ar =0), 

es decir, poder efectuar la división de divisor no nulo sin ex- 
cepción. Además, en la aplicación de la Aritmética a la teoría 
de magnitudes, se hace también necesaria su introducción pa- 
ra resolver el problema ae la medida. 

Si a y a son enteros, y a es múltiplo de a' (== 0), se cumple: 


[6-2] a=04.8; 

si otro par de números enteros cumple también 
[6-3] b=0".8, 

se verificará 

[6-4] a.b = a. b. 


Recíprocamente, de [6-4] y [6-2] se deduce [6-3]. 

Pues bien, aun cuando a no sea múltiplo de a’ (+ 0), esta 
observación justifica que definamos el número racional a por 
un par ordenado de números enteros, que simbolizaremos por 
la fracción a/a! con a'=-0 (de términos: a, numerador; a, 
denominador), mediante la siguiente convención : 

a 


[6-5] — = o cuando y sólo cuando sea a.b’ =. b. 
o! y 


Más precisamente, esto significa definir el número racional « por 
abstracción (8 1-6) como clase de pares ordenados a/a” de enteros, me- 
diante la relación de equivalencia: (a/a) E (b/b') cuando y sólo cuando 
ab' =w'b. 

En virtud de la regla de los signos, ya establecida ($ 3-9) 
para los números enteros, la condición de igualdad [6-5] per- 
mite dar siempre el número racional por un par de números 
tales que el numerador a sea un- número entero y el denomina- 
dor a' un entero positivo (siendo por tanto œ’ 0), y así lo 
haremos en lo sucesivo. 

Si el m.c. d. de a y qa! es h y escribimos 


[6-6] a=h.b, «=h.b' 
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en que b y b' son primos entre sí ($ 5-5, b), el criterio [6-5] 
nos dice que 


[6-7] 


cuyo segundo miembro expresa el número racional mediante 
una fracción llamada irreducible. Además, para cualquier frac- 
ción c/c” que cumpla [6-5], habrá de ser 


b.c =b.c 
y por el teorema de EUCLIDES (§ 5-6, c). 
C= keb E Skab 


es decir, cualquier fracción que represente un número racio- 
nal tiene sus términos equimúltiplos de la irreducible que 
representa dicho número racional. (¿Por qué los términos de 
12 9 no son equimúltiplos de los de 8/67). 


Varios números racionales podrán siempre expresarse por 
fracciones que tengan el mismo denominador, el que será múl- 
tiplo del m.c. m. de los denominadores de las fracciones irre- 
ducibles que representen los números racionales dados; así, 
pues, en la reducción a un común denominador, dicho m. c. m. 
será el mínimo denominador común ($ 5-7, b). 


EJEMPLO: Las fracciones 
3 11 1 
A O A A 
16 36 60 


reducidas a un común denominador por la regla del producto de denomi- 
nadores, adoptan las expresiones siguientes: 


6 480 10 560 576 


¡€$pz-AA AA € €qPxrXKXINXI mm. š ——— >: 


34 560 ” 34 560 ” 34 560 


En cambio, reducidas por la regla del m.c. m., toman las formas más 
sencillas: 


— 2. Suma y producto de números racionales: leyes formales. 
— a) A las operaciones fundamentales de adición y de multi- 
plicación entre dos números racionales a = aʻa’ y B= b/b, 
las definiremos en la siguiente forma: 


Suma a+ ß 
a b ab +a b 
[6-8] ER A 
a! b’ æ b 
Nótese que a’ b’ Æ 0, según $ 3-8, y por tanto, la operación 
as siempre posible, es decir, es conexa y cerrada (5 2-4, a). 
La sustracción se define como operación inversa de la suma. 
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Producto a . B 
a b a.b 


16-9] =.> = ——. 
a b a. b 
Aquí también es ab" +0, y por tanto, la operación es siem- 
pre posible, es decir, es conexa y cerrada. 
l cociente.se define como operación inversa del producto, 


Para que las operaciones de suma y de producto así definidas se re- 
fieran efectivamente a los entes que hemos llamado números racionales, es 
deejr, a las clases de pares ordenados de números enteros, y no sólo a estos 
pures (8 2-4, a), debe ser válida en las definiciones [6-8] y [6-9] la ley 
uniforme de fácil demostración : 


j a+ B=4 +6, 
| a.B = a. Br. 


Decir que las definiciones [6-5], [6-8] y [6-9] son convenciones ar- 
hiirarias o libres creaciones de la mente humana, es un desafío al buen 
«ulido, pues tienen su origen en la resolución de problemas concretos. 
Vo es tampoco legitimo afivavar que un par de enteros es un núwuero ra- 
ciondl; para que así sea, es necesario además adoptar las definiciones 
16-5], [6-8] y [6-9], comprobando que se cumple para ellas el principio 
de permanencia de las leyes formales (xs 2-6). En efecto: 


b) El sistema con dos operaciones (o de doble composición, 
2 5-12,b) que forman los números racionales cumple las le- 
yes: i 


10-107] a = &œ& y B = f, implica 


Adición Multiplicación 
15-11] Asociativa (a+B)+y=a+(B+y)| (&.B).y «.(B.y) 
16-12] Modular «+ (0 1)~a« «.(11)= 
16-13] Conmutativa e+pB=B+0e a.B=PB.a 
16-14]  Distributiva a. (By) =0«.BHo.y 
16-19] Cancelativa e+B=a+y (aß -aæa.yya=:01 
implica B = y l implica B o y. 


Ley de inversión aditiva: Dado el número vacional œ, cxwiste 
siempre el número opuesto, — œ, tal que: 


16-16] a- (—a)~-0 1. 


El cumplimiento de estas leyes por los números racionales nos ase- 
gura que éstos forman un dominio de integridad ($ 5-12, c), es decir, un 
unnillo conmutativo sin divisores de cero, pues éste se define precisamente 
nor ellas. Basta expresar los números racionales «+ y ff por sus respecti- 
vas fracciones a/a” y b/b', aplicar las definiciones [6-5], [6-8] y [6-9] 
y tener en cuenta el cumplimiento de las leyes [6-11] a [6-16] en el do- 
minio de los enteros, según hemos visto en el $ 3, para demostrar fácil- 
mente los teoremas enunciados por las mismas leyes en el campo de los 
números racionales (hágase). 
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Para efectuar la sustracción, es decir, resolver la ecuación 


[6-17] B+eI=oa0, 
aplicaremos la regla general dada en el $ 3-6, a: 
[6-18] x = a — $ = a + (— BP), 


esto es, se suma al minuendo el opuesto del sustraendo. 


3. Isomorfismo con los enteros. — Consideremos la clase de 
los números racionales cuyo denominador sea 1, y hagamos co- 
rresponder a cada uno de ellos cl entero que está en su nume- 
rador. La correspondencia biuníivoca así establecida conserva la 
adición y la multiplicación (cfr. $ 3-5), pues si e = a/l eq, 
8 = b/1 > d, entonces tendremos que a + 8 =(a + b)/1 «a +b, 
a.B=(a.b)/1oa.b. 

Así, desde el punto de vista de la teoría de los enteros, és- 
tos y los números racionales de la forma a/l corresponden a 
un concepto esencialmente único ($ 1-6) y pueden por tanto 
identificarse. 

Representaremos un número entero por la fracción 
[6-19] s = 8/1 = ns/n. 


Si el numerador a es múltiplo del denominador a” según 
[6-2], el número raciunal a/a? toma la forma [6-19] para 
= (/. Recíprocamente, [6-5] nos dice que si el número racio- 
nal es igual a un entero s/1 se cumplirá [6-2], por tanto, la 
condición necesaria y suficiente para que un número racional 
sea entero es que el numerador sea múltiplo del denominador. 
Un número racional no entero suele designarse por número 
fraccionario. 
En esta forma logramos la nueva ampliación del concepto 
de número, siguiendo el método genético expuesto en el $ 1-6, 
con lo que generalizado ya el concepto de número, el nuevo 
campo de los números racionales queda clasificado así : 


ERE (naturales). 
enteros 


Números racionales negativos y cero. 


fraccionarios. 


Recordando los teoremas ($ 3-8) sobre números enteros, re- 
ferentes a productos de valor nulo, con demostraciones basadas 
en las leyes formales, subsistirán con éstas dichos teoremas 
[8-24] y [3-25]. Además quedará probado también que un 
número racional a/a! es nulo cuando, y sólo cuando, lo es el 
numerador (siendo siempre a' + 0). 


4. La división en el campo racional. Operaciones racionales, 
— Vamos ahora a examinar algo que distingue esencialmente 
los enteros de los números racionales. 
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Supuestos los enteros b Æ0, b Æ0, œ 0, al tener en 
cuenta la definición de igualdad [6-5], la resolución en g, x’ de 
[6 20] o E equivale a la de «bg = abx. 

b xw a' 

lista se verifica para a =ab' y x'=0q'b (en que para 
u 0 es 20, cuando, y sólo cuando, sea b>+0, según el 
3-8). Esta solución es única, pues otra solución, x,/x,' de 
[6-20], al verificar a' bx, =a b’ £% por la misma [6-5], será 
wual a la dada por: 


x£ a b’ a b b’ 


Por lo tanto, en el campo racional, la división de divisor no 
nulo, es decir, la resolución de la ecuación 


[6-21] B.¿=0 (830) 

OS siempre posible univocamente. Si dos números se llaman 
recíprocos cuando su producto es la unidad, todo número B +0 
tendrá un solo recíproco 1/8, y podrá darse como regla general 
de división: El cociente a«:8 con B= 0 se obtiene multiplican- 
do el dividendo « por el recíproco del divisor £, es decir, 


| 6-22] a:B=a.(1/8) (830). 
Como en el caso de números enteros es 
[6-23] a:b=a/b (b=+0), 


podremos también emplear el símbolo de fracción / para in- 
dicar la división. 

Así, pues, en el campo de los números racionales, las cua- 
tro operaciones, de adición, sustracción, multiplicación y di- 
visión de divisor no nulo, por eso llamadas operaciones racio- 
nales, son siempre posibles. En cambio, la división por cero es 
imposible (o indeterminada, si el dividendo es nulo). 

Según vimos en el $ 5-12, d, diremos también que el conjunto de todos 
los números racionales forma un cuerpo conmutativo o un'campo de ra- 
cionalidad. Ahora la ley modular de la multiplicación [6-12] es equiva- 


lente a la ley cancelativa de la multiplicación [4-15] dentro del marco de 
las demás leyes formales, por existir número recíproco de otro no nulo 


(efr. § 3-7). 
Por basarse en las leyes formales, es inmediato que en este 


campo, la regla de los signos ($ 3-9) conserva también su va- 
lidez. 


5. La desigualdad en el campo de los números racionales. — 
a) Las fracciones cuyos términos tengan el mismo signo se 
llamarán positivas (mayores que cero), y las de términos de 
distinto signo, negativas (menores que cero) ; entonces se apli- 
ca como definición la regla general de desigualdad, dada en 
S 3-9, es decir: 


[6-24] a > B cuando, y sólo cuando, es a«—fB > 0. 
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Si los dos números son “enteros, esta definición coincide 
con la dada en $ 3-9. Además, tiene las propiedades funda- 
mentales : 

Entre dos números racionales, a y B, existe una, y sólo una, 
de las relaciones : 


[6-25] a=B, a<B, «> f. (Ley de tricotomía). 


En efecto. si tomamos por denominadores enteros positivos ($ 6-1), 
por la misma ley de tricotomía y la regla general de desigualdad, ya de- 
mostradas en el dominio de los enteros, ha de darse uno, y sólo uno, de 
los casos ab' — a b<0, =0 6 >0, lo que asegura lo mismo para la 
diferencia a — B = (ab' —a'b)/(a' b'), de acuerdo con la definición an- 
terior de fracciones negativas, nulas o positivas. 


[6-26] Stesa<fB,y B< y, es a< y. (Ley transitiva de 
la monotonía). 
Pues siendo positivos por hipótesis los números y — £ y 
B— a, en virtud de dicha definición, también lo es su suma, 
y por [6-16] queda: 


(y—8) + (B—a) =y+ (—B)+B+ [(—a) =y+ (—a) =y—a, 
luego: y >a 


El cumplimiento de [6-25] y [6-26] asegura que mediante 
la relación de desigualdad queda ordenado (3 2-7) el conjunto 
de todos los números racionales. 

Además, también se cumplen las leyes de monotonía de la 


adición y de la multiplicación, establecidas en el 3 3-4, para 
los enteros. 


Un cuerpo ($ 5-12, d) en que pueda definirse una relación de orden 
cumpliendo estas leyes, se llama cuerpo ordenado. Así, pues, lo es el de 
los números racionales. 

Entonces, todas las propiedades del dominio de los enteros que se 
deduzcan exclusivamente de las leyes formales, [6-11] a [6-16], [6-24] a 
[6-26], [2-18] y [3-13], subsistirán para las fracciones, sólo con que en 
los respectivos enunciados se sustituya entero por fracción. Lo mismo 
ocurrirá en el estudio del número real ($ 7-5) y del complejo ($ 9-5), 
y aun en muchos otros sistemas aritméticos. Aquí radica una de las más 
importantes ventajas con que la Matemática moderna utiliza el formalis- 
mo lógico, al sacarle el máximo de sus posibilidades. Ello produce gran 
economía de esfuerzo, al evitar una repetición mecánica de demostracio- 
nes análogas (paraíso trillado, que anhelan los mediocres), y una mayor 
penetración del conocimiento de las diversas teorías al desentrañar en los 
diversos conceptos hasta qué punto las condiciones que los definen y re- 
lacionan influyen en las conclusiones que de ellos se establecen. 


b) Ya hemos señalado ($ 6-4) una distinción esencial en- 
tre los números racionales y los enteros. Otra diferencia im- 
portante resulta del teorema: 

Dadas dos fracciones, a < B, existe siempre una fracción y 
tal, que æ < y < B, como lo hemos probado (§ 2-7, ej. 4). 

Este teorema muestra que al no tener elementos consecuti- 
vos la ordenación según la relación de desigualdad de los nú- 
meros racionales, no será aplicable a ellos el principio de in- 
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ducción completa (§ 2-2 y § 3-6, c) respecto de dicha ordena- 
ción, ni el teorema básico de los divisores de uno (§ 5-2,a), 
mediante el que desarrollábamos la teoría de la divisibilidad 
numérica en el $ 5. 


A pesar de que los números racionales positivos no tengan 
primer elemento ($ 2-7) en la ordenación según la relación de 
desigualdad, se tiene: 


Teorema de ARQUÍMEDES (ya conocido por Eupoxo): Da- 
dos a y B con 0<a< B existe un número natural n tal que 
na > fB. En la teoría del número real y en la representación 
geométrica de los números este teorema adquiere su profundo 
significado; intuitivamente dice que por pequeño que sea a > O, 
y por grande que sea £ > 0, sumando suficiente número de a 
llegaremos a sobrepasar ff. En efecto, si «a = a/a” y B=b/D", 
habremos de hallar un n que cumpla ».(a/a') — (b/b”) = 
= (na b'—a' b) fa! bd” > 0, es decir na b’ >a’ b, bastando es- 
coger n = q d. 


El mismo conjunto de fracciones positivas, bien ordenado, según 
[2-21], del $ 2-7, ej. 5, muestra que entonces deja de ser válido el teo- 
rema de ARQUÍMEDES; pues, por ejemplo, ningún múltiplo de a/2 quedará 
detrás de 1/3 en dicha ordenación. Otros muchos ejemplos pueden darse, 
como el de los infinitésimos ($ 24-3) de magnitudes no-arquimedianas. 


c) Diremos que un numero variable a; (¿=1, 2, 3, ...) 
crece (decrece) monótona indefinidamente (es decir, sin fin), 
si la sucesión de valores 4,, 42, ..., An, ... es monótona cre- 
ciente (decreciente) o sea: t S aS... <SarS<..., con la 
condición de que haya infinitos signos < para el crecimiento 
(y lo mismo, con >, para el decrecimiento). 


Diremos que el número variable a; (îi = 1, 2, 3, ...) crece 
infinitamente, si en la sucesión de valores a;, do, ..., Un, -..> 
hay números en valor absoluto superiores a cualquier número 
dado. 


En el campo de los números enteros, todo crecimiento o 
decrecimiento monótono indefinido es también infinito; pero 
aquí no sucede lo mismo. 


Ejemplos de crecimiento monótono indefinido, pero no infinito, nos 
ofrecen las sucesiones: 


1 2 3 4 n 
19) —= X= << ..... < —— L... 
2 3 4 5 n-+1 
29) 0,1 < 0,11 < 0,111 <... < 0,11... TE ti 


Los números de la primera sucesión, a pesar de crecer indefinida- 
mente, se conservan inferiores a 1; los de la segunda son todos inferiores 
a 0,2. 

He aquí algunas sucesiones de números que crecen infinitamente, pera 
no monótona indefinidamente. 


a 
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1 1 1 1 
39) O a 
2 4 8 
49) 4,3,6, 5,8, 7,10, 9, ..... 
5°) Lido A 


6. Representación gráfica de los números racionales. -— 
Los números racionales pueden representarse también en el 
sistema de abscisas, introducido en el $ 3-10. Por ejemplo, pa- 
ra representar el número 3/4 dividiremos la unidad, u, en 
cuatro partes iguales, y transportaremos una de ellas tres ve- 
ces, a partir del origen, en el sentido del eje. 


A todo punto que represente un número racional lo llama- 
remos simplemente punto racional, y al número de que trata- 
mos, abscisa del punto. 

Al conjunto de puntos x (en este caso cionales) situados 
entre otros dos, a y bd, lo llamaremos intervalo (racional) de 
extremos a y b. Así, a<x<b se designa por [a, b]. 

La representación gráfica de los números racionales sugie- 
re la importante propiedad, usualmente enunciada diciendo 
que su conjunto es denso en todo el intervalo, es decir, por pe- 
queño que sea dicho intervalo, se encuentran siempre en él nú- 
meros racionales; del mismo modo, entre cada dos números ra- 
cionales, por próximos que estén (por pequeña que sea su di- 
ferencia), podemos construir tantos como queramos ($ 6-5, b). 

Como consecuencia de esta propiedad, los números racio- 
nales son suficientes para todas las aplicaciones prácticas. Por 
ejemplo: para medir la longitud, L, de un pizarrón. Si la uni- 
dad de longitud (p. ej.: 1m) cabe 5 veces, y sobra un trozo 
menor que 1m, tendremos: 


5m <L < 6m, 


es decir, dos medidas aproximadas: una por defecto: 5m, y 
otra por exceso: 6 m. Para mejorar la aproximación dividimos 
la unidad metro en un cierto número (p. ej.: 10) de partes 


iguales; si en el trozo que sobraba caben tres partes pero no 
cuatro, a 


(5+ zg) m= 583m< L< (5+ -g ) ™ = 54m, 


es decir, a medidas más aproximadas. pe podemos seguir, 
tanto como lo permita la precisión del instrumento de medida 
usado, y por grande que ésta sea, nunca nos obligará a salir 
de los números racionales. 
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A pesar de ello, los números racionales no llenan la recta, 
cosa que ya los griegos reconocieron, y servirá de justificación 
n la introducción del número real ($ 7-1). 


7. Potencias de exponente entero. — Definamos, por recu- 
rrencia entera ($ 3-6, c), la potencia de base cualquiera, a =Æ 0, 
y exponente entero p en la forma: 

[6-27] a = a, aP = a.g, 

de la que podemos pasar tanto de œ a a”, como de a™™! å æ, 
puesto que aplicar el principio de recurrencia entera ($ 3-6 ,c), 
implica quede definida la potencia para todo exponente entero., 
Entonces, resulta como teorema: 

[6-28] Si a Æ 0, debe ser a* = 1, 

pues en la segunda igualdad [6-27] quedará a! = a .a, y bas- 
taná aplicar la ley cancelativa [6-15] de la multiplicación 
($ 6-2, b). 

Aplicada esta misma ley al cociente de dos potencias de la 
misma base: 





m 
a” Q.A... Q 
Pp EA («== 0) 
a AAs Q 


según que sea m >n, es decir, m=n+p, ó m=n, o bien 
n=m+p (siendo m, n y p números naturales), resulta: 


n , 
l a” m 1 


= oOo —— = 
a” Qi a 1, a a” . 


q 











Esta distinción de casos queda evitada mediante [6-27], 
por lo cual para m y n enteros cualesquiera queda 


m 
a 








[6-29] m 5 a, (a0), 
y para m = 0 en particular: 
[6-30] a” = Z , (e&«#+0). 

Si «=0 y p > 0, es æ = 0; si a=0 y p=—n <0, la di- 


visión [6-30] es imposible (§ 6-4). Nótese que en virtud de 
esto y [6-28], el símbolo 0° no tiene significado. Podríamos 
convenir en dárselo según la definición que apareciera más ade- 
cuada. 

En ciertas teorías algebraicas” y en la teoría de la continuidad de 
funciones ($ 25-3) aparecerá como ventajoso que subsista [6-28], aun 
para a = 0, pero teniendo en cuenta el cálculo general de límites, nosotros 
tomaremos 0” como símbolo de indeterminación ($ 21-4). 


Las mismas reglas operativas de los $$ 4-2 y 4-5, subsis- 
ten sin modificación, sintetizadas en las fórmnlas* 
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per 0 (a. 8)”; a” |B" = (a; B)"; 
ln 


a”. a” = a™/ a” = a"; (a™)” = qe” 


[6-31] 


8. Series de fracciones iguales y desiguales. — a) En caso 
de ser iguales, llamamos así a una expresión de la forma: 











æi T Qo an EN An 
Bi Ba 0 Bs 
siendo ar, %», ..., an Br Bz, ..., Bn, Números racionales cua- 


lesquiiera distintos de cero. También se dice que los números 
21, %2, ..., An, SON proporcionales a los Bı, Ba, ..., Bn. El valor 
común de estas fracciones se llama razón de proporcionalidad. 

Llamando A a la razón de proporcionalidad, se tiene: 

a = AB, e =4ABo ..., An = A Bn. 

Si multiplicamos estas igualdades por números racionales 
cualesquiera, ki, positivos o negativos (algunos pueden ser nu- 
los), y sumamos, se obtiene: 

aiki + asks +... H arki = A (Bikit Bek: +... + B.K), 
v de aquí se obtiene la D 


ar kı + a: ko + . Fan En =) 
Bı kı + Bo k + + Bak n ? 


válida siempre que el denomi ador no sea nulo. 

Por este procedimiento, de una proporción se deducen una 
multitud de proporciones equivalentes. que suelen ser venta- 
josas en el cálculo. 








EJEMPLO 1: De a/f8 = y/S, equivalente a as = Y, se deduce: 
cn y ay B+8 ma+nyY mRNS, 
38 7 8 7738 * "ay" B8” pargY T pR+48 


b) En las series de fracciones desiguales, ordenémoslas de 
menor a mayor: 











a] < QU» <. a3 < < An 
Bi a Ba => Ba — a Bn 
O sea: 
di SS A 


donde hay por lo menos un signo <, siendo por tanto. ài < àn 
Si todos los denominadores Bı, B2, ..., Bn son positivos, 
deducimos: 
Arbi = 4181 < An Bi 
A1 B2 E he Bo E An Ba 
A A 
A1 Bn < de Ba = An Bn 
Como los números Ay, Bi, A2 Bz, ..., An Bn SON precisamente 
2), 4% ..., %n, Sumando resulta: 


M(BreBat.. Bn) <arHant . - 0 <Ar (BreBre. . «+ Bn)» 


~] 
lı 
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y por ser Bı +t B2 +... +8, > 0, obtenemos (§ 3-4): 
metat Tor di 
ET E T 

La fracción obtenida sumando los términos homólogos de 


varias otras de denominadores positivos está comprendida en- 
tre la mayor y la menor. 


EJEMPLO 2: De — 7/3 < 8/2 sería erróneo deducir 








7 7+3 3 
Sa a * 2 
siendo en cambio correcto 
—7 —7 4+3 8 
3 “32 “2 
9. Medias aritméticas, geométricas y armónicas. — a) Si en las se- 
ries de fracciones desiguales de $ 6-8 es Bi = Ba = Bs = ..... = 
= $, = 1, resulta: dados los números a S as S ..... £ a, positivos, 
negativos o nulos, el número 
mis nn no te 


está comprendido entre el menor y el mayor; y si todos son iguales, es 
igual a ellos. 
Este número m se llama promedio o media aritmética de a, %, ..., %. 











Dados varios números, %, %, ....., &@n se llama media armónica al 
número % cuyo recíproco es media aritmética entre los recíprocos de éstos, 
es decir. 

1 1 1 1 
a = + +..... + A, 
; t Qa Aa 
0 sea: 


n 
A 1 1 `’ 
— +... == 
4 ES a. e T On 
Media geométrica o proporcional de los números positivos %, %, ..., 
an, se llama al número 





a 
g = V ara.. An. 


En particular, si se trata de sólo dos números positivos: a, > a;, en- 
tre las medias aritmética, geométrica y armónica existe la relación: 


Q, + a —— 20,0 
MAR > A a > a. 
En efecto: 
o E a == >0 
2 : 
M (+) — a a = (27) Si 
4 a' af a a, (a — @)’ 
az A AÁ_A LL 0 
Aa sa (a, + a)” E (a + a)’ z 
OEA EA. 3 Ci E 


a, + as T a, +4 
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EJEMPLO: œa = 16; 4.4; m=10; g=38; x = 32/5. 

bì Pero si es ~a = &, entonces las tres medias son iguales a ellos. 
De aquí se deduce: 

bı) Entre todos los pares de números positivos de suma constante, 
8, el producto máximo se obtiene cuando ambos son iguales a s/2. 

ba) Entre todos los pares de números positivos de producto constante 
p, la suma minima se obtiene cuando ambos son iguales a V p. 

También se prueba, en general: 

b:) El producto de n números positivos de suma constante, 8, es má- 
ximo cuando éstos son iguales a s/n. 

Si para demostrarlo fuésemos sustituyendo pares de números por su 
media aritmética, puede resultar un proceso indefinido, que para tratarlo 
con rigor requiera conocer la teoría de los límites. Es mejor aplicar la 
inducción completa (§ 2-2), en la siguiente forma: 

El teorema es cierto, como hemos visto, para dos factores, lo que 
también se comprueba por: 

(m —z) . (m + 2) =m — z? 
de suma constante s = 2m, y que es máximo para z = 0. 


Supuesto ahora el teorema cierto para n — 1 factores, vamos a de- 
mostrarlo para n factores de suma: 
Ma +0%+..... + an = 8, 


y cuya media aritmética es m = 8/n. 

Si no son todos los factores iguales a m, habrá algún aı < m, y al- 
gún otro œ >m; entonces, siendo p y q números positivos, pongamos 
a = m — p, & =m + q, y sustituyamos el producto a, as = (m — p) . 
. (m + q), cuyos factores suman 2 m — p + q, por el de igual suma: 

m. (m —p +q) =% + pq > aa, 


es decir, será: 


Qi Qa As sasae O <M.(M—P+0Q)%..... Ano 
Por haber supuesto el teorema cierto para n — 1 factores, es 
(m—p+qQo..... an E mM, 


por lo que podremos escribir para el producto de los n factores desigua- 
les dados: 


como queríamos demostrar. 
De aquí resulta que también en el caso de varios números positivos, 
la media geométrica no supera a la aritmetica, y al ser 


resulta: 
bı) La suma de n números positivos de producto constante, p, es mi- 


r 
nima cuando éstos son iguales a V p. 


EJERCICIOS 


1. Efectuar las demostraciones completas de los teoremas que se 
han enunciado. 

2. La suma de dos números positivos recíprocos no puede ser infe- 
rior a 2, 

3. Sia, b, c son no todos iguales, se verifica a? + b? + ce > ab + 
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EEEa A (a + b — eo) + (a 4ec—b)+ (bd 4 ec—a)? > ab + 
+bc+c 
4. A la operación: 


s + (1/9) =t ) T E EL ) 
— yleyaro+z) |" a e 
O a ANA 


5. Dada la sucesión 
1 2 1 3 2 1 4 3 2 1 


1 1 2 1 2 3 1 2 3 EA 
en la que están contenidos, aunque repetidos, todos los números raciona- 
les positivos, demostrar que la fracción p/q ocupa el lugar ¿o (p+q—1) 
(p+ g—2)+ q. Demostrar que las distintas expresiones fraccionarias 
de 2 y de 3/5 ocupan respectivamente los lugares 4(9n*—7n+2); 
32n"—7n+1, en que n es un número natural cualquiera. 

6. Transformar las siguientes proporciones, por adición o sustrac- 
7? de sus términos, de manera que sólo en uno de ellos quede despejada 
a x: 




















a c x a — x 

0 — . 0 a rra. 

19) b+a “ b—x«” 2] b+ T c—a? 

x+a x +b +a w 
9) o2 Z = ọ — z= : 
a) x Te —b? 49) £ æ — b 

7. Para p y q números naturales, y a,, dz números no-negativos cua- 
lesquiera, demostrar es (a; — az) (a — az) > 0, de donde ajy* + 


+ aP" > ara? + ara”. Estudiar directamente el caso p = q = 1 co: 
mo relación entre las medias aritmética y geométrica. Obtener para Qs, 
A ..., Gn la generalización de la fórmula anterior: 

; 1 1 ya 
nyar > E a”) 5 as), y de ésta, la — Za” > (Zza ) . 
$ n $ Nn i , 


8. Comprobar que los siguientes pares de números enteros tienen en- 
teras sus tres medias: aritmética, geométrica y armónica: 

19% 2kr(r + 8), 2kg81(r + 8%); 

29) ikë + F), kP + P); 
siendo i y j impares, y k, r y s enteros arbitrarios. 

9. Aplicar los teoremas del $ 6-9, b) a resolver: 1%) Entre todos los 
triángulos de igual base a y perímetro 2p hallar el de área máxima; 
29) Hallar la más corta de las cuerdas que pasan por un punto P inte- 
rior a una circunferencia; 3%) Inscribir mediante una paralela a la base 
b de un triángulo acutángulo de altura h. el rectángulo de área máxima: 
49) Entre los triángulos rectángulos de área dada k’, hallar el aue tiene 
la menor hipotenusa. 


NOTAS AL CAPÍTULO I 


I. El álgebra de Boole. — En el $ 1-2 hemos visto cómo podían esta- 
blecerse las relaciones de J. DÍAZ GERGONNE entre dos clases o conjuntos 
($ 1-1). Respecto de las subclases o conjuntos contenidos ($ 1-1) en un 
conjunto dado, I, llamado total, pueden además establecerse tres operacio- 
nes fundamentales: 

La unión de X é Y, simbolizada por X-Y, entre dos conjuntos 
X(S)1, Y(&)I, formada por los elementos que pertenezcan a X óa Y. 

La intersección de X é Y, simbolizada por X`- Y, entre dos conjun- 
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tsi X(<)1, Y (<)1, formada por los elementos que pertenecen a la vez a 
ya 

El complemento de X, simbolizado por CX, de un conjunto X(<)I, 
formado por los elementos de I que no pertenecen a X. 

Estas operaciones se ilustran fácilmente, en forma gráfica, mediante 
diagramas ($ 1-2), cuyo uso se recomienda vivamente para aclarar cada 
una de las leyes que se expondrán seguidamente, : 

Una familia de conjuntos a la que pertenezcan la unión y la inter- 
sección de todo par de conjuntos de la familia y el complemento de todo 
conjunto de la familia, se llama un cuerpo de conjuntos. 

Estas operaciones están también íntimamente relacionadas con las 
propiedades lógicas fundamentales que pueden establecerse entre propo- 
siciones ($ 1-2). Las proposiciones pueden combinarse mediante las eone- 
xiones gramaticales “o”, “y”, “no”, para dar nuevas proposiciones, en la 
misma forma en que se combinan clases mediante “unión”, “interseceión” 
y “complemento”, para dar nuevas clases. Si p representa la proposición 
“ae X", y q la “ae Y”, entonces: 

p -q representa ae X “o” ae Y, es decir, ac (X.Y); 

-q representa a£ X “y” ar Y, es decir, ae (X` Y); 

Cp representa a “no” pertenece a X, es decir, a e CX. 

Obsérvese que p -4q no excluye la posibilidad de que valgan p y q a 
la vez. Entonces, de los dos significados que “o” puede tomar en caste- 
llano, corresponde el del latín vel y no a«ut- aut; este último se expresa 
así: (p7Cg) - (q? Cp). 

En el cálculo proposicional, la verdad se representa por I y la fal- 
scdad per 0. Las proposiciones que son siempre verdaderas, por su pro- 
pia estructura lógica, se llaman tautologías. Asi, cualquiera que sea la 
o Pp, siempre será verdadera la p-Cp, pudiendo escribirse: 
p-Cp = 

La implicación “p — q”, que se lee: “p implica q” o “de p se deduce 
y”. puede expresarse por las operaciones anteriores, mediante (p —> q) 
= (Cp-0). Si p es la proposición “ae X”, y q la “ae Y”, entonces 
“p — q” es equivalente a: 

[ (ae X) > (ar! Y)] = [(ae CX) - (a1 Y)]= [(«ae(CX-Y)]. 

Si en un conjunto de pares ordenados de proposiciones, cada par está 
en implicación verdadera, se dice que las proposiciones de cada par están 
en relación de implicación. Así, para que las dos proposiciones “a eX” 
y “ar Y” estén en ese orden en relación de implicación para todo a, 
es necesario y suficiente que X(<)Y, pues entonces y sólo entonces 
CX.-Y=I. 

Hemos dicho ($ 1-2, a) que una proposición es una expresión que 
tiene y sólo puede tener uno de los dos valores V (verdad) o F (false- 
dad). Las proposiciones compuestas quedan implícitamente definidas por 
sus tablas de verdad, obtenidas dando de todas las maneras posibles a las 
proposiciones simples componentes sus valoves de verdad V o de false- 
dad F, es decir, formando las variaciones con repetición de dos objetos 
V y F con orden igual al número de proposiciones simples componentes 
(X 11-1, notas 2 y 1). Por ejemplo: 





p q Cp p-q pq p—>q p-Cp p^Cp 
v V F V y v v F 
y F F vV F F V F 
F V vV v F F V F 
F F V F F vV v F 


Obsérvese que p >q se ha formado como equivalente a la Cp-q, 
Dos proposiciones son equivalentes si y sólo si tienen la misma tabla 
de verdad. Así, formada la tabla de verdad de la eondieión necesaria y 
suficiente: (p>Gq) 7" (q—>p) se comprueba ser la que corresponde a 
darle el valor V o F según que p y q tenpan o no el mismo valor de ver- 
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dad (§ 1-3). La tautología es una proposición que es siempre verdadera; 
tnles son l] ap - Cp (tercero excluido) y la negaeión de la p” Cp (contra- 
dicción). También es una tautología (compruébese formando su tabla de 
verdad) el silogismo [ (p > q) 7 (a >") ]> (p > r). En cambio, no es 
tnutología la proposición compuesta [ (p —>q) 7" (r>q)] > (r> p), 
nunque a veces tenga valor de verdad ($ 1-2, ejemplos 3 y 4). 

Las operaciones del cálculo de clases y del cálculo de proposiciones 
tienen propiedades algebraicas, muehas de las cuales son idénticas a las 
reglas familiares de la Aritmética. 

Así como las teorías matemáticas se desarrollan a partir de axiomas 
y definiciones ($ 1-8), cuya elección depende de la finalidad que busque- 
mos, mediante las interpretaciones concretas de la teoría de que se trate, 
cs decir, quedan en último término sugeridas por la experiencia, así tam- 
bién un sistema lógico parte de principios primeros, que van aceptándose 
lvadicionalmente, por la experiencia mental que de ellos deviva. 

Las leyes más importantes del álgebra de clases corresponden a las 
que cumple la relación de inclusión (£): 

Reflexiva: X(<)X; 

Asimétrica: De X(£)Y e Y(<)X se deduce X = Y; 

Transitiva: De X(<)Y e Y(<)X se deduee X(<)Z, 
por las euales dieha relación (<) establece entre las subclases de 1 un or- 
den parcial ($ 2-7, nota 1). Vimos también que la relación de divisibili- 
dad establece entre los enteros un ovden pareial ($ 5-2, b). Los subespa- 
cios lineales (punto, reeta, plano, etc.) de un espacio lineal, los puntos 
de una receta relacionados por < entre sus abeisas, y muehos otros ejem- 
plos, son sistemas parcialmente ordenados. 

Un sistema parcialmente ordenado de un número finito de elementos 
puede siempre representarse por un diagrama de HasseE ($ 5-2, b), y re- 
eíproeamente, dibujiido diagramas arbitrariamente, podemos definir sis- 
temas abstraetos pareialmente ordenados. 

Del orden pareial “[<]” podemos deducir el “[2]”, asf como del “S” 
se deduce el “=>”, o del establecido por “divisor”, el establecido por ‘“‘múl- 
tiplo”, dando lugar al llamado 


PRINCIPIO DE DUALIDAD: Cualquier teorema verdadero en todo sistema 
parcialmente ordenado por [£], subsiste como verdadero aì en sus propo- 
siciones se intercambian [<] con [=>]. 

Así, por ejemplo, pueden desarrollarse dualmente las teorías del 
m.C.d. y m.c.m. ($ 5-5). 

A todo conjunto que contenga a la vez X e Y lo llamaremos cota 
superior de ambos (en la divisibilidad, múltiplo común), mientras que si 
está contenido en ambos, lo llamaremos cota inferior (en la divisibilidad, 
divisor común). Obsérvese que el conjunto X ~ Y es la cota superior mí- 
nima, mientras que el X 7 Y es la cota inferior máxima, por lo cual en 
la ordenación parcial dada por (<) diremos que X ~- Y es un supremo (o 
extremo superior, $ 23-14) de ambos, mientras que X^ Y es un ínfimo 
(o extremo inferior, $ 23-14) de los dos. En la relación de divisibilidad, 
lo mismo ocurre ($ 5-5) respecto al m.c.m y m.c.d. de dos números 
a y b, por lo que se ha escrito: 

m.c.m. de a y b= a-b; m.c.d. de a y b=a”"b. 

Se llama reticulado (en inelés “lattice”) a todo sistema parcialmente 
ordenado tal, que cada par de elementos, X e Y, tengan supremo X - Y 
e ínfimo X ” Y. 

La ley asimétrica impliea que eada par de elementos pueda solamente 
tener, a lo más, un supremo y un ínfimo. 

Se demuestra que todo retieulado eumple las siguientes leyes: 

Idempotente: X-X=X y X-X—X; 

Conmutativa: X-Y=Y.X y X-Y=Y"X; 

Asociativa; X .(Y.Z) = (X-Y)-Z y X”" (Y7Z) =(X"Y)-72; 
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De consistencia: Son mutuamente equivalentes las eondieiones 
X[E]Y, X.Y =YyX-Y=X; 

De absorción: X - (X" Y) = X-7 (X.Y) = 

Las demostraciones son análogas a la de la ley asociativa ya dada 
en detalle para la interpretación [5-17], válida en general si en lugar de 
múltiplo se lee eota superior y en lugar de divisor, eota inferior, 

En cambio, un retieulado puede no eumplir (por ejemplo, los sub- 
grupos de un grupo, $ 5-12,b o bien fig. 14) la ley 

Distributiva: X~ (Y ^Z) = (X.-Y)7 (X.Z) y X” (Y.Z) = 

= (X”" Y). (X-2Z). 

Dos elementos, 0 e I, de un retieulado que para todo otro elemento 
X satisfagan 0 [<] X [<] I, se llaman cotas universales. En el reticulado 
dado se diee que CX es complemento de X si satisface la ley 

Completiva: X -CX =1I y X” CX=—0,. 

p Entonces, las cotas universales 0 é I tienen también las propieda- 
es de: 

Unión: 0-X=X é I-X=l; 

Intersección: 0-7 x=0 é I^ xa X; 
mientras que en un reticulado distributivo la operación de tomar comple- 
mento, si existe, es nos y cumple las leyes: 

Dualitiva: C(X - Y po CY y C(X”" Y) =CX. CY; 

Involutiva: C(CX) = 

En efecto, dados dos laca CX y C.X, por las leyes de 
intersección, completiva, distributiva, completiva y de unión será 
CIX=CX-I=CX"(X-CX) =(C¡X 7 X)-(C,X 7 CX) =0.-(C,X - CX) = 
=C,X - CX, de donde por ley de consistencia C,X [<] CX. De la misma 
manera CX [<]C,X y por ley asimétrica queda probada la unicidad del 
complemento CX — C,X 

Para demostrar, por ejemplo, la primera ley dualitiva, basta veri- 
ficar mediante las propiedades anteriores de un reticulado distributivo 
que (X.Y). (CX- CY) =L y (X.Y) 7 (CX - CY) =0, en virtud de la 
ley completiva. Si se aplica la ley conmutativa a la ley completiva, re- 
sulta la ley involutiva C(CX) =X, pero en un reticulado distributivo 
CX y C(CX) son además únicos, es decir X no es sólo un complemento 
de da complemento de X, sino que X es el complemento del complemento 
de X. 

En un reticulado no distributivo”con cotas universales, tal el for- 
mado por X, Y, Z independientes acotados por 0 é I, un elemento X 
puede tener más de un complemento Y = CX, Z= CX, y ser además 
C(CX) = CY = Z Æ X, aunque también sea C(CX) =X, "Es decir, la ne- 
gación de la negación puede ser distinta de la afirmación de partida en 
un reticulado lógico no distributivo. Puede no cumplirse tampoco la ley 
dualitativa: C(X . Y) =-CI=0*%Z=Z"Z=CX" CY, 

Son ejemplos de cotas universales, el CODO vacío y el total en las 
clases, o 1 y 0 en la divisibilidad ($ 5-2 

Diremos que un reticulado es un ena de BooLE si es distributivo 
y con cotas universales respecto a las que cualquier elemento tenga com- 
plemento. 


Demuéstrese: 
Si B es un sistema de elementos con las siguientes propiedades: 
1) B tiene dos operaciones binarias, conexas y cerradas, “” y “>”, 


que satisfacen las leyes uniformes, indempotente, conmutativa, asociativa 
y distributiva; 

2) B contiene dos elementos, O é I, que satisfacen lus leyes de unión 
e intersección; 

3) B tiene una operación unívoca y cerrada de complemento que 
cumple lu ley completiva, entonces en B la relación X-Y =Y es equi- 
valente a lą X^- Y= X, que es de orden parcial X [<] Y (ley de con- 
sistencia) respecto a la cual todo par X é Y tiene por supremo X.Y, 
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y por infimo X 7” Y, dando así un álgebra de BOOLE que tiene O é I por 
cotas universales y cumple las leyes dualitivu e involutiva. 

La clase de todos los subconjuntos de un conjunto I, o el álgebra de 
proposiciones con las conexiones “o”, “y”, “no”, son ejemplos de álgebras 
de BOOLE. Aun más, STONE ha demostrado que dada un álgebra de BOOLE 
B cualquiera, existe un cuerpo de conjuntos isomorfo a B (§ 3-5), dando 
así un modelo concreto o representación de B. 

De lo anterior pueden deducirse reglas operatorias que faciliten el 
cálculo algebraico en sus diversas aplicaciones a muy diversas cuestiones. 


II. El algoritmo de la numeración. — Al conjunto de reglas y con- 
venios que permiten la representación de todos los números mediante va- 
rios signos, o varias palabras, se llama sistema de numeración. 

Sistemas muy conocidos, de índole muy diversa, son el romano y el 
decimal. El primero descompone el número en suma o diferencia de otros 
varios, cada uno de los cuales está representado por un símbolo especial: 

I, V, X, L, C, D, M; 
el segundo, en vez de introducir nuevos símbolos para estos diversos su- 
mandos, utiliza el principio del valor relativo, es decir, una misma cifra 
representa valores distintos según el lugar que ocupa. Los sistemas fun- 
dados en los mismos principios que el decimal, son los únicos que tienen 
interés aritmético. . 

El sistema decimal, ideado en la India (hacia el siglo vr antes de 
J. C.) y llevado a Europa por los árabes en la Edad Media, está fun- 
dado en el número fijo que llamamos diez, habiendo elegido éste y no 
otro, como base, por ser el número de dedos de ambas manos. Mas, desde 
el punto de vista aritmético, se puede establecer un sistema de numera- 
ción de igual naturaleza que el decimal, tomando como base un número 
cualquiera mayor que uno, 

Toda combinación de operaciones fundamentales efectuadas con nú- 
meros cualesquiera a, b, c, ..., h, que da origen a un nuevo número, se 
llama algoritmo. Ahora vamos a estudiar el algoritmo de la numeración, 
compuesto de multiplicaciones y adiciones, como veremos. 

La notación decimal depende de la división repetida por 10. Por 
ejemplo, 475 significa 4.10? +7.10+5. Dado el número N, la cifra a 
de las unidades es el resto de dividiv N por 10; es decir, N = 10.q, + a, 
con 0£4«4<9., Si q,=0, el símbolo'que representa N es la cifra au; si 
(40, se vuelve a dividir el número de decenas q, por 10, para hallar 
su resto menor que 10, es decir: q.=10.q:.+b siendo b (0<b=<09) la 
cifra que queda a la izquierda de a. Y así se sigue para las demás cifras. 

En general, y de modo análogo, los sistemas de numeración se basan 
en el siguiente teorema fundamental: 

TEOR.: Dada una base n > 1, todo número N puede descomponerse 
de modo único en la forma 
[1-1] N =a +bn + e pdn + ... + fn + gn + hn* 
siendo a, b, €, ..., 9, h, números menores que n. 

En efecto, para expresar el número en forma polinómica, basta apli- 
car el método inverso del que seguíamos en el $ 4-11, para pasar del 
polinomio al número, esto es, efectuar las divisiones siguientes: 

[1-2] 

















N n N = Qn +a 
a qı H Y =Qn +b 
b q: n =Qn 

C qa , 
` Qk-. n 


f Qk-1 n ia = Qan + f 
g h Qı =hn +9 
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Como, por ser n œ> 1, cada cociente es menor que el dividendo, los 
números qı q: Yu) ..., van disminuyendo; luego llegamos necesariamente 
a un cociente q =h < n, con el que terminamos la serie de divisiones; 
y como están ligados por las igualdades [1-2], estos números Qr-1, Qi: -+ 
qQ, N (de abajo a arriba) son precisamente los que calculábamos en 
[4-11] para formar el polinomio; luego, el resultado final, N, coincide 
con [I-1]. 

ata: si «4, d', č, ..., son números menores que n, ha- 
llados por cualquier otro método, los cuales satisfacen a la igualdad [1-1], 
escrita ésta en la forma 

N =a p B Hent p.n H nn, 

resulta ($ 5-1) que a’ es precisamente el resto de dividir N por n, y el 
cociente es: 

Vren+ d+... Rn =b p lee H ln +... +40) 2, 
luego b’ es el resto de dividir este número por n, ete. Y como la división 
es una operación uniforme, resulta que los números «', b’, č, ..., que 
satisfacen a [I-1], son los mismos «a, b, c, ... antes hallados, y por lo 
tanto, el problema admite una solución única. 

Es esencial la restricción de que todos sean menores que n; sin ella 
admite el problema varias soluciones. Por ejemplo: 

89=58L}4+424+1i=>=ë}4+64t+il=3. +9445... 

Observemos también que la demostración del teorema no presupone 
el conocimiento de la práctica de la división decimal, pues la existencia 
del cociente y del resto han sido demostradas en el $ b- 1. 

Este teorema permite dar la expresión de un número en el sistema 
de numeración de base n. Para ello, adoptemos como base un número 
cualquiera n > 1, y representemos los n — 1 números menores que n por 
signos o cifras cualesquiera. Por ejemplo, si n es el número 1 + 1 + 1 + 
+ 1 + 1 + 1 (que en el sistema decimal llamamos seis), podemos adop- 
tar las mismas cifras indias 1, 2. 3, 4, 5 que en el sistema decimal, Si, 
por el contrario, la base es el número doce, además de las cifras 1, 2, ..., 
9, necesitamos otras dos, que pueden ser, por ejemplo, los símbolos y y ?. 

Dado un número cualquiera N, es posible descomponerlo en la tor- 
ma [1-1] de un modo único; luego, el número está perfectamente deter- 
minado conociendo los coeficientes a, b, ..., hi; y como éstos son todos 
menores que n, a cada uno vodemos representarlo por una sola cifra; 
designaremos éstas por la notación: a, b, ..., h, respectivamente. 

Convendremos en representar el número N escribiendo estas cifras 
de derecha a izquierda, en el orden en que las hemos obtenido: 


[1-3] N=hgf...ba, 


expresión convencional, cuyo significado es la igualdad [1-1], y que no 
debe confundirse con un producto. 

Se indica la base del sistema en que está escrito un número, poniendo 
ésta como índice, a la derecha o a la O de este modo: 


hgf...cban 0 mhgf. cba 


Nótese que en el sistema de base n, este número n está expresado 
siempre por las cifras 10; y para evitar la ambigúedad que de este modo 
resultaría, dicho índice se escribe en el sistema decimal. Por ejemplo: 

43v1 ua, 2347, 11010010, ... 


El valor de cada cifra depende, pues, del lugar que ocupa en la ex- 
presión [1-3]; la primera cifra de la derecha expresa unidades simples; 
la siguiente representa unidades de primer orden (cada una de las cuales 
equivale a n simples); la siguiente, unidades de segundo orden (cada una 
de las cuales es n’), ete. 

Puede suceder que algunas divisiones sean exactas; el resto es en- 
tonces 0, y en la serie de cifras [1-3] escribiremos el símbolo O en el 
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lugar correspondiente. Su omisión alteraría completamente el significado 
de la expresión [I-3]; en cambio, no se altera agregando ceros a la iz- 
quierda. 

La representación diádica o binaria, de base 2, tiene interés para 
algunas cuestiones matemáticas y por haberse adoptado como la más apro- 
piada en las modernas máquinas calculadoras electrónicas, En esta nota- 
ción, los primeros números naturales son: 

Decimal: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; 

Diádica: 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001. 

¿Cuáles son los números que se representan con la cifra 1 seguida 
de ceros? 

La suma y producto se calculan muy fácilmente, en cualquier siste- 
ma, aplicando las reglas conocidas para el decimal, reglas cuya demostra- 
ción se base en la expresión [1-1]. Por ejemplo, en el sistema diádico es 
101 + 111 = 1100. 

Las propiedades de los números naturales que se estudian en Mate- 
mática son válidas cualquiera sea el sistema de representación adoptado, 
y pueden ser demostradas a partir de los axiomas y definiciones dados en 
el $ 2. Las propiedades que varían con los sistemas de representación no 
son propiedades de los números naturales, sino de los polinomios [1-1] 
que los representan. Por ejemplo, 1+4+1-+1 se representa por una cifra, 
3, en el sistema decimal, y por dos, 11, en el diádico. Lo que verdadera- 
mente interesa son las propiedades de los múmeros, y no la de los sím- 
bolos que los representan. 

La comprensión del uso de tablas de cálculo numérico se facilita por 
aplicación del algoritmo de la numeración. 

Para el producto de números de muchas cifras, es muy práctico el 
uso de las Rechentafeln, de A, L, CRELLE (W. de Gruyter, Berlín, 1930), 
que contienen todos los productos entre números inferiores a 1000. Puede 
considerarse este libro, por lo tanto, como una tabla de PITÁGORAS para el 
sistema de base 1000, y son necesarias 999 cifras; podemos adoptar como 
tales las mismas expresiones: 1, 2, ..., 99, 100, ..., 999, Para expresar 
un número en este sistema, se sigue la regla: se dividen las cifras del 
número dado, a partir de la derecha, en grupos de a tres; los grupos ob- 
tenidos expresan las unidades simples, de primer orden, segundo, etc. 

Así tendremos, por ejemplo: A 

408125970683 = 40 812 597 063 (1000 

Todas las reglas operativas son, pues, válidas cuando se adopta esta 
base 1000, operando con grupos de tres cifras en vez de cifras aisladas. 

Para la adición no tendrá ventaja la adopción de esta nueva base 
1000; pero sí la tiene para la multiplicación, utilizando las tablas de 
CRELLE. Con ellas abreviaremos considerablemente el producto de dos nú- 
meros de muchas cifras, aplicando la misma regla del sistema decimal, 
pero en vez de incorporar al producto siguiente las unidades superiores 
que resulten de cada producto, es mejor escribir éste integro; y en vez 
de correr cada producto parcial un lugar a la izquierda respecto del an- 
terior, será preciso trasladarlo tres lugares. 


EJEMPLO: Multiplicar 42965 062 por 684 213: 


Productos 42 965 062 
tomados de la tabla. 684 213 
213. 62 = 13206 s 3 206 
213.965 — 205545 
213. 42 = 8946 8 946 

42 408 
684. 62 = 42408 660 060 
684 . 965 — 660.060 28 728 


684. 42 28 728 29 397 253 966 206 
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Claro está que modernamente se han generalizado las máquinas de 
multiplicar, que permiten efectuar los productos con rapidez y seguridad 
considerables, sin necesidad de comprobación. 


III. Complementos sobre divisibilidad numérica. — a) RESTOS POTEN- 
CIALES. — Para estudiar fácilmente cuestiones de divisibilidad, es conve- 
niente conocer los restos que dejan las potencias sucesivas de un número, 
es decir, sus llamados restos potenciales, equivalentes al cálculo de po- 
tencias en el álgebra I» de un sistema de clases residuales módulo m 
(§ 5-12, a). Obsérvese que aquí no puede demostrarse como teorema la 
fórmula [6-28], porque la ley cancelativa puede no cumplirse para m 
compuesto. Del mismo modo que 3.5 = 3.9 (mód. 12), no implica la 
congruencia incorrecta 5 = 9 (mód. 12), tampoco de 3? = 3° . 3 (mód. 12) 
podría deducirse 3° = 1 (mód. 12), aunque sea cómodo adoptar como de- 
finición a° = 1 (mód. m) si a = 0 (mód. m). (Cfr. § 2-3). 

Un elemento a de Im se llama nilpotente si existe una potencia de a 
tal que a*=0 (mód. m). Por ejemplo, lo es 5 respecto al módulo m — 25. 
Se prueba fácilmente (hágase) que si el módulo p es primo, en I, no pue- 
den existir otros elementos nilpotentes que los a= 0 (mód. p). 

Un elemento a de I, se llama unipotente, si existe una potencia de 
a tal que a*=1 (mód,. m), y el menor exponente no nulo, y, tal, que 
a =] (mód. m) recibe el nombre de gaussiano de a (o período de los 
restos potenciales de a) respecto al módulo m. 


TEOR. 1: La condición necesaria y suficiente para que a sea unipo- 
tente respecto al módulo m, es que a y m sean primos entre sí ($ 5-5, b). 


En efecto, la condición es necesaria, ya que un factor primo de m 
lo es de a? — 1, y por lo tanto, no puede serlo ni de a” ni de a ($ 5-9, as). 
La condición es también suficiente, pues si a y m son primos entre sí, 
hay un número finito de potencias de a incongruentes en 1n ($ 5-12, a), 
y si para hk >k es a= a* (mód. m), es decir: a*(a™" —1)=0 (mód. m), 
entonces, por el teorema de EucLIDES ($ 5-6, c), ha de ser a**=1 (mód. 
m), con h—k= g. 

Teniendo en cuenta esta última desigualdad, y además que, para un 
exponente h=9.q +", (r< g) es 

a*= a" = (a%)*.a” =1%.a"=a" (mód. mj, 
regulta que: los restos potenciales del número a primo, con el módulo m 
forman una sucesión periódica, que comienza en a” =1, y de período 
igual al gaussiano, Y. 

Si el módulo p es primo, todos los números naturales no divisibles 
por p son unipotentes, y su gaussiano es un divisor de p — 1, según afir- 
ma el célebre e importante teorema de FERMAT: 


TEOR. 2: Si a es un número natural cualquiera, no divisible por el 
número primo p, entonces es: 


[1-4] aP*=1 (mód. p). 
En efecto, los múltiplos de a: 
ao=0, a=1.a, @=2.a, ..., GApra=[(p—1).a 


son ircongruentes dos a dos, es decir, forman un sistema completo de 
números incongruentes mód. p ($ 5-12, a), pues la diferencia 

a, — ü, = (r— s) .a, (p>r—s>o0), 
no puede ser múltiplo de p, al sef r—s y a primos con p ($ 5-9, a1). De 
aquí resulta: 
Qi. Az... Qp- =1,2.8 ... (p— 1), (mód. p), 
es decir: . 


(r— 1) ! a = (p— 1)! (mód. p), 
y por la ley cancelativa [5-24] para p primo, queda demostrado [I-4]. 
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Obsérvese que puede ser p—-1 > g; por ejemplo, en Ñ es ¥=1, }#=1, 
6*=1 (mód. 7). 

Si a no es primo con m, entre las potencias de a calculadas en In 
sólo puede haber un número finito de números incongruentes dos a dos 
(§ 5-12, a), por lo cual la sucesión de restos potenciales de a respecto a 
m será también periódica a partir del primer resto que se repita, y cons- 
tará de una parte no periódica, formada al menos por a° = 1, que no se 
repite. Por ejemplo, los restos potenciales de 15 (mód. 12) son 1; 3, 9; 
3,9; .. ¡los de 2 (mód. 12) son 1, 2; 4,8; 4,8; .. 


sv b) CRITERIOS PRÁCTICOS DE DIVISIBILIDAD. —Dado un número N es- 
crito en el sistema de base n, sus cifras vienen dadas mediante [1-1]. 


Sean Ti, a Ta ... los restos potenciales de n, es decir: 


n E L, n Er, nE ray E ra.n, NE Tr (mód. m); 
y multiplicando estas congruencias por a, b, e, d, ..., h, respectivamente, 
y sumándolas, resulta: 
[1-5] N &a+brn per: + dri... + hrs (mód. m). 
Por lo tanto: 


1° El resto (mód. m) del número N = h ... d c b a, escrito en el 


sistema de base n, es el mismo que el de la suma de los productos de sus 


cifras a, b, c, ..., h, por los restos de las potencias sucesivas: n°, tř, 
2 
NAi 


22 La condición necesaria y suficiente para que N sea divisible 
por m es que lo sea el número [1-5] usi formado. 


Obsérvese que también pueden utilizarse algunos restos por exceso, 
en vez de los restos por defecto. Sea, por ejemplo, r's el resto por exceso 
de n’, es decir, rs = m — t's, y pof tanto, 


N =a + brn + cer + dim—r) +... = 
=a + br + or: — dri + ... (mód. m), 


luego, si algún resto por defecto es mayor que el resto por exceso, con- 
vendrá utilizar éste en vez de aquél, sin otra variación que la de restar, 
en vez de sumar, el producto por la cifra respectiva. Si la sustracción 
no es posible, basta sumar un múltiplo conveniente del módulo para que 
sea factible. 


Haremos aplicación de este criterio general, para deducir los carac- 
teres de divisibilidad por 2, 3, 4, 5, ..., en el sistema decimal. Calcula- 
remos, pues, los restos potenciales de 10, respecto de cada uno de estos 
módulos. 

Si 10 es nilpotente en I, el criterio sólo afecta a las últimas cifras, 
correspondientes a potencias de 10 no múltiplos de m. Así tendremos: 


m 10% 10% 10% 10% 10% 10" 





2 1 0 0 O rad 
4 1 2 0 Do. EEEE A 
8 1 2 4 a E E 
5 1 0 0 Dra 
25 1 10 0 A E 


y aplicando el criterio general anterior, resultan los siguientes criterios 
de divisibilidad: 
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MóbuLo 2: Ha de ser a = 2, 

MóbuLo 4: Ha de ser a + 2b = 4. 

MóbuLo 8: Ha de ser a + 2b + 4c = ê. 
5 


MóbuLo 5: Ha de ser a = 5, es decir, a = 0, o bien a = 5. 

MóbuLo 25: Ha de ser a + 10b = 25, es decir; el número forma- 
do por las dos últimas cifras ha de ser múltiplo de 25: 00, o 25, o 50, 
o 75. 


El lector puede enunciar las reglas respectivas, traducción de estas 
condiciones, al lenguaje vulgar. Análogamente resultan las reglas para 
m = 2' y para m = 5"; pero carecen de interés. 


Para los módulos que contienen factores primos distintos de 2 y 5, 
todos los restos potenciales de 10 son distintos de cero, y por lo tanto in- 
tervienen todas las cifras. Basta dar el período de restos para modulos 
que sólo contienen un factor primo. 

m 10% 10% 10% 10% 1% 10% 10” 


q _ 


3 1 60.000.009. 900600010000. 01*+...//.:.0%.0.0....:. ... e . 
9 1 60.0%0090000000000000000006$0$£.n::2.tm.00U.+... e. %6 6... e 
q 1 8 2 —1 —3 —2 . e... 
11 1 —1 . co...» .. e. . . ...6.. 
13 1 —3 —4 —1 3 4 . e... 
Criterio de divisibilidad por 3 o por 9. — La suma de todas las ci- 
fras ha de ser un múltiplo de 3 o 9, respectivamente. 
Criterio de divisibilidad por 7. — Como los restos 6, 4, 5 son mayo- 


res que los restos por exceso 1, 3 y 2, convendrá utilizar éstos; y así 
resulta que la condición para que sea N divisible por 7, es: 
(a+3b+2c) —(d4-3e+-2f) + (9 +3h+4-21) — (34-3k+21)+...=7 
Así, por ejemplo, el número 1107 421 es múltiplo de 7, por ser 
143.24+2.4-7-—2.1+1=7, 
Criterio de divisibilidad por 11. — Tomando en vez del resto 10 el 
resto por exceso 1, resulta, como condición de divisibilidad por 11: 


abed+e... = (a+e+e+...) — (b+d+...) = 11; 
por ejemplo, el número 80797 no.es múltiplo de 11, por ser la suma al- 
ternada de sus cifras 7 + 7 + 8—9 = 13; su resto es, pues, 2. 


c) INDICADOR DE UN NÚMERO. — Dado un número cualquiera 
a B Y A 
m=a b c ... l , es interesante para muchas cuestiones averiguar 
cuántos números hay en la sucesión 
[1-6] 1,2,3,....m, 


que son primos con m; el número de ellos se llama indicador de m, y 
se suele designar con el símbolo y (m). 

Indicador de un número m es, pues, el número de números primos 
con m y no superiores a él. 

Convendremos en considerar al: número 1 como primo consigo mismo, 
de modo que será: $ (1) =1. 

En la sucesión [1-6] serán primos con m los que no sean múltiplos 
ni de a, ni de bd, ni de c, ..., ni de l. Quitemos de dicha sucesión [1-6] 
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los múltiplos de a, luego los de b, ete., y vayamos contando los números 
que en ella van quedando. Los múltiplos de a no mayores que m son q, 


2a, 3a, .. o a, y por lo tanto, hay m/a múltiplos de a en [I-6], los que 


suprimidos dejan en [1-6] m — — = Z . (a —1), números primos 


m 
con a. Los múltiplos de b no mayores que m son b, 2b, 3d, ..., e b, 


pero sólo hemos de quitar de éstos los que no sean múltiplos de a. En 
los múltiplos de b sólo serán múltiplos de a aquellos cuyo coeficiente lo 
sea, por ser a primo con b. Así, pues, los múltiplos de b que no lo son 


de a serán los de la sucesión 1, 2, 3, ..., T que no sean múltiplos de 


(a—-1). Suprimidos de [I-6] los 





: , m 
a, y que por el caso anterior son ba 


múltiplos de a y de b, quedan: 





m m 
E (a—1) — La (a—1) = 


Descontemos ahora los múltiplos de c que no lo son ni de a ni de b. 


T (a — 1) (b— 1) números. 


Los múltiplos de c son c, 2c, 3c, ..., = c, y de éstos, no serán múltiplos 


, ; e m 
ni de a ni de b los que no lo sean en la sucesión 1, 2, 3, ..., -y> que 





por el caso anterior sabemos son (a— 1) (b — 1). Suprimidos de 


[1-6] los múltiplos de a, de b y de c, quedan = (a—1)(b—1) - 


m m 
cab Ge abc 


Siguiendo así sucesivamente, obtenemos como valor del indicador: 





(a—1) (b—1)(c— 1) números. 


m 
p (m) = abc. ..I (a— 1) (b— 1) (c—1) ... (1I—1) = 
e=l. Bat Ye k=l 

= 4& b c pl (a—1)(b—1)(c—1) ... (1—1). 
IV, Bibliografía. — Damos a continuación una breve noticia sobre 


libros que, entre otros muchos, pueden servir para ampliar nuestra expo- 
sición o para profundizar temas de este capítulo que interesen particular- 
mente. 

Se ha procurado que las obras citadas puedan ser apropiadas para 
ser consultadas por nuestros lectores, o bien que representen cimas maes- 
tras, de influencia decisiva en la marcha del pensamiento científico. 


1. Una exposición simplificada de la teoría cardinal del número y su 
conexión con la teoría ordinal, así como un desarrollo más completo de 
las técnicas operatorias y teoría de números, sólo esbozadas aquí, se en- 
cuentran en: 

1059); REY PASTOR: Elementos de Análisis algebraico. (Bs. As., 5% ed., 


2. Un ensayo de crítica de las diversas teorías del número, con expo- 
sición preferente de la cardinal, conteniendo en cada caso adecuada re- 
seña histórica y además un capítulo sobre números aproximados de gran 
valor didáctico, es: 

M. O. GONZÁLEZ: Introducción al Análisis matemático. (Matanzas, 
Cuba, 1940). 
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Una introducción moderna y muy correcta, con los elementos de la 
teoría de conjuntos y del álgebra abstracta indispensables para dar 
generalidad y significación a los resultados de la aritmética clásica es: 

M. BALANZAT: El número natural y sus generalizaciones (Univ. Nac. 
Cuyo, San -Luis, ler. fascículo, 1953; 2% fasc., 1954). 


3. Basado también en la teoría cardinal, de carácter elemental y di- 
dáctico, pero destinado a preparar al alumno para proseguir estudios su- 
periores, con desarrollo de las teorías elementales tomando siempre en 
cuenta, al adecuado nivel, los resultados y métodos de la Matemática mo- 
derna, está el libro, apropiado para estudios pre-universitarios, de: 

A. A. MONTEIRO y J. S. PAULO: Aritmética racional, (A. Machado, 
Lisboa, 1945), 


4, De carácter análogo al anterior, es el de: 
J. REY PASTOR: Aritmética racional. (1% parte, Bs. As., 1927; 2% par- 
te, Bs. As., 1932). ; 


5. Una introducción elemental a las modernas teorías algebraicas 
abstractas, muy adecuada para completar nuestra exposición y servir de 
puente a estudios superiores, es la de: 

G. BIRKHOFF y S. MACLANE: A survey of modern algebra. (Mac- 
millan, Nueva York, 1941; 2% ed., 1953; traducción castellana: Algebra 
moderna, Teide, Barcelona, 1954). 

Desde el punto de vista del álgebra moderna, se desarrolla la teoría 
de números en: 


H. HAssE: Zahlentheorie. (Akad. Verlag, Berlín, 1949). 

Una introducción lúcida y sencilla del álgebra abstracta es la de 

P. DUBREIL: Algèbre. I; Équivalences, Opérations, Groupes, Ánneaua 
Corps. (Gauthier-Villars, París. 2% ed.» 1954). 

Un completo desarrollo de la teoría moderna de los reticulados se 
encuentra en: 

G. BIRKHOFF: Lattice Theory. (Amer. Math. Soc., Coll. Publ. n° 25; 
2% ed., Nueva York, 1948). 

Más amplias aplicaciones con atención escrupulosa al detalle y a la 
generalización, conteniendo numerosos ejemplos y contraejemplos, y las 
mutuas relaciones de los conceptos introducidos, da la obra de: 

M. L. DUBREIL-JACOTIN; L. LESIEUR y R. CROISOT: Leçons sur la 
théorie des treillis des structures algébriques ordonnées et des treillis 
géométriques. (Gauthier-Villars, París, 1953). 

Una descripción precisa del método axiomático, ilustrada “con aplica- 
ciones a teorías fundamentales contiene: ' 

R. B. KERSHNER y R. L. WiLcox: The anatomy of mathematics. (Ro- 
nald Press, Nueva York, 1950). 

Una breve introducción lógica y el estudio de algunas estructuras 
fundamentales del Álgebra contiene el volumen siguiente, primero de una 
proyectada serie de tres sobre los conceptos básicos y sistemas algebrai- 
cos del Álgebra moderna: 

A. CHATELET: Arithmétique et algèbre modernes. Tome I. Notions 
fondamentales. Groupes. (Presses Univ. de France, París, 1954). 


6. El desarrollo del método axiomático de PĐANO, expuesto con todo 
rigor y escrito para alumnos que inician sus estudios universitarios, está 
contenido en el pequeño libro de ` ; 

E. LANDAU: Grundlagen der Analysis. (Akademische Verlagsg., Leip- 
zig, 1930; Chelsea, Nueva York, 1946). Traducción inglesa: Foundations 
of Analysis. The arithmetic of whole, rational, irrational and complex num- 
bers. (Chelsea, Nueva York, 1951). 

Un desarrollo cuidadoso del método de PEANO, que destaca el papel 
esencial de las clases de equivalencia, da: 
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A. VOGEL: Klassische Grundlagen der Analysis. (Hirzel, Leipzig, 
1952). 

Dedicado al humanista, siguiendo a PEANO, con crítica severa de 
FREGE, pero según las ideas del siglo XIX, está la obra de 

F. WAISMANN: Introduction to mathematical thinking. The forma- 
tion of concepts in modern mathematics. (Trad. ingl., Harper, Nueva 
York, 1959). 


7. Adopta también el método de PEANO para la introducción del con- 
cepto de número, la primera obra sistemática sobre las modernas teorías 
abstractas del Álgebra, escrita de mano maestra, pero no apropiada para 
principiantes: 

B. L. VAN DER WAERDEN: Algebra (2 vols.: Erster Teil: 5% ed. de 
Moderne Algebra I, 1960; Zweiter Teil; 32 ed. de Moderne Algebra II, 
1955. Springer, Berlín); trad. inglesa: Modern Algebra (Ungar, Nueva 
York, 1949). 

Similar en propósito a la obra anterior, de la que puede considerarse 
brillante sucesora, es la obra más moderna: 

N. JACOBSON: Lectures in abstract algebra; (Van Nostrand; Toron- 
to-Nueva York-Londres), cuyo Vol. I: Basic concepts (1951), da ya una 
introducción a las ramas principales del Álgebra moderna. 

Más elemental, muy influido por las ideas de VAN DER WAERDEN y 
BOURBAKI (ver 9), con exposición excelente y numerosos ejercicios está: 

G. PICKERT: Einführung in die höhere Algebra. (Vandenhoeck y Ru- 
precht, Göttingen, 1951). 

Mientras para una generación de algebristas, “Algebra moderna” sig- 
nificó el libro de VAN DER WAERDEN (cuya 1% edic. data de 1931) o acaso 
uno o dos posteriores, el Algebra abstracta ha evolucionado profundamen- 
te, en parte por motivaciones de otras ramas de la Matemática que, como 
la Topología algebraica, muestran insaciable apetito por estructuras alge- 
braicas. Conceptos casi ignorados por la “vieja Álgebra moderna”, como 
el de producto tensorial de módulos, son hoy de importancia central. El 
nuevo espiritu del Álgebra se advierte en la obra citada de JACOBSON, en 
la de BOURBAKI (ver 9) y es magistralmente presentado en la obra si- 
gulente: 

C. CHEVALLEY: Fundamental concepts of algebra (Academic Press, 
Nueva York, 1956). 


8. La teoría general de los campos de números, determinantes y ál- 
gebra, representando un estudio precursor de lo que se ha llamado des- 
pués “Álgebra moderna”, está incluído en: 

B. LEvı: Introduzione alla Analisi matematica. I: Teoria formali. 
(Hermann, París-Parma, 1916). 


9. Obra en curso de aparición por fascículos sucesivos es la escrita 
bajo el nombre ficticio de BOURBAKI, a que responde un grupo de mate- 
máticos franceses de la nueva generación. En ella se desarrollan en forma 
rápida, a veces esquemática, pero completa y rigurosa, ilustrada con am- 
plia ejemplificación, las ideas básicas de las teorías matemáticas en su 
más amplio grado de generalidad. Esta obra, no recomendable para prin- 
cipiantes, es: 

N. BOURBAKI: Éléments de mathématique. Première partie: Les 
structures fondamentales de l'analyse. (Lib. I: Conjuntos; Lib. II: Alge- 
bra; Lib. III: Topología; Lib. IV: Funciones de una variable real; Lib. 
V: Espacios vectoriales topológicos; Lib. VI: Integración; Hermann, 
París, 1939 a 1962). 

Sobre metodología y fundamentación de la Matemática, citaremos loş 
siguientes textos: 


10. Examen crítico de la metodología de la Matemática, realizado a 
un nivel asequible para principiantes, lo constituye el pequeño libro de 
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J. REY PASTOR y P. PuIG ADAM: Metodología y didáctica de la Mate- 
mática elemental. (2% ed., Iberoamericana Bs. As., 1948). 


11. Una exposición elemental, completa y ordenada de los problemas 
metodológicos y de fundamentación de la Matemática, de objetivo didác- 
tica y no dialéctico, conteniendo en forma sucinta las líneas esenciales de 
cada sistema y larga lista bibliográfica, ofrece: 

F. 1. TORANZOS: Introducción a la Epistemología y fundamentación 
de la Matemática. (2% ed., Espasa-Calpe, Bs. As., 1949). 


12. Una obra clásica de carácter metodológico, que ha tenido una 
gran influencia en la enseñanza de la Matemática elemental, por estable- 
cer en forma magistral la relacion de sus problemas con las cuestiones de 
carácter superior y su mutuo enlace. la da: 

F. KLEIN: Matemática elemental desde un punto de vista superior. 
3 vols., I: Aritmética, Álgebra, Análisis, 1927; II: Geometría, 1931; 19 
trad. castellana, Bibl. Matemática, Madrid; reed. Bs. As., 1949, de la 
3% ed. alemana, Springer, Berlín, 1924-25-28). 

En el mismo orden de ideas está la obra más reciente, con notas his- 
tóricas y didácticas, de 

M. PIAZZOLLA BELOCH: Lezioni dı Matematica complementare (La 
Matematica elementare vista dall'alto). (Inst. Geom. Un. Ferrara, 1953). 


13. Famosa obra de colaboración, que en forma miscelánea trata los 
puntos críticos que debe conocer a fondo el profesor de Matemática en la 
enseñanza secundaria y pre-universitaria es la de: 

F. ENRIQUES: Questioni riguardanti le matematiche elementari. (2 
vols., 3% ed., Zanichelli, Bolonia, 1924 y 1926). 


14. Un libro de alta divulgación, muy ameno y pedagógicamente es- 
crito, sin bajas concesiones, pera dirigido al gran pública de cultura 
media, que da una visión general de los conceptos y métodos empleados 
en la Matemática, es el debido a: 

R. COURANT y H. RoBBINS: What is mathematics? (Oxford Unív. 
ba 1941; traducción castellana: ¿Qué es la matemática?, Alda, Bs. As., 
1954). 

De gran valor humanístico y científico, debido a la pluma de unos 50 
eminentes matemáticos franceses, sobre el significado científico, cultural 
y filosofico de las diversos aspectos de la Matemática, es el libra editado 
por: 

F. Lm LIONNAIS: Les grands courants de la pensée mathématique. 
(Cahiers du Sud, París, 1948). 

Obra que na debiera ser ignorada por ningún hombre culto, sobre la 
naturaleza, características, métodos, calidad artística y vitalidad de la 
Matemática, sus antecedentes históricos y su influencia en el progreso 
humano es la de: 

M. KLINE: Mathematics in western culture. (Oxford Univ. Press, 
Nueva Yark, 1953). 


15. Obra de filosofía científica sobre metodología, fundamentación 
y crítica sistemática e histórica de las ideas esenciales para el estudio de 
la Naturaleza, conteniendo en su primera parte matemática el método 
lógico y axiomático y el problema del infinito, a la que sigue una segunda 
parte física sobre espacio, tiempo, causalidad y la posición relativa que 
respecto al mundo exterior toman las actitudes realista e idealista, es la 
traducción revisada y ampliada del original alemán de: 

H. WEYL: Philosophy of Mathematics and Natural Seience. (Prince- 
ton Univ. Press, 1949). 

Admirable ejemplo de exposición sencilla sobre el desarrollo de los 
conceptos físicos basados en la Matemática es: 

E. WHITTAKER: From Euclid to Eddington. A study of conceptions 
of the external world. (Cambridge Univ. Press, 1949). 
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16. Las ideas de BOoLB dieron lugar a la moderna Logística, la que 
ha sido principalmente desarrollada por PEANO y su escuela en la obra 
altamente especializada que ha marcado una época en la Matemática: 

G. PEaNo: Formulaire de Mathématiques. (Ediciones sucesivas y 
rampantes de 1895 a 1908, Carré et Naud, Paris). 


17. Versión castellana de un resumen de las teorías de RUSSELL, şe- 
gún las cuales la Matemática es sólo una parte de la Lágica, conteniendo 
la teoría cardinal del número, así como problemas relacionados con la 
teoría de las magnitudes, teoría ordinal de conjuntos, espacio, infinitud, 
continuidad, geometria y dinámica, aun actual en muchas de sus partes, 
a pesar de corresponder a una redacción de 1903, es: 

ND RUSSELL: Los principios de la Matemática. (Espasa-Calpe, 
Bs. As., 1948). 


18. El libro anterior fué escrito coma introducción de la abra mo- 
numental, cuya influencia en el desarrollo de la filosofía científica con- 
temporánea ha sido enorme, tratado de carácter altamente especializado: 

A. N. WHITEHEAD y B. RUSSELL: Principia mathematica. (3 vols., 2% 
ed., Cambridge Univ. Press, 1925-27-27). 

La fuente ariginal de la abra anteriar está en la obra recientemente 
reeditada en alemán-ingiės de: 

G. FREGE: Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch mathematis- 
che Untersuchung über den Begriff der Zahl. The foundations of Arith- 
metic. A logico-mathematical inquiry into the concept of number. (Philos. 
Libr., Nueva York, 1950). 

Dos valiosos textos elementales de pocas páginas sobre la lógica an- 
tigua y moderna son: 
due I. M. BOCHENSKI: Ancient formal logic. (North-Halland, Amsterdam, 

1). 

I. M. BocHENsKI: Précis de logique mathématique. (Kroonder, Bus- 
sum, 1948). 

Obra actual y completa con numerosas aplicaciones, conteniendo los 
últimos resultados es la de: 

J. Ros8sEr: Logic for mathematicians. (McGraw, Nueva York, 
1953). 

Enriquecido con notas históricas y referencias a la literatura contem- 
poránea, está la compacta abra: 

LORENZEN: Formale Logik (W. de Gruyter, Berlín, 1958). 


19. El formalismo de HILBERT y el problema matemático de demos- 
trar la no-contradicción de la Matemática, pueden estudiarse en las ci- 
guientes obras de dicho autor y sus discipulos; la primera, de carácta r 
más sintético y elemental, puede servir de introducción a la segunda, cuya 
contribución a la teoría de las definiciones recurrentes y a la teoría de 
la demostración es fundamental : 

D. HiLBERT y W. ACKERMANN: Grundzüge der theoretischen Logik. 
(3% ed., Springer, Berlín, 1949; trad. ingl.: Chelsea, Nueva York, 1950). 

. HILBERT y P. BERNAYS: Grundlagen der Mathematik. (2 vals., 
Springer, Berlin, 1934-39). 

Excelentes introducciones modernas sobre la lógica, que interesa a 
los matemáticos, más técnica la primera, más comprensiva de diversos 
métodos y escuelas la segunda, son: 

P. C. ROSENBLOOM: The elements of Mathematical Logic. (Dover, 
Nueva York, 1950). 

E. W. BETH: Les fondements des Mathématiques. (Gauthier-Villars, 
Paris, 1950). 

Un tratamiento amplio de la lágica simbólica, siguiendo los puntos de 
vista establecidos por su autor en publicaciones anteriores, da: 

R. CARNAP: Einfúhrung in die symbolische Logik mit besonderer Be- 
rücksichtigung ihrer Anwendungen (Springer, Viena, 1954); trad. ingle- 
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sa: Introduction to symbolic logic and its applications (Dover, Nueva 
York, 1959). 

Adecuadas introducciones elementales a la fundamentación de la Ma- 
temática, con discusión de los diferentes puntos de vista, son: 

E. R. STABLER; An introduction to mathematical thought. (Addison- 
Wesley, Cambridge, Mass., 1953). 

R. L. WILDER: Introduction to the foundations of Mathematics. (Wi- 
ley, Nueva York, 1952). 

Una moderna y completa introducción a las investigaciones actuales 
sobre lógica matemática es la magnífica obra de 

S. C. KLEENE: Introduction to metamathematics, (D. van Nostrand, 
Nueva York, 1952). 

Importancia histórica tiene la obra, cuya orientación no es primor- 
dialmente matemática: 

H. REICHENBACH: Elements of symbolic Logic. (Macmillan, Nueva 
York, 1947). 

Os de texto clásicas, adecuadas para cursos universitarios, son 
las de: 

W. VAN O. QUINE: Methods of Logic. (Holt, Nueva York, 1950). 

W. VAN O. QUINE: Mathematical Logic. (Harvard Univ. Press, 
Cambridge, Mass.; 2% ed., 1951). 

De carácter más especializado es: 

E B. CURRY: Leçons de logique algébrique. (Gauthier-Villars, París, 
1952). 

Libro muy didáctico y elemental, pero también profundo y revelador, 
que presenta los principios más importantes que intervienen en la cons- 
trucción de las teorías matemáticas, con orientación crítica bibiográfica, es: 

A. TARSKI: Introduction to Logic and to the Methodology of Deduc- 
tive Sciences (Nueva York, 1951); trad. castellana: Introducción a la 
ed e e la Metodología de las Ciencias deductivas (Espasa-Calpe, Bs. 

S., 1). 

De carácter más elevado, también con orientación bibliográfica, cons- 
tituye una buena introducción a la lógica moderna la obra: 

J. FERRATER MORA y H. LEBLANC: Lógica matemática (Fondo de Cul- 
tura Económica; México y Bs. As., 1955). 

Con puntos de vista personales inspirados en la fenomenología de 
HUSSERL, está: , 

D. García BACA: Introducción a la lógica moderna (Labor; Barce- 
lona, 1936). 


20. Obra de crítica filosófica, escrita con gran erudición y con el fin 
expreso de dar un panorama completo de la evolución histórica del pen- 
samiento matemático, teniendo por objetivo tratar el problema de la ver-: 
dad trascendente en Matemática, problema que en la fundamentación de 
ésta queda por principio y en general fuera de los trabajos realizados por 
matemáticos, es la de: 

L. BRUNSCHVICG: Las etapas de la filosofía matemática. (Lautaro, 
Bs. As., 1945; trad. de la 8% ed. francesa, Alcan, París, 1929). 

Breve obra excelente, también centrada en el problema de la verdad 
matemática, cuyo título expresa con precisión su contenido, es: 

H. B. CURRY: Outlines of a formalist philosophy of Mathematics. 
(North-Holland, Amsterdam, 1951). 


CAPÍTULO II 


EL NÚMERO REAL Y EL NUMERO COMPLEJO 


$ 7. CONCEPTO DE NÚMERO REAL 


1. Segmentos inconmensurables y resolución aproximada de 
ecuaciones. — a) Se ha visto ($ 6-6) que por pequeña que sea 
la diferencia entre dos números racionales, a y b, a < b, exis- 
ten infinitos números racionales intermedios; por ejemplo: 


b A a r 
a+. > 0<v<2”,n=1, 2, 3, ... Por esto se decía 
que los puntos racionales forman un conjunto denso sobre la 
recta, y así, para todos los propósitos prácticos de medida, los 
números racionales son ampliamente suficientes. a 

Aun desde el punto de vista teórico, parece a primera vista 


que en la recta no caben más puntos, estando éstos tan juntos 
como se quiera. 


La comprobación de que los puntos racionales no llenan la recta, mar- 
ca una época en la historia antigua de la Matemática, y data de hace 
unos veinticinco siglos, cuando el renombre del filósofo PITÁGORAS DE 
SAMOS y de su secta recorría las islas del mar Egeo. Para los pitagó- 
ricos, los puntos no sólo tienen posición, sino que son además extensos, 
de modo que un segmento está formado por un número finito de puntos. 
Al jefe de la secta se atribuye el llamado teorema de PITÁGORAS, cuyas 
consecuencias son bien antipitagóricas, como veremos. En efecto, si los 
catetos son iguales, para poder ubicar exactamente la hipotenusa y for- 
mar el triángulo veremos que hay que “romper” esos puntos extensos, 
por pequeños que sean, y al no haber “átomos de extensión”, un segmento 
tendrá infinitos puntos. Parece probable, sin embargo, que aquel teorema 
sólo fué conocido por los pitagóricos (por lo menos los primeros) en ca- 
sos partienlares, en que la relación se verifica entre números naturales 
tales como 3, 4 y 5: 3? 4 4? B?, 


El teorema de PITÁGORAS afirma que la “razón”, r=d!/c, 
entre la longitud, d, de la diagonal del cuadrado y la longitud. 
c, de su lado, debe satisfacer a: 


[7-1] œ = (rc)? =e + e= 2e, 
y por ello se suponía que existía un “número” r tal, que 
[7-2] r? = 2, 


Pero si r se pudiese expresar por la fracción irreducible 
s/t, habría de ser s? = 2t?, es decir, s sería par, y al poner 
s= 2s, quedaría 2s, = t, con lo cual t seria también par, 
en contra de la hipótesis de que s y t no tienen divisor común 
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(§ 6-1). Así queda probado que no existe ningún número ra- 
cional que cumpla [7-2], es decir, que exprese y 2. 

Si dividimos el segmento c en partes iguales, cada una de 
éstas se llama parte alícuota de c. La misma demostración 
anterior prueba que ninguna parte alícuota de c (es decir, c/t) 


f c 
cabe un número exacto de veces (s. +? en d, por lo cual se 


dice que c y d son segmentos inconmensurables (sin medida 

común). Así es fácil construir geométricamente, a partir del 

origen, un segmento inconmensurable con el de longitud 1 

(fig. 20), y si su extremo se 

marca con el compás, el pun- 

to obtenido no podrá coinci- 

dir con ningún punto racio- 

nal de la recta, por próximos 

que éstos estén entre sí, Ello 

parece tan paradójico a nues- 

tra intuición inmediata, que 

0 l v2 justifica el efecto que ha de 

producir en toda mente re- 

flexiva como era la de los 
griegos. : 

El principio rector que éstos siguieron para introducir los 
números fraccionarios fué el de poder medir las longitudes 
mediante números, y si se quiere seguir manteniendo una 
mutua correspondencia entre números y puntos de la recta, nos 
veremos obligados a introducir el número irracional. Geomé- 
tricamente, éste representará la longitud de un segmento in- 
conmensurable con la unidad, aun cuando después demos del 
mismo ($ 7-4) una definición aritmética rigurosa. 


Problemas análogos al anterior son, por ejemplo, el deter- 
minar la longitud y 3 de la diagonal de un cubo de lado uni- 
dad, o el lado Y 2 de un cubo de volumen 2. 

b) Estos resultados son casos particulares del siguiente importante 


teorema, fácilmente demostrable, y que también obtendremos en los 
SS 17-4, y y 41-4: 


Fig. 20. 


Si plz) =" + mar” + ax? 4... +a, eg un polimonio en que el 
coeficiente del término de mayor grado es uno, y todos los demás coefi- 
cientes Qi, Qr, ..., A, son enteros, entonces la ecuación plx) = 0 no tiene 


raíces fraccionarias (racionales no enteras). 

Hay dos tipos de ecuaciones de la clase anterior Uno de ellos es el 
que corresponde a la ecuación 
[7-3] gr —2=0 
que aun cuando no tenga raíces racionales, las tiene aproximadas, es 
decir, existen números racionales que aproximan a cero el primer miem- 
bro de [7-3], tanto como se quiera. 

Esto no ocurrirá para ecuaciones del otro tipo, tal como 
[7-4] æ +1i=0. 
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pues cualquier número racional hace al primer miembro de [7-4] mayor 
o igual a 1. , i . 

La posibilidad de ir aproximando más y más, con números raciona- 
les, soluciones de las ecuaciones del primer tipo, justificará la introduc- 
ción del número irracional, mientras que para la resolución de las ecua- 
ciones del segundo tipo necesitaremos introducir el número imaginario. 

Los números racionales, ampliados con los irracionales (no 
expresables como “razón” de enteros), formarán el campo de 
los números reales. Éstos, ampliados con los imaginarios (no 
reales), formarán el campo de los números complejos, 


2. Sucesiones. — Es importante precisar este concepto pa- 
ra el estudio de la aproximación sucesiva de la incógnita en el 
tipo de problemas visto en el apartado anterior. 

Sucesión es un conjunto infinito, cuyos elementos repeti- 
dos o no, están en correspondencia con los números naturales. 
Si llamamos a, al elemento que corresponde al número natu- 
ral n, tendremos: 


[7-5] AB dr ME a 
S f 
[7-6] A) la Q3 ... An 


de modo que una sucesión puede indicarse en la forma [7-6]. 
Los números naturales mismos forman la sucesión [7-5]. El 
subíndice n, que indica el número de orden del elemento, se 
llama orden del elemento. 


EJEMPLOS: 1. En la sucesión: 


ta 1 1 1 1 
-T —, —, —, —,... 
[7 ] 1, 2 3 3 4 5 
US t =l, u=- u=, 
y el término »-ésimo es: 
1 
Un — —a 
n 
2. En la sucesión 
z 1 1 1 1 1 1 
-8 PA A TA TEO T 
Cee] 2° 2?) 4? 4) e? B 
el término »-ésimo es: 
[7-8*] n= E 


29 +1— (—1)* 


3. Conociendo la expresión general del término n-ésimo se puede es- 
cribir la sucesión. Por ejemplo: si en [7-8] damos a » los valores 1, 2, 


3, ..., O0btenemos los elementos sucesivos de [7-8]. Si fuera: 
ft, = ES 
a J 
la sucesión sería: 
. 1 1 — 1 1 — 1 (— 1)" 
7-9 AÑ A A A e A 
[ ] 2 , 4 , 8 , 16? 32 , 9" 


4, El lector ha considerado sucesiones infinitas muchas veces sin Sa- 
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berlo. Por ejemplo, al dividir 1 por 3, los cocientes aproximados forman 
la sucesión: 


[7-10] dı = 0,3, a: = 0,33, aa = 0,333, au = 0,38333, ... 

En el último ejemplo, los elementos de la sucesión [7-10] 
dan valores tan próximos como se quiera al cociente 1/3, por 
cuya razón diremos que la sucesión [7-10] tiene límite 1/3, o 
converge hacia 1/3, y escribiremos: 


[7-11] a 


N— 00 3 
Por ejemplo, la diferencia + - An es menor que 


_ Y 
SEA 10.000 
para el cuarto término y todos los que le siguen, pues 


4 — 0,3333 = 0,000033 ... < 0,0001, ete. 

En general, la sucesión [7-6] será convergente hacia a: 

[7-12] lim a, = a 
n—> w 

cuando para cada número « > 0, tan pequeño como se quiera, 
existe un número natural N = N (e), tal que 
[7-13] | an—a| <e para todo n>N. 
Gráficamente esto significa que, dado un intervalo (a— e, 
a+ e), los elementos de la sucesión caen dentro de él desde uno 
dado en adelante. 

Las sucesiones [7-7], [7-8] y [7-9] son convergentes (con límite 0). 


Mostrarlo gráficamente. En cambio, no lo es la sucesión [7-5] de los nú- 
meros naturales, ni la sucesión 


[7-14] 1, —1, 1, =1, 1, ... (—1)"" ... 

(obsérvese la expresión del término n-ésimo). Sin embargo, hay una di- 
ferencia importante en el comportamiento de ambas, pues en [7-5] los 
puntos n se alejan hacia la derecha tanto como se quiera, desde uno dado 
en adelante, mientras que en [7-14], los términos de la sucesión oscilan 
entre —1 y 4 1, En el $ 20 estudiaremos detenidamente ambos casos. 

Recordemos ($ 6-5, c) que una sucesión a; Sas as... 
con An Æ An para todo subíndice n, se llama monótona cre- 
ciente, mientras que si a > 42 = 4d = ... Con 4, = Qn» pa- 
ra todo n, se llama monótona decreciente. Si se verifica a, < 
< 49 <43< ... O bien 41 > 42 > az >... (sin signos de igual- 
dad), la monotonía se llama estricta. 

La sucesión de término general $. = 1 +3% +... +(1/n)—ln(n +1) 
es monótona creciente, y aun conservándose acotada, no se sabe hoy en 
día si converge o no hacia un número racional. Sin embargo, veremos 
($ 22-3, b), que converge hacia un número real, llamado constante de 
EULER o MASCHERONI, cuyo valor aproximado es 0,577 215 6649... 


3. Aproximaciones decimales y su generalización. — Para 
ocupar la recta mediante un conjunto denso de puntos, no es 
necesario considerar todos los puntos racionales. Basta, por 
ejemplo, tomar los números racionales cuyo denominador es 
una potencia de 10, llamados fracciones decimales. También 
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histarían las fracciones diádicas, es decir, las que tienen por 
denominador una potencia de 2, expresables por un número 
'inito de cifras en el sistema diádico o binario de numeración 
(ver Cap. I, nota 11); el ejemplo con que hemos comenzado el 
$ 7-1 corresponde a este caso. 

El número N representado en cifras decimales por 


Y, A1 Ar ... An tiene la forma: 
N =g +a1,.10* +a2.10?+... +a.n.10-. 
EJEMPLO 1: 
1 8 9 2 271 892 
27,1892 = 27 +30 + 100 + “1000 + “10000 ~ 10000 


Si s/t es tal que t = 10”, es inmediato que es fracción de- 
cimal. Pero el recíproco no es cierto, pues si ésta se pone en 
forma de quebrado, pueden sus términos tener algún divisor 
común y reducirse a una fracción cuyo denominador sea algún 
divisor de 10”. 

271 892 67 973 

EJEMPLO 2: 0000 = -3500 ` 

Por otra parte, ninguna fracción irreducible cuyo denomi- 
nador contenga otros factores primos que 2 y 5 (§ 5-9, aı) pue- 
de ser fracción decimal. 


EJEMPLO 38: 


2/11 = s/10” implicaría 2.10” = 11s, y el factor primo 11 
no figura en el primer miembro ($ 5-9, a,). Sin embargo, de- 
cimos que 

2/11 = 0,181818 ..., 


lo que significa que 2/11 está entre 0 y 1, entre 1 y 2 décimas, 
entre 18 y 19 centésimas, etc., es decir, podemos aproximar 
2/11, por defecto y por exceso, mediante aproximaciones de- 
cimales, tanto como queramos, -de manera que: 


0< 2/11 <1 

0,1 < 2/11 < 0,2 
0,18 < 2/11 < 0,19 
0,181 < 2/11 < 0,182 


CEE r r a a r 0.4. 6. >». E E G 


Los miembros extremos determinan una sucesión de inter- 
valos encajados ($ 6-6), cuya amplitud sucesiva 1, 10, 102, 
10-3, ..., tan pequeña como se quiera, acota el error cometido 
por la aproximación respectiva. 

De acuerdo con la definición de límite (5 7-2), las aproxi- 
maciones decimales por defecto (exceso) convergen hacia 2/11. 

En este caso, la sucesión de aproximaciones decimales es 
muy fácil de determinar, pues si consideramos la sucesión cre- 
ciente que se acerca a 2/11 por defecto, se ve que la cifra de- 
cimal que está en cualquier lugar impar es 1, y la que está 


, 
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en cualquier lugar par es 8, ya que la expresión decimal infi- 
nita de 2/11 resulta periódica. 


En general, la expresión decimal de cualquier número ra- 
cional que no sea fracción decimal es periódica. Reciíprocamen- 
te, toda expresión decimal periódica indefinida representa (con- 
verge hacia) un número racional. 


En efecto, si un número racional no es fracción decimal, para hallar 
n cifras decimales después de la coma bastará multiplicar el numerador 
por 10” y efectuar con el denominador la división entera vista en el 
$ 5-1; ello equivale, al crecer n indefinidamente, a efectuar la división 
indefinida en la forma práctica acostumbrada. Ninguno de los sucesivos 
restos puede ser nulo, pues entonces tendríamos una fracción decimal. 
Si t es el denominador del número racional, sólo puede haber, a lo mas, 
t—1 restos distintos (de 1 a t—1 inclusives) por lo cual alguno habrá 
de repetirse, y desde entonces los demás irán repitiéndose también en el 
mismo orden en que aparecen detrás del repetido primeramente. Por lo 
tanto, en el cociente las cifras formarán también períodos. 

Recíprocamente, una expresión decimal periódica indefinida tiene en 
general la forma E, APPP..., en que E representa el conjunto gi, Jo ..., 
Y, de cifras de la parte entera, A el a;,, az, ..., a, de la parte decimal no 
periódica, y P el p, Po, ..., px de la parte decimal periódica. Dicha ex- 
presión representa un número racional, en el sentido de que converge ha- 
cia él la sucesión obtenida tomando una. dos, tres ..., n, ... Cifras deci- 
males, sucesión monótona creciente cuyos elementos están comprendidos 
entre los que tienen ¿+ mk y ¡+ (m-+1)k cifras decimales, con m=0, 


1,2, ... . En efecto ($ 4-10), podemos poner: 
E,APP...,P = EA + 107.P.(10* + 10% + ... + 10”*) = 
-m K 
= EA + 107. P 4, 
sucesión creciente convergente para m — % al número „racional E,A + 
-j -m 
LT con un error menor que 10*.P. Ser tan pequeño 
como se quiera, para m suficientemente grande. 
EJEMPLO 4. 5,2181818... = lim (5,2+10™.18 (10° +10-t+ ... + 
m — 0 
1—10” 107.18 
cam = i 10.18. ——~—— =n —— z= 
+ 10°")) Toe (5,2+10”,18 101 ) 5,2 + ioi 
_ _52,(100—1) +18 
z 990 


La resolución aproximada decimal de la ecuación zr? = 2 
conduce también a una expresión decimal indefinida, que repre- 
senta una sucesión de intervalos encajados de amplitudes su- 
cesivas 1, 10-*, 10-?, ..., tan pequeñas como se quieran, y que no 
puede determinar un número racional, por no serlo y 2. Aun- 
que no se conoce una ley explícita que determine las cifras su- 
cesivas, pueden determinarse tantas como se quiera obteniendo: 

1? = 1<2< 22=4 


(1,4)? = 1,96 < 2 < (1,5)* =2,25 
(1,41)? = 1,9881 < 2 < (1,42)? = 2,0264 
(1.414)? = 1,9998396 <2 < (1,415)? = 2,00225 
(1,4142)? = 1,99996164 < 2 < (1,4143)? = 2,00024449, ete. 
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Esto nos sugiere la siguiente definición: “Número” es una 
expresión decimal indefinida, pudiéndose considerar la fracción 
decimal como caso particular de expresión periódica que acaba 
en ... 000... oen ...999... (0,25000 ... = 0,24999 ...). 
Entonces, los números racionales resultan las expresiones de- 
cimales periódicas, y los números irracionales, las expresiones 
decimales aperiódicas. 

Hasta mediados del siglo XIX, éste era el concepto aceptado 
de número real. El período de revisión crítica de los funda- 
mentos y principios de la Matemática y el desarrollo de la Geo- 
metría analítica y el Cálculo infinitesimal exigieron un análi- 
sis más preciso del concepto anterior, realizado por MÉRAY y 
WEIERSTRASS (1869), DEDEKIND (1872), CANTOR (1872), etc. 

Ante todo, el sistema decimal de numeración puede ser 
reemplazado por otro cualquiera (ver Cap. I, nota II), y la 
definición de número real debe ser independiente del modo de 
representar los números. Esto nos lleva a tener que formular 
una definición por abstracción (§ 1-6), en que la relación de 
equivalencia quede establecida en forma precisa. Por otra par- 
te, deben definirse las operaciones fundamentales con resulta- 
dos que queden determinados de acuerdo con la definición de 
número dada (por ej.: 7,36363 ... + 1,63636 ...), y para 
dichas operaciones debe demostrarse el cumplimiento de las 
leyes formales. 

Sin embargo, es fácil aprovechar, generalizándola, la idea 
esencial de las aproximaciones decimales del número que de- 
terminan. Éste debe quedar contenido en una sucesión de in- 
tervalos encajados, cuyas amplitudes sucesivas se pueden hacer 
tan pequeñas como se quiera, sin que para ello el 10 y sus sub- 
múltiplos tengan por qué desempeñar ningún papel especial. 
Vamos, pues, en esta forma, a introducir por definiciones y 
métodos, análogos a los del capítulo 1, el concepto de número 
real. 


:4. Definición de número real por sucesiones de intervalos 
encajados. — Llamamos monótonas contiguas a dos £ sucesiones 
indefinidas, tales que: 

1% La sucesión indefinida ai, Q2, Qa, ..., Ai, ..., €S monó- 
tona creciente, y la a',, 4», 43, ..., 4;, ..., es monótona decre- 
ciente; es decir ($ 7-2) 


fa < 4d 43 E... 


l ay == at» = a 2. 
29 Todo número a; de la primera es menor que su corres- 
pondiente de la segunda, es decir: a:< a';. 
39 La diferencia a; — a; entre dos términos correspondien- 
tes llega a ser menor que cualquier número positivo e, desde 
un valor de ¿ en adelante. 


IA 


a; 


HA 


[7-15] 


IV 


Uii 
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Las condiciones 1? y 2? hacen ver que los pares de térmi- 
nos correspondientes a; y a'; determinan intervalos J; encaja- 
dos sucesivamente unos en otros, de manera que cualquier ex- 
tremo inferior a; de dichos intervalos es menor que cualquier 
otro extremo superior a';. Por la condición 3?, la amplitud de 
los intervalos J; puede hacerse tan pequeña como se quiera pa- 
ra 1 suficientemente grande. El conjunto lineal de puntos a; 
se dice contiguo al de los a’; por quedar todos los puntos del 
primer conjunto a la izquierda de los del segundo, y existir 
pares de elementos de ambos conjuntos tan próximos como se 
quiera (§ 7-6). 

Así se obtiene lo que se llama un par de sucesiones monó- 
tonas contiguas, o una sucesión de intervalos encajados, o tam- 
bién un encaje de intervalos que indicaremos: (a;; a;). 

Llamaremos elemento de separación, o mejor frontera del 
encaje de intervalos (a;;a';), a todo número que sea igual o 
mayor que cada uno de los números a;, e igual o menor que 
cada uno de los a/;. Existe a lo más un número racional « que 
sea frontera de (a;;a';), pues si existiesen dos «a; y az no po- 
dría hacerse a, — a; menor que | «, —«, |, en contra de la 3% 
condición de contigilidad. Pero también puede suceder que no 
exista punto frontera racional de un determinado encaje de 
intervalos fa;; a'¿), como hemos visto en $ 7-3. Esto nos lleva 
a la “creación” del número irracional, mediante la siguiente de- 
finición general por abstracción de número real: 

La igualdad de dos números reales se introduce por el he- 
cho de que la aproximación por defecto de cada uno de ellos 
no supere a la aproximación por exceso del otro; es decir: 

Un par de sucesiones monótonas contiguas [7-15] de nú- 
meros racionales definen un número real, « =3Ja;;a',p, con la 
condición de que: 

[7-16] 30450 = {bi bih sia; S d,, bisa; 
para cualquier par de subindices i, f. 


Más precisamente, esto equivale a introducir la siguiente relación de 
equivalencia ($ 1-5) entre pares de sucesiones monótonas contiguas de 
números racionales: Ja,, a',p E<b;, bib, si y sólo si œ; <S b’, bi Sa; 
y definir los números reales por las correspondientes clases de equiva- 
lencia. 


Este ente abstracto adquirirá categoría de “número” una 
vez definidas las operaciones de suma y producto para las cua- 
les se demuestre se conservan las leyes formales conocidas 
(§ 2-6). 

Si llamamos a los términos a; de la sucesión creciente apro- 
ximaciones racionales por defecto del número real a, y a los 
a'; de la sucesión decreciente aproximaciones racionales por 
exceso de a, la relación de equivalencia [7-16] que establece la 
igualdad «œ = 8 entre dos números reales significa que cual- 
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quier aproximación por defecto de « ó f no supera a ninguna 
aproximación por exceso de 8 ó «a, respectivamente. 

A esta definición corresponde el siguiente postulado geo- 
métrico de CANTOR: Dada una sucesión de intervalos encaja- 
dos, J; = [a;, a'¡], existe siempre un punto a perteneciente 
a todos ellos. 

Este postulado, también llamado de continuidad de la recta, 
nos permite dar mediante el punto a (fig. 21), la representa- 
ción geométrica del número real Ja;; a';p, y entonces la rela- 
ción de equivalencia [7-16] cobra un significado geométrico 
intuitivo inmediato. También vemos que los números reales 
con elemento de separación racional tienen a éste como repre- 
sentación geométrica: más adelante ($ 7-5, f) estableceremos 





Fig. 21. 


el isomorfismo que nos permitirá identificar ambos conceptos. 

Dado un número racional h, podemos elegir sucesiones mo- 
nótonas contiguas muy sencillas, que lo tienen como frontera: 
por ejemplo: 


lh, h, h, ...; h+4, h+ ht4, ... t= h, 
lh — 0,1; h— 0, 01; ...; h+0,1; R+0,01; ...p=h. 


Llamaremos cero al número real cuyas aproximaciones por 
defecto nunca son positivas y las aproximaciones por exceso 
nunca son negativas; se ve, inmediatamente, que su represen- 
tación geométrica es el punto cero u origen de coordenadas. 


5. Operaciones fundamentales y desigualdad entre números 
reales. — Las operaciones fundamentales de adición y de mul- 
tiplicación y la relación de desigualdad las definiremos en la 
siguiente forma: 

a) Adición. Dados dos números reales, e = {ai d'i} Y 

4b;; d';», definidos por medio de sucesiones monótonas 
contiguas, se llama suma de e y f, y se representa por a + B. 
al número 
y = {u + d;3 0, 4D" 


definido por las dos sucesiones: 
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tı Hbi Saz +b: Sas +b S... Sa; +b 
a'i Hb Zaat b Z ag Ht ba nn Iit o 
que son monótonas por serlo las dadas; y además contiguas, 
pues siendo @; S i, bi SL, es a; + bi S'i + bay 

(1, +0',) — (a; + bi) = (œi — a) + (b'i —b:) 


y como @’';i — 4; y b'i — b: pueden hacerse tan pequeños como 


IV TIA 


se quiera, también (a'; + d'¡) — (a; + b:) puede hacerse 

menor que e, con sólo elegir ¿ de modo que sea: œ’; — qi $ 
b'i — b; <—. 

y < 2 


Además. esta definición es la de una operación entre clases de en- 
cajes de intervalos que dan los sumandos reales, y no una operación en- 
tre los encajes mismos, porque su resultado es "independiente del encaje 
de intervalos que representa cada sumando, es decir, se cumple la ley 
uniforme. En efecto, si suponemos definidos los mismos números a y £ 
por otras sucesiones: 


a = les; e's} , R= Ifa; ft , 
y formamos la suma łe; + fi; € ¿+f'), entonces: 
por ser 3a,; 4, = Je; e'h y db: Dub =J4Jf,; f',p se tiene en virtud 
de [7-16] 


a, 


Se, bsf de donde Ja +b Sef: 
en E 


AE l entha, 
luego: 14, +b,; a +b', L= Jle +f.: e's f} 


Es muy fácil demostrar (hágase) que se conservan las le- 
yes formates de la adición ($ 6-2, b), es decir, las leyes asocia- 
tiva, modular, conmutativa y cancelativa. 

b) La sustracción se define como operación inversa de la 
adición, pero para la práctica de la operación es mejor aplicar 
la regla general de sustracción ($ 3-6, a), por la que se suma 
al minuendo el opuesto del sustraendo. Llamaremos œ’ = 4¢;, C'i} 
opuesto al número «=4Ja;,a',p si cumple la condición «+0=0, 
por lo que debe verificarse : 

aite S0, wite: Z0, es decir: € Z — Oi Ci S — li, 
debiendo suprimirse el signo = en una de estas condiciones, si 
se verifica en la otra. No hay, por lo tanto, más que un solo 
opuesto, que puede expresarse así: a* =—4”;, —ajh, y cual- 
quier otro es igual a él, por el criterio de igualdad. El opuesto 
a « se designará por — a. Obsérvese que las aproximaciones 
por defecto de — a son las opuestas de las aproximaciones por 
exceso de a, y análogamente para las del otro lado, lo que se 
aclara en la representación geométrica. 

Dados los números reales e y f, existe un número único 8 
que, sumado con «, da el número £; este número se llama dife- 
rencia o resta entre B y a. En efecto, la condición 8+ e = £ 
equivale a ésta: 8 + a + (— a) = B + [—a), osea 8 = B + 


(— a). 
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Por consiguiente, si es a = Ja;; a), B = 3b,; d',), la dife- 
rencia (6 —a es el número 

ô = 4b;; b',t + ¿— 0; — 0,1) = 4b;— 0%; b'i — a;b. 

Así, las aproximaciones por defecto de la diferencia se ob- 
tienen restando de las homónimas del minuendo las aproxima- 


ciones por exceso del sustraendo, y análogamente por el otro 
lado. 


EJEMPLO 1. (Cfr. $ 8-8, c,): 


r—e=4 3, 381, 314, 3141)... 4, 32 315, 3,142, ...++ 
+43, —2,8, —2,72, —2,719, ...5 —2, —27, —2,71, —2,718, ...b= 
=4 0, 08, 0,42, 0/422,...; 2, 0,5, 0,44, 0,424... 


c) Desigualdad. Un número real, a = Ja;;a';), se llama 
positivo, (a > 0), si tiene positiva alguna aproximación por 
defecto, es decir, a, > 0 para algún n. Se llama negativo 
(a < 0) si tiene negativa alguna aproximación por exceso, es 
decir, a, < 0 para algún n. Si no se da ninguno de estos dos 
casos, habrá de ser el número real cero ($ 7-4). La desigual- 
dad a > £ se define mediante «— 8 > 0. 


d) Multiplicación. Dados dos números reales positivos, 
a=30;,0%p>0 y o t> 0, se llama producto, «a.ß, 
al número «.ß = 4a; bi; «i dy, si se toma a; > 0, b; > 0 pa- 

Qı. bı <= 4. ba Li S a.b 
Ed 


ra todo t. 
a’ . b”, > da . b': 2 a, . bd, ) 


son contiguas, pues por ser 0<a,<«a, y 0<b,<b', se deduce 
a, b, S œ: b'i; además, siendo 
a; bi, — ai bi = a'ı (b'i — bi) + bi (a'i — a), 

y como 4; y b: son números que no exceden de cierta cota, mientras que 
b'i —b: y a'i —a, pueden hacerse tan pequeños como se quiera, tam- 
bién a: b'i — a; b, puede hacerse menor que cualquier número dado. Las 
dos sucesiones son, pues, contiguas, y al número real ja, b.; a',b',| así 
definido, lo llamamos producto de a por 6. 

En general: llamamos producto de dos números reales cualesquiera, 
positivos o negativos, al producto de sus valores absolutos, con signo 


Las dos sucesiones monótonas: 


IV IIA 


+ Ó —, según sean ambos del mismo o distinto signo. El producto por 
cero es cero. 
EJEMPLO 2: 
a = 1, 14, 141, 1,414, ...; 2, 15, 1,42, 1,415, ...) 
B = 4—4, —3, —2,84, —2,830, ...; —2, —2,8, —2,82, —2,828, ...? 


Como £ es negativo, tomaremos su valor absoluto; es decir, su nú- 
mero opuesto, que es: 


12, 2,8, 2,82, 2,828, ...; 4, 3, 2,84, 2,830, ...), 
y multiplicando por a, obtenemos: 
aB = —42, 3,92, 3,9762, 3,998792, ...; 8, 4,5, 4,0328, 4,00445, ...) 


La definición de multiplicación dada mediante dos parti- 
culares representaciones (encajes) de los factores reales tiene 
sentido, por cumplirse la ley uniforme. 
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En efecto, supongamos a y £ definidos por otras sucesiones distintas: 
a = Jei; e'it, B = {fi; Fit; el número Je, f.; e',f';p es el mismo Ja, dy; 
a'i b'i}. La demostración es como en la suma, si a y £ son positivos. 
La conclusión subsiste, aunque no sean positivos, pues además de lą igual- 
dad de valores absolutos ya demostrada, tienen el mismo signo. 


Se demuestra muy fácilmente la conservación de las leyes 
formales de la multiplicación ($ 6-2, b), es decir, de las leyes 
asociativa, modular, conmutativa, cancelativa y distributiva. 
Así también, un producto no puede ser nulo sin serlo alguno de 
los factores ($ 6-3). 

También se demuestran (hágase) las leyes formales de la 
desigualdad ($ 6-5, a), es decir, las leyes de tricotomía, tran- 
sitiva y de monotonía de la adición y multiplicación. 


e) La división se funda en la existencia de los números 
recíprocos. Dado un número positivo, 6 =4b,;b',p > O, existe 





un número, a ; z y cuyo producto por £ es 1. 
1 4 


à 1 1 ; 
En primer lugar, por ser b; < b',, es F < F Como los números 
i i 
positivos b; van creciendo, se conservan mayores que un cierto número 
positivo 8, es decir, b, > 3, y con mayor razón b', > 8; luego se verifica: 








1 11. _ by.—b, b'i — bi 
be hi b’: . b; < ê” ? 
pero b’; — b; puede hacerse tan pequeño como se quiera; luego, también 
LA : en efecto, para que sea menor que e, basta hacer b',—b,< 
<e. ô. 
E ; ; my ,_ Ji 1 L 
Las sucesiones definen, pues, un número positivo, 8’ = F E 
i i 
que se llama reciproco de R, y cuyo producto por £ es 
1 1 t bi b, 
CBA ; — r’ ibi; bit = 3—— 5 
pie A 
Todos los números E son menores que 1, y todos los n son 


1 i 
mayores que 1; luego, 1 es el valor de este producto. Que el número £” es 
el único que cumple esta condición, resulta de la ley de monotonía; por- 
que cualquier otro número, mayor o menor que él, multiplicado por Æ, 
da un producto mayor o menor que el anterior. 


Obsérvese que las aproximaciones por defecto de f£” son re- 
cíprocas de las aproximaciones por exceso de £, y análogamen- 
te para el otro lado. 

Dados dos números positivos, a = 44;; 4», B = 3b,; Dd',), 
existe un número único y, cuyo producto por R es a. 

En efecto, si es 8 y = «, multiplicando por el recíproco de £, 
resulta 8 8’ y = a 8’, es decir: y =a f'; y recíprocamente, este 
número y. así determinado, cumple la condición impuesta, pues 
multiplicando por £ resulta 6 y =af'B = a. Este número y 
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se llama cociente de a por f, y se designa por Á o « : 8B. Por 
consiguiente: 


B 
z A le e 0 
q an 45 Leo do >] 


Si los números a y £ no son positivos (ni nulos), su cociente 
es el cociente de los valores absolutos, con signo + o —, según 
que ambos tengan el mismo o contrario signo. En efecto, al 
multiplicar por el divisor el número así formado, el producto 
coincide en valor absoluto con el dividendo, y además en signo. 
Si es a=0, pero 6 =0, es a: 8 =0. 

Resumiendo: en el sistema real son posibles siempre las 
cuatro operaciones racionales: adición, sustracción, multipli- 
cación y división, excepto la división por cero. (¿Por qué?). 
También son aplicables las reglas operativas de los números 
racionales, que son consecuencias de las propiedades funda- 
mentales arriba expuestas. 


f) Además, en el caso de que los datos de las operaciones 
sean números reales con frontera racional, el correspondiente 
resultado tiene como frontera el número racional resultado de 
la operación en el campo racional, es decir, puede establecerse 
un isomorfismo ($ 3-5) entre los números racionales y los nú- 
meros reales con frontera racional, lo que justifica su identi- 
ficación en la teoría general del número. En esta forma, los 
números racionales se consideran un caso particular de los 
números reales. Los números reales que no son racionales se 
llaman irracionales. 





6. Clases contiguas y cortaduras de Dedekind. — a) Se llaman, en 
general, clases contiguas a dos conjuntos no vacíos, A y A”, de números 
que cumplan las condiciones: 


1%) Ordenación: Todo número ae A es menor que todo número g’ e A’. 
22) Contigúidad: Para cada e >0 existe un par de números, az A y 

a e A”, tales que ar —ac< e, 

Es ejemplo de clases contiguas en el campo racional un par de su- 
cesiones monótonas contiguas ($ 7-4). 

Si dado un par de clases contiguas en el campo racional, ampliamos 
dichas clases, haciendo que además de las dos condiciones anteriores se 
cumplan: 

32) todo número menor que un número de la clase A o clase inferior. 
pertenece a esta clase; 

4%) todo número mayor que un número de la clase A” o clase superior, 
pertenece a esta clase; 

entonces se obtiene lo que se llama una cortadura en el campo racional. 

Una sucesión de intervalos encajados determina siempre una corta- 
dura, mediante la aplicación de estas dos condiciones. Recíprocamente, 
dada una cortadura JA; A'), podemos siempre determinar de infinitas 
maneras pares de sucesiones monótonas contiguas tales que sus aproxi- 
maciones por defecto pertenezcan a la clase inferior A, y sus aproxima- 
ciones por exceso a la clase superior A”. 

La condición de contigúidad muestra que en toda cortadura, a lo 
más existe un número racional a no clasificado. Porque si hubiesen dos 
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a, < & se tendría a<a<a<a', es decir, a'—a > a%—a«a, para cua- 
lesquiera a y a, y tomando e < a —a,, dicha condicion de contigúidad 
no podria cumplirse, 

Los cuatro casos siguientes pueden presentarse en una cortadura 
JA; A'?, de clases no vacías: 

19) Existe un número racional no clasificado a. Entonces, los números 
de la clase inferior son los números menores que a, y los números de 
la clase superior, los mayores que a, El número a determina la cor- 
tadura, y recíprocamente, la cortadura define a. 

29) Existe en la clase inferior un número a no superado por los demás. 
Entonces, los números de la clase inferior son los números que no 
superan a ea, los números de la clase superior son los mayores que a. 
El número a, máximo de la clase inferior (§ 23-14), determina la 
cortadura; la cortadura define a. 

3°) Existe en la clase superior un número a que es superado por los de- 
más. Correlativo del anterior, siendo ahora «a mínimo de la clase su- 
perior (§ 23-14). 

4°) Todos los números racionales quedan clasificados, sin que la clase 
inferior tenga máximo ni la clase superior mínimo. Entonces, la cor- 
tadura define un número irracional a, que resulta mayor que todos 
los números de la clase inferior y menor que todos los números de 
la clase superior. 

Este último caso se da efectivamente, como hemos visto ($ 7-3), cla- 
sificando en la clase inferior todos los números racionales negativos y 
los positivos de cuadrado menor que 2, y en la clase superior todos los 
números racionales positivos de cuadrado mayor que 2. 

Si una cortadura clasifica a todos los números racionales (como ha- 
cía DEDEKIND), entonces basta que se cumpla para clases no vacías la pri- 
mera condición (ordenación), para que las demás, y en particular la de 
contigúidad, se deduzcan como consecuencia. 

bY DEDEKIND definió en 1872 el número real mediante cortaduras, 
mientras que las clases contiguas fueron introducidas por CAPELLI' en 
1897. En el $ 20-6 nos ocuparemos de las sucesiones regulares, o de 
CAUCHY, mediante las cuales se obtiene otro método de gran importancia 
teórica para introducir el número real; fué desarrollado en 1872 por 
CH. MÉRAY y G. CANTOR, Este método de CANTOR-MÉRAY fué evolucio- 
nando a través de las exposiciones de R. LIPScHITZ (1877), C. ARZELÀ 
(1883) y P. BACHMANN (1892), hasta llegar a ser el de las dos sucesio- 
nes monótonas contiguas aquí expuesto. Existen otros métodos para com- 
pletar la recta racional mediante los irracionales; históricamente, es im- 
portante el utilizado en sus lecciones de Berlín por C. WEIERSTRASS, y 
publicado en 1872 por E, KossAk, al considerar los números reales como 
representantes de conjuntos de infinitos elementos, tales las sumas infi- 
nitas acotadas de términos racionales positivos; modernamente se emplea 
el método de postular la existencia y unicidad del extremo superior 
($ 23-14) de todo conjunto lineal acotado superiormente. 

c) La desigualdad entre números reales dados mediante cortaduras, 
se define diciendo que «a < A si hay un número racional c que cumpla 
las condiciones c>œ>a y c< B, es decir, cuando hay un número de la 
clase superior de a que figura en la clase inferior de £. 

Dados dos números reales « y f, mediante cortaduras, a=4A; A”) 
y B=(¿B; B'!, al sumar cada número a de A con cada b de B, y cada 
a' de A’ con cada b’ de B’, se forman dos clases: A +B, A’ + B’, que 
definen la suma a + fB, pues cumplen la condición de contigüidad, ya que 
la diferencia, (@’ + b') — (a + b) = (@' —a) + (b'’— b), es positiva y 
puede hacerse arbitrariamente pequeña. 

Con procedimiento análogo al de la suma se forma el producto de 
dos números reales: se empieza por el caso de que ambos sean positivos, 
con la advertencia de poner en la clase inferior del producto los números 


= 


¿756 CONCEPTO DE NÚMERO REAL 107 


negativos y los productos de los elementos positivos de las clases inferio- 
res de los factores; el producto de dos números reales de signo cualquiera 
se define mediante el de sus valores absolutos y la aplicación de la regla 
de los signos. 


d) A partir de estas definiciones, también pueden demostrarse (véa- 
se bibliografía en nota IV) todas las leyes formales. Además, resulta que 
el sistema de números reales dados mediante cortaduras (y también por 
clases contiguas o cualquiera de los otros métodos señalados anteriormen- 
te) es isomorfo al sistema que nosotros hemos adoptado mediante suce- 
siones de intervalos encajados; es decir: todos esos sistemas correspon- 
den a un concepto de número real esencialmente único ($ 1-6). Aun más: 
en la nota I puede verse que, en general, el sistema de números reales 
cumple los importantes teoremas de plenitud y unicidad. 

Aquí, en particular veremos sólo que dos clases contiguas (y en par- 
ticular una cortadura o dos sucesiones monótonas contiguas), dadas no 
ya en el campo racional, sino en el campo real (es decir, sus elementos 
son números racionales o irracionales), tienen siempre un elemento real 
z uno solo de separación. En efecto, consideremos dos clases contiguas, 
ja; ap, en el campo de los números reales, y definamos una cortadura 
cu el campo racional, poniendo en la primera clase los números racio- 
nales que no superan a ningún q, es decir, a < «a; y en la segunda 
clase, los números racionales no superados por ningún a, es decir, a” > a. 

Puede haber un número racional excepcional mayor que todo « y me- 
nor que todo a”, pero no puede haber dos; pues si su diferencia fuera 
d > 0, sería a' —a«a > d, contra la supuesta contigiiidad de las clases. 

Prescindiendo de ese caso en que existe frontera racional, la clasi- 
ficación efectuada en el campo racional es una cortadura que define un 
número irracional ¿. No puede ser ¿< «, pues entonces habría un nú- 
mero racional intermedio a >; tampoco puede ser ¿ >, pues habría 
un número racional intermedio a'< ¿, Por consiguiente, es a<i¿<a, o 
bien a< ¿<a , 


Esta demostración es aplicable al caso en que se considere ya sea 
una cortadura, ya sea una sucesión de intervalos encajados, dadas en el 
campo real y no meramente en el racional, porque una y otra son casos 
particulares de clases contiguas. 

Mientras que las sucesiones de números racionales constituyen el mé- 
todo de cálculo de la aritmética (raíces, logaritmos, número e, etc.), estas 
cortaduras y sucesiones entre números reales, y más en general las cla- 
ses contiguas, son los instrumentos usados en aritmética y en geometría 
para definir longitudes, áreas, volúmenes, etc. Así, por ejemplo, el pú- 
mero 7 se define como número frontera entre dos sucesiones de números 
reales, perímetros de los polígonos regulares inscriptos y circunscriptos; 
o bien entre las dos clases contiguas de todos los polígonos inscriptos y 
rireunscriptos. Así también aparece la integral, definida como frontera de 
dos clases contiguas de sumas por defecto y por exceso. 

e) El postulado de continuidad de la recta en la forma de CANTOR 
(E 7-4) es el que corresponde al concepto de número real dado por suce- 
miones de intervalos encajados. Si se emplean cortaduras, el postulado 
correspondiente es el de DEDEKIND: 

Si los puntos de la recta se clasifican en dos conjuntos, de modo que 
todo punto del primero quede a la izquierda de todo punto del segundo, 
hay un punto único que separa ambos conjuntos. 

Intuitivamente, este axioma (demostrable como teorema a partir del 
de CANTOR, y recíprocamente) dice: Si imaginamos coloreados todos los 
puntos de una recta, los unos de rojo (clase A), los otros de negro (cla- 
ww A“), de tal manera que existan realmente las dos clases y cada punto 
tojo esté a la izquierda de cada uno de los negros, entonces los dos colo- 
vox, rojo y negro, estarán en contacto en un cierto lugar, a la izquierda 
del cual todos los puntos serán rojos y a la derecha todos negros. El 
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contenido esencial del postulado es que en aquel lugar hay realmente un 
punto único, cuya coordenada es el elemento frontera de la cortadura 
correspondiente. 


En el $ 7-1, a se ha visto que los puntos racionales, a pesar de for- 
mar un conjunto denso sobre la recta, no llenan a ésta. Para llenarla 
necesitamos los puntos irracionales, y como puede verse en la nota I, la 
recta en este caso no presenta ya “poros”, debiéndose considerar a los 
puntos racionales como “sumamente escasos” respecto de los puntos irra- 
cionales (nota 11). 


7. Conjuntos lineales: intervalos. — Los conjuntos de nú- 
meros reales se llaman lineales por la correspondencia biunívo- 
ca, sin excepción, que puede establecerse entre los puntos de 
una línea recta y los números reales, una vez fijado un siste- 
ma de abscisas ($ 6-6), es decir, un punto origen O (punto 0) 
y un punto unidad U (punto 1), que determinan la unidad de 
medida y el sentido positivo sobre la recta. En efecto, cada 
número racional positivo o negativo a está representado por 
un punto A o por el segmento OA. ($ 6-6). 

Dado un número irracional por dos sucesiones, 4», Any, 
los segmentos A, A”, que representan los pares de números 
racionales tienden a 0, y cada uno está contenido en el anterior, 
El postulado de continuidad de la recta expresa que existe un 
punto común a todos ellos, y ese punto se adopta como repre- 
sentante del número irracional. . 

Recíprocamente, dado un segmento cualquiera, OP, existe 
un número natural n tal, que n. OU > OP (Postulado de AR- 
QUÍMEDES), y subdividiendo la unidad (Postulado de división 
del segmento) se van obteniendo medidas por defecto y por 
exceso; si se llega en una de tales divisiones al punto P, re- 
sulta abscisa racional; en caso contrario se obtienen dos suce- 
siones contiguas de números racionales, que definen un nú- 
mero irracional, el cual adoptamos como abscisa del punto P. 

Llegamos así al principio fundamental de la geometría ana- 
lítica: Cada punto de la recta tiene una abscisa real, y a cada 
abscisa real corresponde un punto. 

En lo sucesivo, las palabras punto y número son sinónimas, 
y Ias relaciones aritméticas pueden expresarse en lenguaje geo- 
métrico, Así, por ejemplo, tenemos estas equivalencias: 


A la derecha de a mayor que a 
A la izquierda de a menor que a 
Distancia entre a y b | a—b | 
Intervalo abierto (a, b) conjunto a < x < b 


Intervalo cerrado o segmento [a, b] conjunto a Sx S b, 


Análogamente, los intervalos (a, b], [a, b) designan, respecti- 
vamente, los conjuntos a<x<b;aZ<x<b. VALLÉE POUS- 
SIN y otros autores usan esta notación de DIRICHLET para los 
cuatro tipos arriba definidos (a+ 0, b—-0), (a,b), (a +0, b). 
(a, b—-0), Algunos autores usan paréntesis angulosos, en vez 
de cuadrados. 
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Extremos del intervalo son los números a y b, y los núme- 
ros intermedios se llaman interiores. Éstos comprenden, de 
ahora en adelante, todos los números reales situados entre a y 
b, y no sólo los racionales, como en el $ 6-6, y que hemos uti- 
lizado para la introducción del número real mediante sucesio- 
nes de “intervalos racionales” encajados ($ 7-4). Amplitud del 
intervalo es el número b— a. 

Llamaremos intervalos infinitos a los conjuntos siguientes: 
(a, + œ), [la, +0), (—0,4), (—o,al, (—0,+ 0); 
Qa <£, aZ g, <a, <a, todo x real. 

La representación geométrica resulta muy útil para com- 


-b -a a b 
O 
Fig. 22. 


prender rápidamente las desigualdades y relaciones abstractas 
que se establezcan entre diversos números. Así, recordemos que 
de & <b se deduce — b < — a (fig. 22), y para a > 0 es tam- 
bién 1/b < 1/a. Se verifica |a.b| = la|.|b|;|1/a] = 

l jaj; lasb| = |aj/]b]|conb + 0. Se cumplen (fig. 23): 


a+b] S jaj+|b! 


AE 
[la] — lb] [la] — [1] 
<--------- > doo > 
0 4 b a+b a 0 a+b b 
== ===oooo=-o=-. > <- = =-= -=-= > 
Ja] + |b] Ja] + 10] 
Tig. 23. 
Son equivalentes las relaciones || <“r y —r<zu<r, 
(lig. 24), 
AA+ AAA 
E 0 r 
Fig. 24. 


uni como las | x —a|<r y a—r<x<aw+r, (fig. 25). 
El conjunto de números x que cumple esta última desigual- 
nil recibe el nombre de entorno simétrico del punto a, y tiene 
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amplitud 2r. En general, entorno de un punto c es todo inter- 
valo (a, b) tal que a < c <b. Entorno a la izquierda de c es 


ée © p æ rs e e a 2r -p er de an MA A > 
ar xX a Xp a+r 
Fig. 25. 


todo intervalo (a, c). Entorno a la derecha de c es todo inter- 
valo (c, b). 

En el 3 23-14 y Cap. VI, notas II y III, completaremos el 
estudio de los conjuntos lineales. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que cada uno de los siguientes números es irracional. 
a) 3V2; b)4(14+ V2); c) V2+ Y2; d) V3+Y2, y hallar pa- 
res de sucesiones monótonas contiguas que los determinen. Mediante ellas, 
calcular la diferencia del 19 y 3%, y el cociente del 2% y 4, 

2. Hallar un valor de %. tal que para n >n sea Vn+1— Vn< 
< 0,000 1. Generalizar, tomando el segundo miembro tan pequeño como 
se quiera. 

3. Demostrar que forman par de sucesiones monótonas contiguas 
fan; a'n} las obtenidas tomando. 

a Pp A aa Peena 
n — nè , n — ne , 


y hallar el número real que determinan. Aplicar la relación de equivalen- 
cia [7-16] entre Ja»; a.) y dba; b'at, 





aii=1l. ._ n>+1 
con b, = 3a b'an = 3n 
4. Sea 0 < xı < Yı, Yy pongamos para n > 1, Ynı = (£n + Yn) (media 
aritmética); £n = a (media armónica). Hallar el número real 


que determina el par de sucesiones monótonas contiguas {æăn; Ya} y apli- 
carlo a Y 2. 
5. Estudiar el par de sucesiones: 
(*) ann = blan + Ta); ran = V Ya Omar 
con dvo=0 y ro= 3, probando que son monótonas contiguas. Probar que 
e] elemento de separación es 1/7 — 0,318 309 886... considerando los a y 
r como apotemas y radios de polígonos regulares isoperimétricos cuyo 


número de lados se va duplicando, siendo el primero el cuadrado de perí- 
metro 2. 


6. Estudiar el par de sucesiones (*) para el caso general 0 < a, < ro, 
cuya frontera se llama media aritmético-geométrica de QU. y To. 


7. Si los números reales forman cuerpo de racionalidad, probar que 
los números de la forma a+bvV2 (a. b racionales) forman un sub- 
cuerpo de racionalidad, designado por R(V 2) (o también Ca, V2), cfr 


$ 17-1, a). Hallar los subcuerpos de racionalidad contenidos en Rı V 2). 
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8. a) Demostrar que la correspondencia a- b V7>oar+b yv 11 
(a, b racionales) no es un isomorfismo. b) Más aún: probar que no pue- 
de existir ningún isomorfismo entre los cuerpos R(V7) y R(V 11). 

9. ¿Continúa siendo válido el postulado geométrico de CANTOR ($ 7-4) 
sobre encaje de intervalos, si éstos son semicerrados o abiertos? 


10. Demuéstrese que son lógicamente equivalentes los tres princi- 
pios: 1%) De CANTOR ($ 7-4); 2%) De DEDEKIND ($ 7-6, e); 3%) De la 
existencia y unicidad del extremo superior ($ 23-14) de todo conjunto li- 
neal acotado superiormente ($ 7-6, b). 
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1. Raíz aritmética. — Siguiendo el método de aproximacio- 
nes racionales por defecto y por exceso ($ 7-4), dado un nú- 
mero real positivo cualquiera, f8, se pueden hallar dos números 
racionales que defieran en 1/1, y cuyas potencias m-simas com- 
prendan al número f. En efecto, la condición: 





n n 
si E es la parte entera de 8 . n", para que esta condición se 
cumpla basta que sea 

a” < E < (a + 1)"; 


luego, el numerador a de la fracción buscada es la raíz, en me- 
nos de una unidad, de la parte entera de Bn”. 


(4) B (E l | equivale a ésta: a” S B.n” < (a+1)”,y 


EJEMPLOS: 1. Hallar la raíz cúbica de -=F en menos de 0,01. For- 
4.100° 160000 
75 T 3 
la raíz cúbica de este número, en menos de una unidad, es 37; luego 0,37 


maremos el producto „ cuya parte entera es 53333; 


4 
y 0,38 son las raíces por defecto y por exceso de 5 en menos de 0,01. 


2. Raíz cuadrada de 7 en menos de 0,001. La parte entera de 7 1000* 
vn 3141592, cuya raíz cuadrada entera es 1772; luego, 1,772 y 1,773 son 
Ins raíces de 7, por defecto y por exceso, en menos de 0,001. 


Así, pues, dado un número real positivo f8 (racional o 


t . eg . a 
irracional), podemos hallar sus raíces m-simas a) = — 


l a +1 r 
i = — P defecto y por exceso, en menos de 1/n. 


Podemos subdividir la unidad y hallar las raíces en menos de 
l 1; pero como la potencia m-sima de an/n? = a/n está con- 


lenida en £, la nueva raíz por defecto será igual o mayor que: 


(sta; y como la potencia m-sima de a+ Do = sti 


vor que 8, la nueva raíz por exceso será igual o menor que 


es ma- 
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ésta. Siguiendo así, si calculamos las raíces por defecto y por 


1 1 1 
exceso en menos de —, —, —; ..., obtenemos las sucesiones 
n n mn 
monótonas (escritas como en la fig. 21): 
4 =4=*04=...04M4=04,=40,, 


que son contiguas, puesto que cumplen las condiciones siguien- 
tes: 
[8-1] di Lai, por ser  a”=p8<a'”, 
y además, 0, — a; = 1/n* < e, tomando 1 suficientemente 
grande, 

Hemos definido así un número real: 

a = 401, dz, lg, ...; Ur, UVa Ue ...p 
cuya potencia m-sima es: 
a” = {01", A3”, Ag", ...3 049,02, 0%, ...b, 

y como, según [8-1], es 8 el elemento de separación de estas 
dos sucesiones, resulta «” = 8. Cualquier otro número Y 2 « 
no puede satisfacer a esta misma condición, puesto que según 
$ 7-5, d, resulta a'” 2 a”. Por consiguiente: 

Existe un número positivo único a, que cumple la condición 
a” = B. 


Este número a se llama raíz m-sima exacta de f, y se re- 


m 
presenta así: V B. 

También, a dicho número positivo a, suele llamárselo raíz 
aritmética, valor aritmético o determinación aritmética del ra- 
dical, para distinguirlo de otros valores que más tarde asigna- 
remos a esta misma expresión. A 


Si el índice m es par, el valor — Y 8 cumple la misma con- 


m 
dición que el Y f, y se llama raíz m-sima negativa de B. 
Si el número $8 = — f' es negativo, tiene o no raíz m-sima, 
según que m sea impar o par; pues en el primer caso el núme- 
m — 
ro a = — y f' cumple la condición a” =— f”; y en el segundo 
no hay ningún número positivo ni negativo que la cumpla, pues 
las potencias de exponente par son siempre positivas. 


2. Cálculo de radicales. — a) La raíz m-sima de un produc- 


to a.B.y ... A es el producto de las raíces m-simas de los fac- 
tores. Es decir: 


m m m m m 
VaBy...A= Va y BVY... VA. 
Suponiendo, por ejemplo, tres factores, basta observar que 


m m m m m_m 


(ae E a a al E 
liver ear sata: 
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Análogamente: la raíz m-sima de un cociente es el cociente 
de las raíces m-simas del dividendo y del divisor. 


EJEMPLO 1: 


2. 13 =2.13; NE => 


b) La potencia n-sima de una raíz m-sima se obtiene extra- 
yendo la raíz m-sima de la potencia n-sima del número subra- 


dical, pues: m 
m An m m m / n m 
e] = a O... a = | aa... a = a”. 
le eaa a 7 


EJEMPLO 2: 





(Y2)= Yå. 
c) La raíz n-sima de la raíz m-sima de un número es la 
raiz m n-sima de este número. Es decir: 
n 
m__ mn 
y Va= Vya 


Basta observar que: 


y z=) = (y ==] | = (a) = a. 
Resulta de aquí que el orden en la extracción de raíces es 


indiferente. 


d) Una raíz no varía si se multiplican (dividen) por un 
mismo factor el índice y el exponente del número subradical. 


Es decir: 





mon m 
V a!” = v a! . 
En efecto: 


mn o | n ¡/ m A = 
vV a!” = V ar La | vV q" =s v a ë 


e) Resulta de aquí: Se pueden reducir varios radicales a 
un índice común u, minimo común múltiplo de todos los índices, 





Kora ERE a u 
multiplicando cada indice m por el cociente Y elevando el 
número subradical a este exponente. 


EJEMPLO 3: 
s °’ i2 12 13 12 13 Z 
V3. V2. VZ. 3 = V3 y2. y2.3 = y2". 8”, = V12.3)”.3 = 
15 


-VFB = 6/5 x 


3. Racionalización de denominadores. — En muchas cuestiones en 
que se presentan fracciones cuyo denominador es una expresion lrracio- 
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nal, conviene transformarlas en otras equivalentes, de denominador ra- 
cional. Esta racionalización puede lograrse siempre, como se demuestra 
en Álgebra superior, multiplicando numerador y denominador por una 
expresión irracional conveniente. Sin embargo, es tan complicada la frac- 
ción obtenida, que sólo en casos muy sencillos puede tener utilidad prác- 
tica. Solamente de estos casos más elementales, nos ocuparemos aquí. 








a) Para racionalizar el denominador de una fracción , siendo 
m Va 
a un número racional, basta multiplicar por Va"” y resulta: 
Mmo 
A ANS 
ma _ = a i 
Va 
h) Se racionaliza el denominador de toda expresión del tipo 
z o bien: —=— 
Vaz vb Vate 


multiplicando los dos términos por la expresión conjugada: 
Vax vb o bien: vasc, 
respectivamente. En efecto, resulta: 
A e AN 
A(vazray b) o bien: Anazo, 
a — b a — & 
n n 
c) Si el denominador es 1 u— / b (incluyendo en este caso el de- 


1i 
nominador del tipo Va — c), basta multiplicar por 
n A dl an n n 
R= Vaen p Vær yb p Væ VO p... p VOD, 
y resulta: 
A A.R _ A.R 


no n B Mo n T ao a—b 

Va—vVb vaj —\ vb 
, Análogamente se procede si el denominador es suma de dos raíces de 
izual índice; pues, según $ 4-10, multiplicando por 





n n n n 
R= MaS RVD OA 
la expre-ión se transforma así: 
A E A.R —_— A.R 
n n no \n n__Yna atb 
Va + Vb Mura. 2) 


según que n sea impar o par. Si a=b y n par, es R=0, pero la ra- 
cionalización es inmediata, según el caso a). 


4. Potencias de exponente racional. — Obsérvese que mien- 
tras hemos generalizado las definiciones de todas las operacio- 
nes, para hacerlas aplicables a los números reales, hasta ahora 


no hemos definido la potenciación sino para exponentes enteros. 
m 


¿Qué significado hemos de atribuir al símbolo a”, siendo 


m ; . a è a T 
„ Ym número racional positivo? En virtud del principio de 
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permanencia de las leyes formales, definiremos esta operación 
de modo que coincida con la ya conocida, en el caso n = 1; y 
que satisfaga a las mismas reglas de cálculo demostradas para 
las potencias ordinarias. 

19 Sabemos que si k y k son números naturales, es 


m 


ro, 


(ar) = a; luego, daremos a «e ” tal significado, que sea 


m n m 
Ls 7 ) = q”, es decir: convendremos en definir a ” por la 
igualdad : 


m n n m 
a” = a” = Vaj 


la que tendrá sentido en el campo real para «æ < 0, sólo si n 
es impar (§ 8-1). 
Puede admitirse esta definición, pues satisface a la ley uni- 


, 


, . M 
forme, es decir, si a E a"i” = gr ir. En efecto 


n’ 
(§ 8-2, d) : 


t n'n 
zJ f O J 7 
a” = aP = x a = a”, 


y por ser mn = nm', ambas raíces son iguales. 


E 2° Supuesto «æ Æ 0, para que subsista la ley de multiplica- 
ción de potencias de la misma base, sumando los exponentes, 
habremos de atribuir a «* el valor 1, como ya hicimos ($ 6-7) 
para que sea a” = q”, y = q”, 

3? Por la misma razón, con «æ 0, el valor que atribuya- 
mos a a”/” ha de ser tal que multiplicado por «”/” resulte 
a? = 1; luego convendremos en definirla así: 

-m/n — 1 T= apb 
Q m/n ” 


V a” 


a 





Con los tres convenios anteriores podemos evitar el cálculo 
con radicales *, con la ventaja de que el cálculo con las poten- 
cias así generalizadas sigue las mismas leyes que cuando los 
exponentes son números naturales. 

Para verlo, demuéstrese como ejercicio, utilizando los teo- 
remas ($ 8-2) y las definiciones anteriores, que con exponentes 
racionales también se cumple: 

TEOR. 1: Para multiplicar (dividir) dos potencias de la mis- 
ma base, se suman (restan) los exponentes. 


TEOR. 2: La potencia de una potencia se obtiene tomando la 
misma base, y por exponente el producto de los dos exponentes. 





* Siendo precisamente éste el objeto de la introducción de los expanentes fracciona- 
vios, seria pueril introducir, además, radlenles de indice fraccionario o negativo. 
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5. Variación y representación gráfica de las potencias de 
exponente racional. — a) Supongamos primero que varía la 
base, supuesta siempre positiva, por ejemplo creciendo 0 < 
<a <B. Entonces, si a y B son números reales positivos y 


a < B, es a” < Bm, siendo E un exponente racional posi- 
tivo cualquiera. m 
Porque si fuese z ä A i 
a” = B”, 0 sea: yer=y Pp”, 
elevando a la potencia m resultaría o” = f”, lo que es falso 
($ 7-5, d). 

En cambio, si el exponente es negativo — n/m, resulta 
qr/m > palm, 

En particular, si es 6 = 1, resulta: según que sea a Z 1 es, 
respectivamente, a?" 21, y 47” s 1, 

Las conclusiones anteriores se recuerdan mucho mejor me- 
diante la representación gráfica de dicha variación. Si repre- 
sentamos por r el exponente racional fijo n/m, y llamamos zx 
a la base positiva variable, tomada sobre el eje de las abscisas 
en un sistema cartesiano visto en Geometría analítica, desig- 
nemos la potencia respectiva por y = x", que llevaremos sobre 
el eje de las ordenadas, dando así el punto representativo de 
la correspondencia (g, y). 






ml loc 





Fig. 26. 


Entonces, la figura 26 da las gráficas de la variación æ" 
para distintos valores fijos del exponente r > 0 (y crece con 2), 
mientras que la figura 27 las da para valores fijos del expo- 
nente r < 0 (y decrece cuando x crece). Obsérvese, además, 
que para r > 0, las potencias x" llegan a ser mayores que cual- 
quier número positivo por grande que sea, tomando la base x 
suficientemente grande, pues para que sea 2” > A > 0, basta 
tomar x > A". 
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También, para r >œ 0, las potencias x" llegan a diferir de 
cero tan poco como se quiera, tomando la base positiva x sufi- 
cientemente pequeña, pues para que sea 0 < x" < è, basta to- 
mar g < êr". 

Si r = —p < 0, se deducen las conclusiones correlativas 
para exponente negativo (hágase), poniendo x° = g? = 1/@ 
(fig. 27). 

b) Supongamos ahora que varia el exponente, con base fi- 
ja e > 0. Si es r >, calculemos 

a — a" = Q" lar" — 1), 
y como r— 1” > 0, según sea «æ 2 1, será el paréntesis positivo 
o negativo, y por lo tanto, a” Z a”, respectivamente. Obsérvese 
que la demostración subsiste si los exponentes son números 
racionales negativos, pues lo que interviene en ella es la dife- 
rencia r— Y. 

Resumiendo: Las potencias de exponente racional de los 
números positivos mayores (menores) que 1, son mayores (me- 
nores) que 1 si el exponente es positivo, y son menores (ma- 
yores) que 1 si es negativo. En ambos casos crecen (decrecen) 
al crecer el exponente. 

Estas conclusiones se recuerdan, como antes, mucho mejor 
mediante la representación gráfica de dicha variación. Sea a 
la base real positiva fija; llamemos x al exponente variable, 
ahora positivo o negativo, pero racional, tomado sobre el eje 
de las abscisas en un sistema cartesiano, y designemos con 
y = œ la potencia respectiva, llevada sobre el eje de las orde- 
nadas para dar el punto representativo de la correspondencia 
(x, y). 

y 





A>1 Q<A<I 
Fig. 28. Fig. 29. 


Entonces, la figura 28 da la gráfica de la variación de a 
para «e > 1, mientras que la figura 29 la da para 0<«a<l, 
fácilmente deducible de la anterior si se pone « = 1/a, con 
«, > 1, resultando « = 1/a,. 

No sólo aumentan las potencias de los números mayores 
que 1, sino que llegan a ser mayores que cualquier número po- 
sitivo, por grande que sea, tomando suficientemente grande el 
exponente. 
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En efecto, sea el número 1+ ô, siendo $ >0. Tomando un expo- 
nente natural n, es (1+4+58)”>1-+mnm8, según demostramos por induc- 
ción (§ 2-2, ejemplo). Entonces, dado un número A, por grande que sea 
llega a ser 14+n8>A con sólo tomar n >(A —1)/8; luego, para este 
valor de n y para todos los valores racionales r> n, se verifica 


(1+8) >A. 

De aquí se deduce que las potencias de los números mayo- 
res que 1 pueden hacerse tan pequeñas como se quiera, toman- 
do el exponente negativo y en valor absoluto suficientemente 
grande, pues es a” = 1/0”. 

Hemos demostrado también que si la base es æ > 1, al dis- 
minuir el exponente disminuye la potencia, conservándose siem- 
pre mayor que 1; vamos a demostrar que tomando el exponen- 
te suficientemente pequeño, dicha potencia llega a diferir de 1 
tan poco como se quiera. Es decir, dado un número e, por pe- 


> ; 1 
queño que sea, existe un exponente ETA tal que 


am 1<e o sea:a/n<1+.e, 


En efecto, basta que sea a < (1-+ e)”, y ya hemos demostrado que 
esto se verifica desde un valor de m en adelante. Hallado este exponente 
1 ; y n 1 
E cualquier otro exponente racional positivo r < E cumple la con- 
dición 0 < a" —1 <e. 


Sir = — p < 0, por ser a” = 1/a", también para r nega- 
tivo suficientemente próximo a cero, la potencia llega a dife- 
rir de uno en tan poco como se quiera. 

Dedúzcanse las conclusiones correlativas para la base fi- 
ja a, en que 0 < a < 1 (figura 29). 


6. Potencias de exponente real: su variación. — Hemos ge- 
neralizado el significado de la potencia para exponentes racio- 
nales; nos falta todavía definir la potencia cuya base « sea 
un número real positivo, y el exponente A un número real cual- 
quiera, positivo, negativo o nulo. 

a) Consideremos primero el caso «a > 1. El encaje de in- 
tervalos que define A viene dado por ($ 7-4) dos sucesiones 
monótonas contiguas de números racionales: 

[8-2] LSLShES...S1S...El Sl El, 
y formando las potencias l 


al, alz, als, es y alı, al», al», e.. 
por ser a > 1, se tiene (§ 8-5, b): 
[8-3] ah S al S ab S ... S ali S als S ahi 


Ahora bien: 

al i sa = ali a= — 1). 
y como la diferencia l; — l, puede hacerse tan pequeña como 
se quiera, tomando i bastante grande, el número encerrado en. 
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tre paréntesis llega a ser tan pequeño como se quiera; y tam- 
bién el producto por a't, ya que este factor se conserva acotado. 
Las sucesiones [8-3] de números reales ($ 7-6, d) definen, pues, 
un número único, £, al cual llamamos potencia de base a y ex- 
ponente A. 

Análogamente, si es œ < 1, las sucesiones de potencias de «a 

al S al S al S on‘ S ala S ah S ah, 

definen un número real, que llamamos potencia de base a y 
exponente a. 

Dadas otras dos sucesiones convergentes que definan el mis- 


mo número A que las [8-2], a saber: 


MEME.. IAS... SMSEM, 
el número y, definido por las nuevas sucesiones: 
[8-4] am S am S.. SyS.. Sam Sam 


coincide con el 8; pues [8-3] y [8-4] cumplen las condiciones 
del § 7-4, en virtud del § 8-5, b, esto es, 
am S aln au Sami 

De otro modo: la potenciación de base positiva y exponente 
real cualquiera es uniforme, y por esto tiene sentido la defini- 
ción [8-3] de az. ($ 2-4, a). 

Obsérvese que es esencial la condición de ser la base positiva, pues 
si fuese negativa, al tomar números racionales que se aproximen cada 
vez más a A, resultarían sin sentido en el campo real las potencias cuyos 


exponentes tengan par el denominador, Además, dejaría de cumplirse la 
ley uniforme, pues tomando base —1 y exponente+ 1, si éste se da 


2n+ 1 
ximaciones (—1)*/'""" — +4 1 no son contiguas a las aproximaciones 
(—1)* = —1. (Cfr. $ 45-3, d). , 

La definición que acabamos de dar cumple las condiciones 
exigibles a toda generalización, pues si el exponente es un nú- 
mero racional l, y elegimos dos sucesiones ii cuales- 
quiera que lo definan, siendo ($ 8-5, b) al: < œa < alı, obte- 
nemos como elemento de separación de las sucesiones [8-3], la 
potencia a'. 

b) El producto de dos o más potencias de la misma base es otra 


potencia de esta base, cuyo exponente es la suma de los exponentes. Por- 
que de las sucesiones: 


por la sucesión de intervalos encajados + 1 = es 51 P las apro- 


ah=aS ...S AS... S ala S als, 
Mi... as... Sami am, 
se deduce, por multiplicación miembro a miembro: 
[8-5] 6 
adm S ah+m S... S A.t S... Salt m SE alm, 


y como, por otra parte, la potencia œà + # está definida por las sucesio- 
nes convergentes: 

[8-6] i . 

ah+m << ala + Ma Ss a+ e So <£ ala + mM: = al, + mM, 
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cuyos términos son los números anteriores, el elemento de separación debe 
ser el mismo en [8-5] y [8-6], es decir: aù . al = aù + b. 

c) Para elevar gA a la potencia «, formaremos las sucesiones: 
[8-7] (AM S (a) S... S (A SE (AMES (A) 
y para hallar g¿Au, formaremos: 
[8-8] alı m = al ma < ss. S a` k Koua < alam’: < al. ms, 
pero siendo: ali Mm = [ali)m  < (aA)m < (a) mM, 

am = (al), > (amd) ms > (aA)m, 

las sucesiones [8-7] y [8-8] definen el mismo elemento de separación, es 
decir: (aA) 4 = aMi, ; 

d) La potencia de exponente A de un producto o cociente de números 
reales positivos es el producto o cociente de las potencias de exponente A 
de estos números. 


Sean, por ejemplo, las potencias gA, Bà, yA, definidas por las su- 
cesiones: ah SaS. EAS Sais als 
PLE PBLS..SEPpE..S ph Ss pl, 
yS ys.. SAS. . S yla S yl 
Por ser positivos todos estos números, resulta, por multiplicación: 
(ay) S (apyh=S... < a Bry < 


». S (aßy)" S (aßy)’; 
como, por otra parte (a f y)A está definido por estas mismas dos suce- 
siones, resulta (a By) =a. Ba. y^ 
Análogamente para el cociente. 


e) Ley de monotonía. Sies a 2 1, y A exponente real posi- 
tivo es, respectivamente, aì 2 1. 

Siendo A > 0, para definirlo pueden tomarse las sucesiones 
[8-2] formadas por números positivos. Mas, siendo a > 1, los 
números [8-3] son todos mayores que 1; luego, también es 
A >l. 

Análogamente, si es a < 1, los números de las sucesiones 
[8-3] son todos menores que 1, luego aì < 1. 

Si el exponente A es negativo, los resultados son inversos. 

Si a y B| son números reales positivos, siendo œa < B, y À es 
cualquier exponente real positivo, es A < BM, 

A 

Porque, siendo —£— > 1l, es (82 B > l; luego, «A < A`. 

Q 
En cambio, si à es negativo, resulta aà > A^. 

Los teoremas anteriores nos permiten estudiar la variación 
de la potencia «A, tanto cuando varía la base positiva a y se 
conserva fijo el exponente A, como cuando varía el exponente 
positivo o negativo, racioncl o irracional A, y se conserva fija 
la base a > 0. Llegaríamos a las mismas conclusiones que en 
el apartado anterior ($ 8-5) con las mismas gráficas (figs. 26, 
27, 28 y 29), pero ahora en las familias de gráficas correspon- 
dientes a base variable, cabe suponer el exponente fijo irra- 
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cional, mientras que en las gráficas correspondientes a expo- 
nente variable, no existirán ya los “poros” (invisibles) que se 
daban cuando dicho exponente era irracional. 


7. Logaritmos de los números reales positivos: su variación. 
— a) Como la potenciación no es conmutativa: «AY+Az, tiene 
dos operaciones inversas: una de ellas es la radicación; la otra 
es la logaritmación, que consiste en calcular el exponente A co- 
nociendo el número ad y la base aœ. Ahora vamos a demostrar 
que esta operación es siempre posible en el sistema real, cuan- 
do la base y el número son positivos, y aquélla es distinta de 1. 


Si a y B son dos números reales POSITIVOS, siendo «a distinto 
de 1, existe un número único à tal que 


[8-9] aà = B. 


Este número A se llama logaritmo del número f respecto 
de la base a, y se representa así: 


A = log af. 


Supongamos a e >l; por ejemplo, «—=2. A lo más puede haber 
un número A que verifique [8-9], pues hemos visto ($ 8-6, e) que la 
base a elevada a distintos exponentes no puede dar una misma potencia 
B; por ejemplo, 8 =5. Para demostrar que siempre existe en este caso 
un A, en el ejemplo 24= 5 obtengámoslo constructivamente, mediante 
una sucesión decimal de intervalos encajados ($ 7-4). Por ser «> 1, 
antes se ha visto ($ 8-5, b) que e” puede hacerse tan pequeño como 
se quiera, tomando n suficientemente grande, por lo cual existen dos 
números naturales, p y q, tales que e”< B; œt < 1/8, esto es: œf >B. 
Por la variación monótona de las potencias, entre los números enteros 
existentes entre —p y q hay un número entero c, y sólo uno, llamado 
característica del logaritmo, para el que es 


es i g 
para a=2, B=5, es c=2. 
Ahora, basta dividir en diez partes el intervalo J,=(c; c +1), con 
la condición: 
ce + m o +2 
SB ; a >R 
en nuestro ejemplo: 
223 < 5 < 22,4 
y luego, sucesivamente, hacer lo mismo con 





ma ` ma + 1 
=e +i e a ae 
en nuestro ejemplo (2,3; 2,4), (2,32; 2,83), ..., para obtener en forma 


análoga a la vista ($ 7-3), las cifras decimales del logaritmo, que cons- 
tituyen su llamada mantisa. En nuestro ejemplo: 


22 < 228 < 22,82 < 22821 <... <5 < ... 22,322 < 22,88 < 22,4 < 23. 


Así queda determinado el logaritmo buscado, A, por la sucesión decimal 
de intervalos encajados: 
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Mı i Mn i Ma 
: | a = etag Tetor T 
A = $Cu; Cy con : 


E mi Mn 1 Ma +1 
| es =e + To te a tOo 
En nuestro ejemplo: c=2; m =3; m=2; m=l1; ... 


Si es e < 1, basta cambiar el sentido de las desigualdades o consi- 
derar la base recíproca e, poniendo e«=— 1/a,. 


¿Por qué no puede ser e = 1? 


b) Para a fijo, la variación de los números A y f£ ligados 
por [8-9] está ya estudiada en $ 8-6, e, y puede considerarse 
que las figuras 28 y 29 dan su representación gráfica, con r =A 
e y = f. Sin embargo, es más cómodo y usual examinar la va- 
riación de A = log, ff, tomando f£ sobre el eje de las abscisas 
y A sobre el eje de las ordenadas, para lo cual basta considerar 
la gráfica simétrica de cada una de las anteriores respecto de 





O<x<1 


Fig. 30, Fig. 31. 


la primera bisectriz de los ejes coordenados. (¿Por qué? 
$ 23-12). Así se obtienen las gráficas de las figuras 30 y 31, 


a>l, 
0<ae<l. 
Ellas resumen las propiedades más importantes de la varia- 
ción del logaritmo, detalladas a continuación para el caso a > 1: 
b,) Solamente tienen logaritmo los números positivos. 
b>) El logaritmo de la base a es 1, y el logaritmo de 1 es 0. 


ba) Los logaritmos de los números mayores que 1 son po- 


sitivos y crecen indefinidamente al crecer indefinidamente el 
número B. 


de y = loga % para 4 


b,) Los logaritmos de los números menores que 1 son ne- 
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gativos y crecen indefinidamente en valor absoluto al decre- 
cer B. 
Enúnciense los correspondientes al caso a < 1. 


8. Cálculo logarítmico. — a) El logaritmo de un producto 
(cociente) es la suma (diferencia) de los logaritmos de ambos 
términos. 


Sea: 
x' = log ¿7 y = loga Y, 
o, lo que es lo mismo: 


a” =g a” — Y; 
de aquí resulta: 
a’ — y, o sea: loga (y) =x +y 
av ==: o sea: log, (1:Y) = £ — y 


b) El logaritmo de una potencia x es igual al producto del 
exponente por el logaritmo de la base. 

Sea: 

w” = log, %, es decir: a” = x, 
y elevando a la potencia y, 
a 
luego: 
log, 1 = 2. y = y . log, 2. 


c) Los logaritmos de los mismos números en dos sistemas 
de bases a Y a, son proporcionales. 

Sea x’ = log, 7, o lo que es lo mismo: a” = g; 
tomando logaritmos en el sistema de base a, resulta: 

, log , Y 1 

x loga, a = log y %, es decir: TEA = a = constante. 

Resulta de aquí: Conocidos los logaritmos en un sistema de 
base «es, se obtienen los logaritmos en un nuevo sistema de 
base a, multiplicándolos por un factor constante, que es el re- 
cíproco del logaritmo de la nueva base en el sistema antiguo. 

c1) En el Cálculo integral ($ 54-1,nota 3) se verá cómo 
aparece naturalmente un sistema de logaritmos cuya base es 
el número 

e = 2,718 281 83 ..., 

uno de los más importantes de la Matemática. Aun cuando en 
el $ 21-5 nos ocuparemos más detenidamente de él, diremos 
ya que dicho número está definido por la sucesión de intervalos 
encajados: 


0 ef a)" 


La definición anterior es correcta, porque para probar la monotonía 
de las aproximaciones por defecto y por exceso, basta recordar ($ 6-9, bs) 
que un poducto de factores positivos de suma constante es máximo cuando 
todos son iguales, y por lo tanto: 
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1 14) <(14 1 S 

f ( n n+1 E 

pues en cada miembro figuran n+ 1 factores de suma n +2, y en el 
segundo son iguales, Por otra parte, 


(+=) >(1+ - NE 


porque considerando los recíprocos, esta desigualdad es equivalente a la 


a a E 


en que figuran n +1 factores en cada miembro de suma an, siendo igua- 
les los del segundo miembro. Además, ambas sucesiones son contiguas, 
porque 


LA 1 1 1 y El a 4 
o =—=| ==. l1+4=) <—.(14=—] ==, 
(1+-7) (1+5) n (1+) S e n 
con el último miembro tan pequeño como se quiera para n suficiente- 
mente grande. 
C2) Los logaritmos más usados en el Análisis matemático 
son: 
Los naturales, o de NEPER, de base e, con notación log. x = 
=]n z; 
Los decimales, o de BRIGGS, de base 10, con notación logio £ = 
= lg x. 
Calculados los logaritmos neperianos de log números, se 
calculan los logaritmos de base «, multiplicándolos por la cons- 
tante 





1 
log. Q 
llamada módulo del sistema de base a. En particular, las ta- 
blas de logaritmos decimales se han construído calculando pri- 


mero los logaritmos neperianos, y multiplicándolos por el mó- 
dulo 





= log e 
a 


(8-11] M = 0,434294438 ..., 
esto es: 
[8-12] lgx = M.In x. 


Para hallar In x con una tabla de logaritmos decimales (Cap. 
IX, nota I, e), tendremos: 


[8-18] Hes -4 ligg = 2,302585 09 ... lg z. 


Para recordar fácilmente cuál de los dos coeficientes corresponde en 
cada caso, basta observar que dado un número mayor que 1, por ejemplo 
100, de sus dos logaritmos el natural es el mayor, pues como e< 10, e 
debe elevarse a un exponente mayor para obtener el mismo 100. 

De [8-12] resulta que una misma gráfica puede representar 
y=lgxw e y =Inxw, tomando distintas escalas en el eje y. De la mis- 
ma [8-12] resulta por ser M<1 que: 

llgx¡<]|inzl, si «Al. 

Para facilitar la aplicación de las fórmulas [8-12] y [8-13], muchas 

tablas de logaritmos (Cap. IX, nota I, e) traen tablas de múltiplos de 
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M y de 1/M. Por ejemplo, para calcular lIn6 siendo lg 6 = 0,778 151, 
con una tabla de múltiplos de 1/M entre 1 y 100, tendremos: 


m6 = sí 0778151 = —}— . (0,77 + 0,0081 + 0,000 051) = 
= 1,712990 5 + 0,018 6510 + 0,000 1174 = 
— 1,791 7589. 


El cálculo logarítmico se estudia en Cap. IX, nota I. 








EJERCICIOS 


1. Racionalizar la ecuación Vx + Y x*:— 2 y probar que no admite 
raíces fraccionarias. 


2. ¿Cuál de las siguientes igualdades es cierta? 


19) Va+ba+b; 39) Væty=Vgæ+ Vy; 
29) V @— b =a—b; 49) Vx—y=Vrx—yvV 


Verificar con ejemplos numéricos. EN 
3. Reducir a un mismo índice Y5a*; Y2ab; V4a*b. 
4. Racionalizar los denominadores de: 
2 vV3 . b) 3+4V3 o 2V3+8V2—1 i 
5 V6—3 V5” V6 V2— V65’ Vet V3 V? ' 
VE—V5— V3+v2 
VE+ V5E— V3—V2 
5. Calcular todos los valores de: a) vV 3(1— A); 


A E 

b) | E (43), 

MVE + 

ca) [(160 + 9) .4]1/2;5 ca) (160+9.4)1/2; ca) (160 + 9) .41/2: 
ca) 160 + (9.4)1/2; cs) 160 4-9.41/2. 

6. Calcular las siguientes expresiones: 
a) —23[ (9-1/24-27-1/34-81-1/4—3)5, (2,32—3.234-641/8) -1]-1/2; 
b) [(24302—17.9-3/2)-1/3— (1251/3 --1024-0,1)-0,20— 

— (0,5-3-—1690,5,128-5/1) -0,2]-1, [91/8 (14+512-1/8) 2/3— 

—(1—65 .27-1/3) -0,254 (729-5/8 .211-—1)02—1], 

7. Simplificar: 


19) avarvVar; 29) bYb2Ybz; a 


39 cvos Yes; 49) Yu Va vz; ; po 
Ps 
y 


59) Varp Yatbt+p Vb?y Yab, 
8. Calcular: 








d) 





5 


1°) log (4 E 29) log — 





39)  (0,0009)0.0008; 49)  (9/13)008; 5%) — (51/43)-0.03, 
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§ 9. CONCEPTO DE NÚMERO COMPLEJO 


1. Origen aritmético de los números complejos. — En el 
$ 7 hemos introducido los números irracionales para hacer po- 
sible la radicación y la logaritmación, pero esto no lo hemos 
logrado completamente. Queda todavía sin solución la extrac- 
ción de raíces de índice par de los números negativos, pues no 
existe ningún número real, positivo ni negativo, cuyas poten- 
cias de exponente par sean negativas. 

_ Tampoco hemos logrado definir en el campo real las poten- 
cias de exponente irracional de los números negativos, pues al 
tomar valores racionales que se aproximen al exponente, para 
aquellos que tienen como denominador un número par no es 
posible la potenciación, y para los de denominador impar no 
se cumple la ley uniforme. Por esta razón se ha tomado siem- 
pre positiva la base de los sistemas de logaritmos. 

Asimismo, carecen de logaritmo en el sistema real los nú- 
meros negativos; porque, siendo positiva la base, sus potencias 
de exponente real cualquiera, positivo o negativo, son siempre 
positivas, y por lo tanto, no pueden coincidir con el número 
dado si éste es negativo. 

Vemos, pues, que todavía carecen de sentido expresiones 
del tipo de las siguientes : 

2 


3, (—5)%, (—2)7, log (— —7) eF 


Muchos otros problemas quedan también sin solución en el 
sistema real, como es, por ejemplo, la resolución de ecuacio- 
nes que carecen de raíces reales. 

La forma “ingenua” con que inicialmente se manejaba el 
número complejo consistía en considerar —a = (—1).a, 
(a > 0), aplicar formalmente la regla operatoria de la radica- 
ción de un producto (§ 8-2, a), e introducir el símbolo i para 
designar y — 1, con lo cual: 

V—a=1Yy4a= +1Qo, 
donde az puede ser un número real cualquiera. 

Se operaba con el símbolo ¿ algebraicamente, sin darle nin- 
gún significado propiamente numérico, y entonces la opera- 
ción de sumar +1az a un número real, a,, daba la expresión 








general de un número “complejo”: = ay + idə Su producto 
por otro número complejo se efectuaba aplicando las leyes for- 
males (§ 4-8) y poniendo = — 1. 


Todo este proceso estaba lleno de misteriosas lagunas, y so- 
bre todo surgía la paradoja conceptual de que algo no exis- 


tente “realmente” y tan “imaginario” como y — 1 diese lugar 
a un ente que se comportaba como si fuese efectivamente un 


número”. Por esto es preciso desarrollar en forma lógica el 
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concepto de número complejo, para poner orden y claridad en 
las ideas. Adoptaremos el método de definición por abstrac- 
ción que hemos empleado en las sucesivas ampliaciones del 
concepto de número. 


2. Definición de número complejo. Operaciones fundamen- 
tales. — El ente abstracto que vamos a definir vendrá dado 
por pares ordenados (a,, 42) de números reales, respecto de 
los cuales se ha de establecer una relación de equivalencia y 
definir las operaciones fundamentales de adición y de multi- 
plicación, en forma tal que se cumpla el principio de perma- 
nencia de las leyes formales ($ 2-6). Además, los números 
reales deben ser isomorfos ($ 3-5) a un conjunto parcial de 
los números complejos, por lo que entonces podremos consi- 
derarlos como un caso particular de éstos. En definitiva, adop- 
taremos esta definición: El número complejo a es el ente abs- 
tracto definido por el par ordenado (a,, a2) de números reales 
para los que se establece la 

Relación de igualdad: (a,, a2) = (bı, b2) equivale a ai = bı, 
Q = do. 

Esta definición es posible, pues la igualdad anterior es una 
relación de equivalencia ($ 1-5), por serlo la igualdad entre 
números reales ($ 7-4). Este ente abstracto adquiere la cate- 
goría de “número” complejo, al introducir las operaciones: 


1%) La adición de dos comvlejos se define por: 


[9-1] (41, 42) + (b1,b2) = (a, + b,, a2 + ba); 

2%) La multiplicación de dos complejos se define por: 
[9-2] (41, 42) . (b1, b2) =(41,b, —a2 bz, Q1 b2 + Q2 b1); 
definiciones correctas porque cumplen la ley uniforme ($ 2-4,a). 

Para ambas operaciones se demuestran las leyes asociati- 
va, conmutativa, distributiva y cancelativa mediante método 
análogo ($ 6-2, b) al visto en las anteriores ampliaciones del 
concepto de número (hágase). El único módulo de la adición 
es (0,0), y de la multiplicación, (1,0). 

La primera componente a, del número complejo a = (41, 42) 
se llama parte real de a, y también se escribe a; =R (a). La 
segunda componente az se llama parte imaginaria de a, y tam- 
bién se escribe az = 1 (a). 

Para operar con números complejos cuya segunda compo- 
nente es nula, basta efectuar las correspondientes operaciones 
con los números reales que figuran como primeras componen- 
tes, ya que por [9-1] y [9-2] es: 

(a1, 0) + (b, 0) = (a, +b1,0); (a1,0).(b,,0) = (a b,, 0). 
Por esto resulta adecuado identificar: 
[9-3] (a,, 0) = 0, 
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para obtener el número real como caso particular del número 
complejo. 
En otras palabras, en la correspondencia biunívoca (a, 0)o a, 


(b1, 0) 9 bı, los resultados de las operaciones con datos correspondientes 
serán también correspondientes: 


(as, 0) + (ba, 0) > + bı E (as, 0) . (bı, 0) OS a.b 
es decir (§ 3-5): el conjunto de números complejos con segunda compo- 
nente nula, es isomorfo al conjunto de los números reales, lo que justifica 
($ 1-6, nota 2) la identificación [9-8]. 

Si un número complejo no es real, se llama imaginario: si 
sólo su primera componente es nula, se llama imaginario puro. 

De [9-3] se deduce: 

(1,0) = 1, (0,0) = 0. 

Se llama unidad imaginaria al número (0,1), y se lo desig- 
na por i. De la definición [9-2] se deduce: 
[9-4] (0,1). (0,1) = — 1, esto es: 1? = — 1, 
y también (az, 0).(0,1) = (0, a2), es decir, puede representar- 
se el número imaginario puro mediante 
[9-5] (0, a2) = Las = asf. 

De [9-1] se deduce: 

(t, 0) + (0, Qa) = (a,, do), 

y aplicando [9-3] y [9-5] se obtiene la forma binómica del 
número complejo: 
[9-6] (41, 42) = 41 + ido, 
usada preferentemente en la teoría. 

La forma binómica permite aplicar las mismas reglas ope- 
ratorias que en el campo real para obtener la suma [9-1] y el 
producto [9-2], operando con i como si fuese real, pero tenien- 
do en cuenta [9-4] cuando aparezca ??. Así queda: 

[9-17] (41 + ag) + (bd, + bai) = (a, + bı) + (az + ba)i; 
[9-27 (a, + azi). (b, + bai) = (a, b,—az ba) + (a1b2+ asby) 1. 

Para las potencias sucesivas de ¿ se aplica [9-4] y la ley 

asociativa del producto, quedando: 

i=¿ B=—1, PB =P. .¿=—44=P?.24=+1, 
y a partir de éstos se repiten periódicamente los cuatro núme- 
ros 2, — 1, —2, +1. 

EULER (1777) introdujo el símbolo ¿; GAUSS (1832), la de- 
nominación de número complejo, y HAMILTON (1853), la teo- 
ría analítica rigurosa, que hemos seguido, mediante pares or- 
denados de números reales. 


3. Representación geométrica. — Toda la teoría de los nú- 
meros complejos puede ser desarrollada aritméticamente, sin 
utilizar representación geométrica alguna; pero es útil mos- 
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trar que la creación de estos nuevos números ha sido en parte 
motivada por la necesidad de poder representar numéricamen- 
te los puntos de un plano, de igual modo que los números reales 
surgieron en la mente de los matemáticos para poder represen- 
tar todos los puntos de una recta. 

Cada punto A del plano. puede determinarse por sus dos 
coordenadas en cualquier sistema; eligiendo el más sencillo 
posible, que es el cartesiano rectangular, estas coordenadas son 
las abscisas de sus proyecciones sobre dos ejes ortogonales, 
enunciados en orden prefijado. Cada una de estas dos proyec- 
ciones queda determinada por una coordenada, tomando como 
origen en cada eje su intersección O, y como puntos unidades, 
sendos puntos U,, Uz, que suelen darse (aunque no es necesario, 
ni a veces conveniente) a la 
misma distancia del origen O 
(fig. 32). Se toman como po- 
sitivos, sobre los ejes Ox y 
O y, los sentidos determina- 
dos por OU,, OU., respectiva- 
mente. Dichos sentidos deter- 
minan como sentido positivo 
de giro en el plano, el que me- 
diante un ángulo de 90% lleva 
el semieje positivo O x sobre 
el correspondiente O y. 

Queda así determinado, numéricamente, cada punto del pla- 
no A por el número complejo, «= (a,, a2), que componen sus 
dos coordenadas. Recíprocamente, todo número complejo aœ de- 
termina un punto A, llamado afijo del número complejo; si el 
segundo componente es nulo, es decir, si el número es real, ob- 
tenemos un punto sobre el eje de las x, que por esto suele lla- 
marse eje real. Si el primer componente es nulo, es decir, si el 
número es imaginario puro, obtendremos entonces como repre- 
sentante un punto del eje de las y; éste suele llamarse eje ima- 
ginario. 

Esta representación fué introducida por ARGAND (1806). 

Cada punto A del plano determina un vector fijo de origen 
O y extremo A, el cual queda también determinado dando sus 
dos proyecciones sobre los ejes; estos segmentos se llaman 
componentes del vector, y tienen como medidas los dos núme- 
ros Qı y Q2, componentes del número complejo (41, 02). 

Como a cada vector OA de origen O corresponde un núme- 
ro complejo, y a cada número complejo corresponde un vector, 
cada uno puede tomarse como representante del otro. 

Cada número complejo o vector fijo de origen O será representante 
de una clase de vectores libres del plano ($ 1-6, Ej. 2), y también de una 
traslación de un conjunto rígido de puntos del plano, determinada por un 


vector libre, pues los segmentos que ligan las posiciones inicial y final de 
cada punto en una misma traslación son equipolentes entre sí. De ahí la 





Fig. 32. 


130 II. EL NÚMERO REAL Y EL NÚMERO COMPLEJO $9 3 


denominación de vector (“trasladar”, lat. vehere), dada por HAMILTON 
(1843). 


4. Módulo y argumento de un número complejo. — a) La 
longitud del segmento OA (fig. 32), esto es, el número real y 


positivo 
r= y Q? + a2? 


que da el módulo o valor absoluto del vector OA, también se 
llama módulo o valor absoluto del número complejo a = (a;, az), 
y se representa así: r=/]a1. 
El cuadrado del módulo |a|? = a + a2 se llama norma 
del número «. a 

Si se trata de un número real (a 2=0), + vaz es el va- 
lor absoluto del número positivo o negativo a,, y así concuer- 
dan las definiciones dadas en el campo real ($ 3-6) y en el 
complejo. 

La condición necesaria y suficiente para que un número 
complejo sea nulo, es que lo sea su módulo, pues en este caso, y 
sólo en él, se anula la suma de los dos cuadrados de números 
reales (regla de los signos, $ 7-5, d), que da la norma | « |? del 
complejo a. ; 

b) Adoptado como sentido positivo de giro el determinado 
por los semiejes + 2 y + y, como origen y extremo respecti- 
vamente, del ángulo menor que un llano, se llama argumento 
del vector OA, o del número complejo a«= (4,, 4»), al número p, 
a del ángulo que el semieje + x forma con la semirrec- 
ta OA. 

El argumento es, pues, un número camprendido entre 0 y 
360%, si se adopta la medida sexagesimal, y entre 0 y 2. si 
se mide en radianes ($ 28-1). El número complejo de módulo r 
y argumento y se designa así: Ty- 

A veces conviene considerar como argumento, no el valor y 
del menor ángulo que el vector forma con el semieje + x, sino 
uno cualquiera de los números: ¿+2 k7(k=0, +1, +2, +3,...), 
que miden los infinitos ángulos determinados por el origen + x 
con el extremo OA. 

Cuando el argumento está comprendido entre r y 27, es 
decir, cuando el vector OA está en el tercero o cuarto cuadran- 
te, suele adoptarse entre los infinitos valores del argumento el 
valor y — 2 7, porque, aunque es negativo, su valor absoluto es 
inferior a 7. De este modo, el argumento de todo número com- 
plejo no supera a ~, siendo positivo o negativo según que el 
vector esté en el semiplano superior o en el inferior. 

Llamaremos valor principal del argumento, y lo designa- 


remos por y = Arg a, al que cumpla *: 





* Algunos autores toman como valor principal 
[9-7*] 0 <= p< 27 
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[9-7] —r<p¿Z<r, 

viniendo dados los demás argumentos del mismo número com- 
plejo a, designados por y = arg a, mediante 

[9-8] g=p+ 2kr, (arg a = Arga+2km), 

en que k es un número entero cualquiera. 

c) Cualquiera sea el sistema adoptado para la medida del 
argumento, puesto que a, es en magnitud y signo la proyección 
de r sobre el eje x, y az es la proyeccion sobre el eje y, resultan 
las siguientes relaciones métricas: 

[9-9] QA =T . COS p, U2="7Y. Sen y 


Recíprocamente, conocidos a, y a», se calculan r y y por las 
relaciones: 





—_—_———= a : - a 

[9-10] r= væ? +a, tg p = r , signo p = signo as, 
1 

pues el signo de a, determina el de y entre los dos ángulos 

entre —” y r que tienen la misma tangente. 

Los valores de r y y dan la representación de A en coorde- 
nadas polares. 

Si sustituímos a, y az por stis valores [9-9], la forma binó- 
mica [9-6] adopta la expresión siguiente: 

[9-11] a«a=v"r.cogspg +1. r.sen y = r (cos p +1 sen y), 
donde aparece el número como producto de su módulo r por un 
número complejo de módulo 1; esta expresión se llama polar o 
trigonométrica. 

Aunque la teoría del número complejo en su forma polar se apoya 
en conceptos geométricos (argumento y funciones circulares), éstos son 
susceptibles de definición aritmética pura, como veremos en § 45-3. 

EJEMPLOS: Calcular el módulo y el argumento principal de cada uno 
de los números (—vV3, 1) y (1, — 1). i 

El módulo de (—vV3, 1) es V3+1=2. Su argumento está dado 


por tgp= > que determina dos arcos, —30% y 150%”; como el vector 
está en el segundo cuadrante, ha de ser 

— 5 

ọọ = 150 =a 6 T 


El módulo de (1, — 1), es V1 + 1 = V2; el argumento viene dado 
por tg p = — 1, y entre los dos arcos que determina es: 


“p = — 45° = — — 


4 
el valor buscado. 


d) Resulta de las definiciones anteriores que pueden ser 
iguales dos números r yr y? es decir, pueden coincidir los dos 
o x 


vectores que representan, sin ser ọ = y; bastando que estos án- 
gulos difieran en un número exacto de circunferencias. Por 
consiguiente: 
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dı) La condición necesaria y suficiente para que sean igua- 
les dos números complejos t Y p p? es que sean iguales sus 


módulos, y sus argumentos difieran en un número exacto de 
circunferencias; es decir: 


= p, y=y+2kr. 


Dos números complejos que tienen la misma primera com- 
ponente, y opuestas las segundas, se llaman conjugados. 

El conjugado de a = dı + Qi se designa por a = 41 — Qi. 
La relación es recíproca, pues el conjugado de a es a. 

d2) Dos números conjugados sólo pueden ser iguales cuan- 
do son reales, y, reciprocamente, el conjugado de un número 
real es él mismo. 

Adoptando para medir los argumentos el sistema de argu- 
mentos principales, resulta (salvo para números reales nega- 
tivos): 

da) La condición necesaria y suficiente para que dos nú- 
meros complejos sean conjugados, es que tengan igual módulo 
y argumentos principales opuestos. 

La suma de dos números conjugados, 4, + 142, 41 —1 (2, es 
el duplo de su parte real; su producto es igual a su norma. 

Como antes ($ 3-6,a), se llaman opuestos dos números, 
æ = tı +i Y — a = — lı —î Qz cuya suma es nula. 

d4) La condición necesaria y suficiente para que dos nú- 
meros complejos sean opuestos, es que sus módulos sean igua- 
les y sus argumentos difieran en r o en un múltiplo impar de v. 

EJERCICIO: Probar que si a+ B y aß son reales, a y B son conju- 
gados, si no son ambos reales. 

NoTA: En el $ 45-3 se justificará la expresión : 

[9-12] cos p + i sen pọ = e°? 
y que ahora podemos tomar como “definición convencional” de potencia 
de base e ($, 8-3, c.) y exponente imaginario puro. 

De [9-11] y [9-12] se deduce la expresión exponencial del número 
complejo: 

[9-13] a=r.e'? 

muy adecuada para formalizar y recordar fácilmente las reglas de mul-. 
tiplicación, radicación y logaritmación en el campo complejo, como vere- 
mos en seguida. 





5. Las operaciones racionales en el campo complejo. a) 
Definida la adición ($ 9-2). a + fl = y, su operación inversa es la 
sustracción: B = y—«e. De la ley cancelativa [6-15], sigue que el 
resultado f£ es único y se llama diferencia o resta. 

Para la representación geométrica de la adición y sustrac- 
ción, dados varios vectores, tomemos segmentos orientados que 
los representen, colocados uno a continuación de otro, como 
en el $ 2-4, ejemplo, y definamos su suma mediante el segmento 
orientado que va del origen del primero al extremo del último. 
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Como la proyección sobre un eje cualquiera de la resultante 
OL de una línea quebrada OAB ... KL, es la suma de las 
proyecciones de sus lados, resulta: Las componentes de una 
suma de vectores son las sumas de las componentes de sus di- 
versos sumandos. 

En particular (fig. 33), si sumamos los vectores OA y 
OB, que representan los números complejos (a,, 42) y (bi, da), 
llevando a partir de A un segmento orientado AR = OB, como 
las proyecciones de éste son también (b, bs), las proyecciones 
del vector resultante OR son (a, + b,, dz + ba); luego, este 
vector es el representante de la suma (a,, 42) + (bı, bo). 

El vector que representa una suma de números complejos 
es la suma de los vectores que representan los sumandos. 

Si la suma es algebraica, es decir, si en ella figuran su- 
mandos y sustraendos. basta sustituir los vectores que éstos 
representan por sus opuestos (fig. 34). 

La diferencia de dos números conjugados es el número ima- 





Fix. 33. Fig. 34, 


ginario puro, cuya parte imaginaria es doble de la del mi.- 
nuendo. 


EJERCICIO: Probar analíticamente que el módulo de la suma y dife- 
rencia cumplen la desigualdad triangular ($ 7-7): 


fea |—|Bl]=S|aerflS|al+]81. 

Interprétese geométricamente. 

b) Si aplicamos la definición de producto dada por [9-2], 
escribiendo los factores en su forma polar, obtenemos: 
[9-14] r(cos p +1sen y). r'(cos y' + ¿sen p') = 
=r. (cos p COS p”—sen y sen y”) +1.rr (sen y cos -Heos y sen g’) = 

= rr'. [cos (p + e) + 1sen (p + e). 

De donde resulta: El módulo de un producto es el producto 
de los módulos, y el argumento es la suma de los argumentos. 

NOTA: Puestos los factores en forma exponencial [9-13], el resultado 
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anterior, demostrado trigonométricamente ($ 45), se recuerda fácilmente 
como conservación de la ley formal de producto de potencias de una mis 
ma base ($4-5), dando 


[9-15] E E g’) 


La condición para que el producto [9-14] sea nulo, es rr=0, 
y para esto es preciso y basta que sea nulo r o 7”; luego: 

Para que un producto de números complejos sea nulo, es 
necesario y suficiente que sea nulo por lo menos uno de los fac- 
tores. 


La fórmula |«|.|fB| = |a«. B| puede establecerse también mediante 
la igualdad: 

[9-16] (a? +a?) . (b? +b?) = (a,b, —a:ba)” + (a b: + a:b)’, 
fácilmente verificable; el segundo miembro es nulo cuando, y sólo cuando, 
lo es el primero. Éste se anula por el teorema correspondiente visto en 
el campo real (§ 7-5, d), cuando, y sólo cuando, se anula algún factor, 
es decir, la norma de alguno de los complejos dados. 

La definición de producto adoptada en [9-2] quedaba condicionada 
por el principio de permanencia de las leyes formales, y así quedaba acla- 
rado en [9-2']. Si hubiésemos querido establecerla operando con i alge- 
braicamente, sin darle aún significado numérico, sería : 


[9-17] e.B= (a, +14) . (b,+1b:) = a, bı + a (ibe) + (ias) . bı + 
+ (ia) . (ib) = abı + ila b4 @: bı) + Qaba. i.i 


La teoría de la multiplicación de dos números complejos cualesquiera 
quedaría, pues, completamente establecida al definir el producto de ¿ por ìi. 
Podríamos adoptar como valor de * cualquier número complejo, y des: 
arrollar toda la teoría apoyada en esta definición. Desde luego, si adop- 
tamos como definición ič =u + rvi, siendo u y v dos números reales cua: 
lesquiera, la multiplicación así definida tiene las propiedades uniforme, 
asociativa, conmutativa y distributiva. Pero si exigimos además que el 
producto no pueda ser nulo sin serlo alguno de los factores, debemos ele- 
gir u y v de modo que sea + 44< 0; pues de lo contrario la ecuación 
x? — r y — u= 0 tendría dos raíces reales %, y Y: (distintas O iguales), 
y siendo nulo el trinomio * 

Pr i¿—u= (i— 01) (¿—«), 
sin serlo alguno de los dos factores, no se cumpliría aquella ley formal. 

Así hemos probado que la condición v*4+44< 0 es necesaria para 
que el producto no pueda ser nulo sin serlo alguno de los factores. 

El modo más sencillo de satisfacer la condición »? + 44< 0, es 
elegir »=0, 4 =— 1; pero no se crea que ésta sea la única teoría po- 
sible, pues igualmente podría elegirse otro par de valores para la defi- 
nición ř. Sin embargo, cualquier teoría fundada en otros valores de u 
y a PAREN reducirse a la desarrollada, mediante el siguiente cambio de 
un 


— 2i — âri 4+ 4 
l = as pues resulta: 1= RAE a 


y —»”— 4u T 

Como en el sistema de los complejos ordinarios la anulación de su 

producto exige la de algún factor, lo mismo sucede en estos sistemas equi- 

valentes, deducidos por sustitución lineal. Luego, la condición 7? + 4u < 0 
es también suficiente para aquella propiedad. 


c) Definida la división como operación inversa de la mul- 
tiplicación, resulta inmediatamente, de [9-14], que dados los 


= — 1, 


* Dicha ecuación y el teorema de identidad aplicado serán tratados en el capítulo IV 
($ 19-1 y $3 16-1). 
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números complejos R ay, siendo r 40, existe un número 
único, que multiplicado por r da como producto R _ ; tal nú- 
mero +” ,llamado cociente de R pP T o tiene como módulo 


ol cociente de los módulos, y como argumento la diferencia de 
los argumentos. 

En particular, la forma binómica del número recíproco de 
a = (1 +14, se obtiene fácilmente, mediante el conjugado: 


1 a Q a, —ia 
[9-18] a A o e 
a a.a y a1? F a? 


Por lo tanto, el cociente de dos números complejos en forma 
binómica se obtiene así: ; 





1 ; dt, — 1 (o 
9. "w Z= —— = ə). —————— = 
19-19] Bia=8B. a (bi + îi bə) arta 
bi dı + bodo . b2 ai — bi Q2 
a ———— A A A A 222, 
a? + a7* a? +a? 
NoTA: Empleando la forma exponencial, resulta: 
, $ . e 
19-20] Ret” R alto); 1 pl eil(—o) 
r.et? r r.et? 
EJEMPLOS: 
l 2—3i _ (2—3i) (—1l1—2i) _ _ 8 N 1 i 
—l+2i ` 1? + 22 = 5 5 
a 144 _ G+)’ _ 142i—1 z 
K l1—i ` 2 z 2 Ea 


Obténgase el último resultado por aplicación de [9-20]. 


d) Para la representación geométrica del producto y del 
rociente, observemos que el vector OC, que representa el pro- 
ducto Ry =7.7 bo de dos números complejos, forma con 


ol vector OB, que representa el multiplicando, el mismo ángu- 
lo que el vector multiplicador 
ETT y OA forma con el vector unidad 
OU,. Además, siendo R=rr, 
resulta (fig. 35): 









oOoC _ OA , OB 
OU, OÙ: OU, ' 
o bien: 
OC Z OA . 
OB OU, ” 
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luego, los triángulos OU,A y OBC son semejantes directa- 
mente, es decir, en el mismo sentido. 

Este vector OC, que forma con el OB un triángulo direc- 
tamente semejante al que OA forma con el vector unidad, se 
llama producto del OB por el OA, o del OA por el OB. 

Recíprocamente, dados los vectores OC y OA, construyen- 
do sobre OC un triángulo COB, directamente semejante al 
AOU,, obtenemos el vector OB, que multiplicado por OA da 
el OC, es decir, construímos geométricamente el cociente de 
los vectores OC y OA. 

e) Vemos, resumiendo este $ 9, que en el sistema de los 
números complejos, como en el campo real, son siempre posi- 
bles las cuatro operaciones racionales, excepto la división por 
cero. 

Demostradas las propiedades fundamentales en que se apo- 
yan las demás, quedan desde luego generalizadas todas las re- 
glas de cálculo que se reducen a una combinación de estas 
operaciones racionales. 

Sin embargo, debe advertirse que en el campo complejo 
no tienen sentido las relaciones “mayor que” y “menor que” si 
deben establecerse cumpliendo todas las leyes formales corres- 
pondientes. 

En nomenclatura algebraica todo ello se resume diciendo que el con- 


junto de números complejos forma un cuerpo conmutativo ($ 5-12, da), 
que no es un cuerpo ordenado ($ 6-5, a). (Véase nota 1 y Ejercicio 10). 


EJERCICIOS 


1. Calcular las componentes de los complejos: 6zg>, 8,350; 10270 ,12g3g>. 


Forma polar y gráficas correspondientes de —2+1; 1—-31; 2/3—3 d; 
—8— 151. 
2. Calcular: 1%) 
(a + 1)9—(a— Ue. : 
(a + 1)?—(a —1)? ” li. 1414? 
(— 2 +1) ė 49) pl 4 2 . 
134 ? a ¿y z 
efectuando las dos últimas operaciones mediante la forma polar. Gráficas 
correspondientes. 

3, Mediante la razón simple (2,, Z2, Z3) = (Zı — %a) / (%a — 23), estudiar 
cuándo están tres puntos 2,, zz, za en línea recta, Mediante la razón doble 
(Zas Za, Zay Z4) = (Zu Za, Za) / (%1, Zo, 24), estudiar cuándo están cuatro puntos 
21, Za, Zas, za en una circunferencia. 

4. Demostrar que el triángulo de vértices «, 8, Y es equilátero cuando, 
y sólo cuando, es ê + PE +YP =aB4+BY+ya. 

5. ¿Qué punto z divide al segmento z.z2 en la razón A/A» 
es decir, verifica (21, Za, 23) = — M/%M2, (M1 + 2236 0)? 

6. Un triángulo tiene vértices Z,, 22, 23; a) ¿Dónde está su centro de 
gravedad, si los vértices tienen masas A, Az, A3?; b) Demostrar, en forma 
puramente aritmética, que para A; >0 (i= 1,2,3), el centro de gravedad 
está en el interior del triángulo. 

7. Hallar el lugar y trazar las gráficas correspondientes de los pun- 
tos z tales que: 1%) |2|=3; 2%) |z—i¿i|—=5; 3%) 4<|2z—1l; 


2) Lti _ l—2i, 





39) 
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49 2<]2]|<43 5%) |z—il+|2+1]1=3; 6% |]2—5|—]|z+5]|] = 
N 


8. Hallar el lugar y trazar las gráficas correspondientes de los pun- 





ton z tales que: 19) Ene = 2; 29) ES = 


9. Un avión volando a su máxima velocidad v (respecto al aire), va 
do (050) a (6;0) (unidad = 1 km) en 1 minuto; de allí a (0; 6) en 


: minutos, y de allí al punto de partida, en 2 minutos. Hallar v, y me- 
dinnte un complejo, caracterizar la velocidad W del viento, supuesto uni- 
forme y constante. 


10. Analizar cuáles son las leyes formales que se conservan y cuáles 
no pierden en la siguiente ordenación de THIEME de los números comple- 
om: La condición e œ> 8 equivale a R(a) => R(8B), siendo I(«)> 1(8) si 
t(«)= R(8). 


$ 10. POTENCIAS Y RAÍCES EN EL CAMPO COMPLEJO 


1. Potencias de exponente entero. — Si en la fórmula: 

| rı (cos giti sen p1) ][r2(cos po +1 sen q») ]...[r, (cosp, +1 sen qn) ] = 

=7Y1P2..Y [COS (pH)... Hon) +1 sen (pt path... pm) ], 
suponemos 

TETAS e A Y p1 = p2 S... = Pr, 

resulta: 
| 10-1] [r (cos p + ¿sen p)]”= 1” (cos n y +18en ng), 
fórmula que permite calcular trigonométricamente las potencias 
de exponente natural de los números complejos, y que suele 
linmarse fórmula de MOIVRE. 


NoTA: Empleando la forma exponencial [9-13], la [10-1] se recuerda 
muy fácilmente, mediante 


110-2] ( ip) n inp 
r.e =r .e 


enyn demostración no está en aplicar la ley formal de las potencias, sino. 
por nhora, en expresar en forma simbólica exponencial cada uno de los 
miembros de [10-1]. 

Esta igualdad subsiste, aunque sea negativo o nulo el ex- 
punente n = —n’ (w Z0; r > 0); pues, por definición, se tie- 
ne (§ 6-7): 


1 1 


[r(cos p+1 sen aña iaa 
(COSO e)] [r(cos ¿+i seng)]”" 1” (cos noti sen n'o) 


= ——(cos N' p — ¿sen n' p) = r” (cos n y + ¿sen no) 
qa 


va que es 
COS N p = COSN' p, Y SENN y = — SENN y. 
Dado el número complejo en forma binómica, basta aplicar 
Inu leyes del producto de polinomios ($ 4-9) o la potencia de 
ut” binomio, que luego veremos (§ 12-1). 


li TEMPLOS: 
(2. 31) —=2—4,2*,314 6.2*.3., 2 —4.2.3.* 4 3*.* —= —119 + 1201 
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Para calcular potencias de exponente elevado, convendrá pasar a la 
expresión polar. Por ejemplo, para calcular (2 — 3 1)*, procederemos así, 
efectuando el cálculo con tablas de líneas trigonométricas naturales: 


HE ra => p = — 56*18' 30” 
R = 13°; b= 16655". 


2. Raíces de los números complejos: representación gráfica. 
— Dado un número complejo r (cos p +1¿sen y), veamos si 
existe algún número complejo p (cos y + ¿sen y) cuya potencia 
n-sima (n es un número natural), coincida con aquél; es decir, 
que cumpla la condición: 

(10-8] p” (cosny+1isenny) = r (cos y + i sen pg). 

La condición necesaria y suficiente ($ 9-4, d,) para que es- 
ta igualdad se verifique, es que sean iguales los módulos, y los 
argumentos difieran en un número exacto de circunferencias; 
es decir: 

P =T, ny =py9+2km, 
de donde: 
n 
[10-4] p= Vn p= t r, 


NoTA: Esta fórmula se recuerda fácilmente, aplicando la radicación 
en forma de exponente racional ($ 8-4) a la expresión exponencial [9-13] 
del número complejo: 


[10-5] sa aa a OET 


El módulo p de la raíz buscada está, pues, perfectamente 
determinado, y es la raíz n-sima aritmética de r. En cuanto 
al argumento, en su expresión figura un número indetermina- 
do k, que puede recibir todos los valores enteros, y a primera 
vista parece que resultan infinitos valores para la raíz. 

Dando a k los n valores más sencillos: 0, 1, 2, ..., n— 1, 
obtenemos los argumentos siguientes: 


e e lr 9,927 e 27, 
[10-6] n” E n , P ne TUS 7 , 


cuya diferencia entre dos cualesquiera es: 


EF 2z) (+ 2e) y 27 
(En E AS SA 

y siendo h— h' < n, este arco es menor que una circunferencia. 
Pero si en [10-4] damos a k los valores n,n+1,12 +2, pi 
2n— 1, resultan los mismos arcos [10-6], aumentados en 2r, 
es decir, las raíces obtenidas son las mismas anteriores, y lo 
mismo acontece para los demás valores de k. 


TEOR.: Todo número complejo no nulo r , tiene n raices 


n-simas distintas. que tienen como módulo la ratz n-sima arit- 
mética del módulo r, y cuyos argumentos mínimos son: 
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Pp Pp 2r 2 án .£ q 20—Yr7 
AAA A T > 


Para la representación gráfica de las raíces, tracemos una 


N _—— 
circunferencia de centro O y radio y r; en ella han de estar 
los puntos representantes de las raíces n-simas buscadas. Fije- 
mos en dicha circunferencia el punto A,, cuyo argumento ọ/n 
se halla dividiendo en n partes iguales el argumento dado. Este 
punto Ay representa una raíz n-sima de TaY dividiendo la cir- 


eunferencia en n partes iguales a partir de él, obtenemos los 
puntos Ay, As, Az, ..., An-1 que representan las n raíces n-si- 
mas de mo š 


KJEMPLOS:; 1. Calcular las raíces sextas de 4 V3 + 4i. 
l = as p = 30". 


r=38; senp = EN 2 


El módulo de las raíces es Y8 = 12 y sus argumentos son: 
: 5”, 65°, 125° 185° 245°, 305°. 
Constrúyase gráficamente la representación de estas raices, aplicando 
ln regla anterior. 


3. Raíz cuadrada en forma binómica. — Es interesante ha- 
llur una fórmula que permita calcular aritméticamente la raíz 
cuadrada x+ yi de un número complejo a+ bi dado en for- 
ma binómica. Dicha raíz ha de cumplir la condición: 


(x+ yi)? =a+bi , 
un decir: 
[10-7] ay=a , 2%y =b. 
Elevando al cuadrado ambas igualdades y sumando, re- 


multa: 
(14y)?=4pbB=yY  (r>0) ; 
luego, x? + yY? =r; y como conocemos también la diferencia 
r" — y? = a, obtenemos : 
r+ a sa YU: | 
2 , Y > 2 , 
de donde resulta en definitiva: 


Si E yz dE y: ; 


pero entendiendo que deben tomarse para x e y solamente los 
nignos que satisfagan a la condición [10-7], es decir: si b es 
ponltivo, tomaremos las dos raíces con signo +, o las dos con 
alguno —; si b es negativo, tomaremos dichas raíces con signos 
puestos. Los otros valores son soluciones extrañas, introduci- 


g? = 
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das por la elevación al cuadrado. Si b = 0'es r =|al, y según 
sea 4>06a<0 se anula la 2% ó 1? raiz y queda: 


+ Va ô +i yV—a = + i vlaj. 


4. Raíces de los números reales. — a) Puesto que un nú- 
mero real positivo a tiene su argumento 0, sus n raíces n-ési- 
mas tienen como argumentos: 

2 T 2 T 2 T 
0 El 2 ...o n Te 1 * 
y Ey o (m1) E 

Si es par el índice n = 2 n’, obtenemos dos raíces reales de 

argumentos 








27 





0 y w 


= Ty 


es decir, una raíz positiva y una negativa: 


n 


a (cos 0 4- i sen 0) = Jo Va (cos r+ isen r) = — Va, 


que son los valores ya conocidos. Si n es impar, sólo obtenemos 
una raíz real positiva. 


Análogamente, al extraer la raíz n-sima de un número real 








negativo. —a, es decir, de argumento ~v, los argumentos de 
las raíces son: 

T Br 5r (2k—1) 7 y (2n—1)7 

AS A n ARA noo 


Si n es impar: n = 2 w — 1, al dar a k el valor n’, resulta 
el argumento ”, es decir, una raíz real negativa; pero si n es 
par, no existe ninguna raíz real. 


El problema de la radicación, lleno de excepciones y para- 
dojas en el campo real, obtiene, pues, en el campo complejo, 
una solución general y sencilla. Para distinguir la raíz real 
o aritmética definida en el $ 8-1, ae la raíz general ahora de- 
finida, designaremos ésta encerrando el número entre dobles 
paréntesis *, así: 





[10-8] V ((a)) = Ya [cos Akr + ¿sen ==) y 
b) Si en [10-8] hacemos a = 1, resulta: 
[10-9] 
UD) Eos 22 isen Skr (k=0,1, 2 ..., n—1), 


fórmula que da las n raíces n-simas de 1. Si es n par, obte- 





* Ésta es la notación de CAUCHY; en su Formulario usa PEANO un asterisco a la iz- 
quierda del radicando., (Véase Bibiiografía, en nota IV). 
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nemos las dos raíces reales + 1; si n es impar, resulta la única 
raiz real + 1. 

Los afijos de las n raíces n-simas de 1 son los vértices de 
un polígono regular de n lados y radio 1. 

Por esto, la teoría de las raíces n-simas de la unidad tiene gran im- 
portancia para el estudio de la división de la circunferencia en partes 
iguales. 

c) Los productos, cocientes y potencias (exponente natu- 
ral) de las raíces n-simas de 1 son también raices n-svmas de 1. 


Porque si es a” = 1, 6” = 1; es también: 
pr (apo d (5) =1, (a) = (a2)” = 1; 


luego, a B, a/8 y a” son raíces n-simas de 1. 


NoTA: La fórmula [10-8], teniendo en cuenta [10-9], puede escri- 
birse de este modo: 


n n n 
v ((a«a)) = Va. V ((1)). 

Más general: calculada una raíz n-sima de un número complejo, se 
vbticnen todas multiplicándola por las n raíces n-simas de 1; por tanto, 
wl cálculo de las raíces n-simas de cualauier número se reduce al de las 
yriíces n-simas de la unidad. 


Por esta razón, tiene escaso interés el cálculo de los radi- 
enles llamados algebraicos, es decir, radicales considerados con 
todos sus valores. 


5, Raíces primitivas de la unidad. — Las raíces n-simas de 
| que no son raíces de 1 de orden inferior a n, se llaman rait- 
ces primitivas de orden n. Las demás son raíces de la unidad, 
de orden menor que n, y por lo tanto, es cada una primitiva 
de cierto orden n’ < n. 


EJEMPLO 1: Las raíces de cuarto orden de la unidad son: 


+ 1, FE 1, + 1, NA de 
las raíces +1 y —i son primitivas de cuarto orden; pero +1 y —1 
uo lo son; de estas dos es —1 primitiva de segundo orden, y +1 lo 


vi de primero. 


`~ 


TEOR. 1: Se obtienen todas las raices primitivas de orden 
n dando a k en la formula 


2 kr 








2kr : 

| 10-10] ¿3 = cos + ¿sen 

lados los valores primos con n y menores que n. 
Puesto que: 


2kh 


T . 
sk = cos aaa + ¿sen 





2k hr 
n 


ln condicion necesaria y suficiente para que 3 sea raíz de or- 
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den h, es decir. 8” = 1, es que el argumento sea múltiplo de 
27, es decir: kh=n. 


Si k es primo con n, debe ser h = n; luego, el menor valor 
posible de h es n, y por lo tanto, & es raíz primitiva de or- 
den n. 

Si k no es primo con n, y llamamos k’ y w a los cocientes 
de k y n por su m.c.d., se tiene, simplificando [10-10]: 


s = cos + ¿sen 2% 7 








n’ 
y siendo k’ primo con n' es 8 raíz primitiva de orden w < n, 


COROLARIO 1: El número de raíces primitivaa de orden n es el indi- 
cador de n, esto cs p(n). (Véase Cap. I, nota III, c). 


COROLARIO 2: Toda raiz primitiva de orden n es raíz de cualquier or- 
den n, y sólo de éstos, porque debiendo ser k primo con n, resulta h = n. 


EJEMPLO 2: Las raíces primitivas de octavo orden se obtienen hacien- 
do k= 1, 3, 5, 7 en la fórmula [10-10], y son: 


cos 45° + 1 sen 45° cos 225° + i sen 225°, 
cos 135” + 1 sen 135” cos 315° + i sen 315°. 
es decir: 
1 i 1 i 1 e 1 i 
A E A A AA, 
va V2? V2 E V2 v2 vV? vV? 


Las otras raíces, no primitivas, resultan dando a k los valores 0, 2, 
4, 6, y son: 


1, 1, —1, — i. 


Para el cálculo de las raíces de la unidad, en particular de 
las primitivas, aplicaremos: 

TEOR. 2: Se obtienen todas las raíces de orden n calculan- 
do las potencias e, e, e, ,.. e” de una raíz primitiva cual- 
quiera de orden n. 

Desde luego ($ 10-4, c), todos estos números son raíces de 
orden n; además, son todos distintos, pues si fuese 

e=e , osea e(t —1)=0 , 
resultaría «<+? = 1 (siendo 0 < a — b < n), contra la hipótesis 
de que e sea raíz primitiva de orden n. Tenemos, pres, todas 
las raíces de orden n. 

TEOR. 3: Si es n = uv, siendo u y v primos entre si, el 
producto de cualquier raíz primitiva a de orden y, por cual- 
quier raíz B primitiva de orden v, es una raiz primitiva de 
orden n, y así se obtienen todas, sin repetir ninguna. 


Desde luego, en virtud de lo demostrado en el $ 10-4, e: 
n pe pr 
(aß) = («fßf) =a 
luego, a ff es raíz de orden z. 


o pr vyp 
B =(4), (8) =1, 
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Busquemos el menor exponente m que cumpla la condición (a B)”=1; 
elevando a » resulta: 
m’ m» mr’ my 
(aß) = 1l, o sea: e .B =a = 1; 


paro siendo a raíz primitiva de orden #, debe ser mr = p (Cor. 2), y 


como « es primo con »”, resulta la condición m=u. 

Análogamente obtenemos la condición m =v»; luego, debe ser m = Hr, 
y ol menor valor posible de m es #»r = n; luego, aß es raíz primitiva de 
orden n, 

Veamos ahora que todos los productos obtenidos multiplicando cada 
raíz primitiva de orden „u por cada raíz primitiva de orden » son distintos. 

Sean a y æ’ dos raíces primitivas de orden 4; f y f” dos raíces primi- 

2a' 7 

y 








livas de orden »; sean los argumentos de a y a, siendo 


a y a' menores que 4 y primos con 4. Si el producto «8 es igual al 
w R', también se verifica: 


p r r y 
(aß) = (4 Pf), osea: a =QG4 ; 
luego, la diferencia de argumentos debe ser EA == a Zort i = 27q, 


vn decir: (a—a')v = qu, y siendo 4 primo con », ha de dividir al número 
«.--a <p, lo cual sólo es posible siendo a = 0", es decir: a =0', y por lo 
tanto, B= R. 

El número de productos obtenidos es (x). p(”) que según la teoría 
del indicador (véase Cap. I, nota III, c), es ọ (n); luego así se obtienen 
todas las raíces primitivas de orden n. 


NOTA: En virtud del teorema 2, para obtener todas las raíces de or- 
den n basta calcular una raíz primitiva. Este problema se simplifica 
dexconiponiendo n en producto de dos o más factores primos entre sí y 
nplicando el teorema 3. 


EJEMPLO 3: Sea n = 12 = 3.4. Las raíces primitivas de tercer orden 
1 v3 


non — -—— t 

2 2 
multiplicando unas por otras, obtenemos las cuatro raíces primitivas de 
orden 12: 





i, y las raíces primitivas de cuarto orden son + 1; 











v3 1 V8 1 V3 1 V3 1. 
— + — t, ES à, EDTA + eT 1, HA D. t 
2 2 2 2 2 -2 2 2 
EJERCICIOS 


1. Aplicar la fórmula de MOIVRE para expresar sen 4 ọ, cos 4 ọ, tg4ọ 
en función de sen 9, cos p, tg p. de 

2. Calcular los valores de: a) Yi, b) V—i; c) V1+223; 
d) Y 1—13V 3. Gráficas correspondientes. 

B. . Calcular mediante la forma binómica: a) V —5— 12i; 
h) V7—24Í. 

4, Siendo 1, e, e* las raíces cúbicas de la unidad, probar que: 
a) (14 e)*=e;b) (1-8) (1— 8) (1 —e) (1—e)= 
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5. Demostrar, empleando la forma polar, que el módulo de la suma 
de dos complejos es menor o igual que la suma de sus módulos y mayor 
o igual que su diferencia. 

6. Probar que es nula la suma de las n raíces n-ésimas de la unidad 
y +1 su producto (n > 1). Calcular: 








1 + cos 2r + cos Ir Pret cos 20D, 
E + E Tsss + sen LALDT š 
n n n 


i 7. Verificar la identidad: 
(x+y +z) (x+ryt rz) (etry trz) (+r yrz) (try rz) = 
= "4y" — 5x" yz—5ry’z, 
siendo r = cos 72° + i sen 72°. 
8. Resolver la ecuación: x° — 2%" + 2 = 0. 


9, Descomponer en factores de primero y segundo grado de coeficien- 
tes reales: 1%) x*+af; 2%) aé—1, 


NOTAS AL CAPÍTULO II 


I. Plenitud y unicidad del sistema de los números reales. — En el 
$ 7-1,a comprobamos que el sistema de números racionales ($ 6-1) no 
bastaba para “llenar” la recta, lo que nos llevó a la introducción del nú- 
mero real ($ 7-4). Podríamos pensar si es posible una nueva ampliación 
del sistema así obtenido, sin “salir” de la recta, es decir, de manera que 
el sistema ampliado continúe siendo un cuerpo ordenado ($ 6-5,a), La 
contestación negativa a esta cuestión constituye el teorema de plenitud 
de los números reales, y nos hará comprender por qué no se ha definido 
un orden en el sistema de los números complejos ($ 9-5, e), aun cuando 
éste forme un cuerpo o campo de racionalidad. Como otro ejemplo, en 
el $ 5-12,d se ha visto que el sistema de enteros (mód. p) con p primo 
forma cuerpo, pero éste no puede considerarse como cuerpo ordenado, 
pues, por ejemplo, no cumple la ley de monotonía de la suma. 

Recordemos que el cumplimiento de Jas leyes [6-11] a [6-161, de 
$ 6-2,b, asegura que el sistema de números reales (como el de los racio- 
nales y el de los enteros) forma un dominio de integridad ($ 5-12,c). 
También el sistema de números reales (como el de los racionales) forma 
cuerpo conmutativo al ser un dominio de integridad, en el que es siempre 
posible, con resultado unívoco, la división de divisor no nulo. Además, se 
trata de un cuerpo ordenado ($ 6-5, a), porque en él se establece la re- 
lación de desigualdad que cumplen las leyes de tricotomía, transitiva y 
de monotonía de la adición y multiplicación (8 7-5, d). 

Si se introduce axiomáticamente el concepto de cuerpo conmutativo 
ordenado como sistema de elementos abstractos que cumplan las condicio- 
nes anteriores, entonces se verifica: 


TEOR. 1: Todo cuerpo conmutativo ordenado C contiene un subcuerpo 
C’, isomorfo con el cuerpo Ca, de log números racionales. 

En efecto, por la ley modular [6-12] existe en C un elemento “cero” 6 
que es único, a menos de la relación de igualdad o equivalencia estable- 
cida en C, y que no modifica el valor de otro cualquiera cuando se aplica 
a ambos la operación de adición definida en C; del mismo modo, existe 
un único elemento “unidad” e, módulo de la multiplicación en C ($ 3-7). 
Por repetidas adiciones y sustracciones de ese elemento unidad e, se en- 
gendra un dominio de integridad ordenado D(<)C, que se demuestra fá- 
cilmente es isomorfo ($ 1-6) al dominio de los enteros, con corresponden- 
cia biunívoca, que conserva tanto la adición y la multiplicación como el 
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orden, A partir de los “enteros” de D, por divisiones cualesquiera de di- 
vinor no nulo, se obtiene en C un subcuerpo C'(<)C, tal que C' como cuer- 
po ordenado, resulta isomorfo al cuerpo C(,, de números racionales, iso- 
morfismo que establece entre C* y C¿,, una correspondencia biunívoca, que 
conserva tanto la adición y multiplicación como el orden. Este teorema 
ln una caracterización abstracta de los números racionales, como el mí- 
nimo cuerpo conmutativo ordenado. 

COROLARIO: Todo dominio de integridad ordenado con unidad D con- 
hene un dominio de integridad D' isomorfo con el dominio de integridad 
l de los enteros. La demostración es la utilizada anteriormente. . 

El dominio E de los enteros queda estructuralmente caracterizado 
uní: 


TEOR. 2: Todo dominio de integridad ordenado, con unidad D, y tal 
que el conjunto de los elementos “positivos” sea bien ordenado, es isomorfo 
«ul dominio E de los enteros. 

Un dominio de integridad se dice que está bien ordenado si se ha esta- 
hlecido en él un orden estricto ($ 2-7) que conserve la monotonía de la 
ndición y de la multiplicación y tal que todo subconjunto ordenado subor- 
Jinamente a D tenga primer elemento ($ 2-7). Antes se ha visto que 
existe D' contenido en D,. tal que D' es isomorío a E. Vamos ahora a 
demostrar que todo elemento de D pertenece a D'. Sea 9 el “cero” de D, 
ni existiese n perteneciente a D y no a D’ con n < 9, entonces 8 —n =p 
pertenecería a D y no a D', con p >0, Sea m el primer elemento (mí- 
nimo) de los elementos p de D que sean positivos, p > 9, y no pertenez- 
eun a D', Si e es la “unidad” de D, no existe ningún elemento c de D 
tnl que 9<c< e, pues dichos c no podrían tener primer elemento en 
contra de la hipótesis de buena ordenación de D, al cumplirse 0 < «*< 

c< e. Por tanto m >e, lo que implica 0 < m—e <m, y por la de- 
linición de m, sería m—e perteneciente a D' y también m=(m— e) +e, 
contradictorio con lo supuesto. Así, pues, D y D’ coinciden como que- 
vimos demostrar. 

Completada la recta mediante clases contiguas ($ 7-6, a) ya vimos 
«que todo par de éstas, establecido no ya en el campo racional, sino en el 
venl, tenía siempre un elemento real y uno solo de separación ($ 7 5, d). 

El cuerpo ordenado C' isomorfo al C(,, no cumple el postulado de 
CANTOR ($ 7-4). Diremos que un cuerpo ordenado C es completo si cum- 
ple el llamado postulado de plenitud, según el cual todo par de sucesiones 
meonótonas o sucesión de intervalos encajados de C” ($ 7-4) tiene siempre 
por lo menos un elemento de separación en C, es decir, dados en C’ los 
clementos a SaS no SaS’ S d S. Sa S a'1, existe 
siempre en C algún elemento a tal que a; < «œ S æ’, para todo 1. * 

Llegamos así al teorema de plenitud y unicidad del sistema de los nú- 
meros reales: 


TEOR. 3: Todo cuerpo conmutativo ordenado completo arquimediano 
cs isomorfo al sistema de los números reales. 

En efecto, sea C un cuerpo ordenado completo, que por el teorema 1 
«“ontiene un subcuerpo ordenado C’ isomorfo al cuerpo ordenado Ca, de los 
«uúmeros racionales. Dado un número real cualquiera a = ļa:; a',), sea 
¡w,; a'¿p el par de sucesiones monótonas que corresponde en C' al par de 
"cesiones monótonas contiguas de números racionales Ja,; a. de Cu). 
Según el postulado de plenitud, existe en C un elemento a tal que 
"XaS oa; para todo i. Este elemento de separación a es único, pues 
ni hubiese otro a tal que también cumpliese a; = a' S «', para todo 2, 
wría | a— a | S a'i — a. Entonces, si r es un número racional cual- 
«Miera y p su elemento correspondiente en C', por la conservación del 
orden en el isomorfismo entre C y Cap a Ia condición de contigüidad 
u‘, —a; < r desde un cierto j, corresponde a’; — a, < p, y así, para todo 
yr C' habría de ser | a—«' | <p, 

Aquí cobra el teorema de ARQUÍMEDES-EUDOXO (8 6-5, b), su pro- 
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fundo significado en la teoría del número real, pues por el mismo, si 
0 < | a—o | < p, existe en C un “elemento natural” » tal que 


5 g p 
vla—«' | > p, y no podría conservarse | a —a | <- Para el elemen- 
to “racional” p/v de C'. 


Haciendo corresponder biunívocamente a cada número real a el ele. 
mento a de C así obtenido unívocamente, es fácilmente demostrable, si: 
guiendo el desarrollo del $ 7-5, que C contiene un subcuerpo ordenado $, 
isomorfo al cuerpo ordenado de los números reales. Ahora, sólo falta de- 
mostrar que S coincide con C, lo que constituye el teorema de plenitud de 
los números reales, pues nos hará ver que su sistema no es ampliable (a 
menos de un isomorfismo) como cuerpo ordenado. 

Sea, en efecto, 6 un elemento cualquiera de C; eligiendo en el teorema 
de ARQUÍMEDES-EUDOXO ($ 6-5, b) para «œ el elemento “unidad” e, exis- 
tirá en C y también en S un “entero” Y tal que »=ve > fl y del mismo 
modo otro “entero” v' œ> — f£. De la acotación —” < B <v se pasa a la 
de dos “enteros” sucesivos que contengan f8, es decir: cE<P<c+1, y 
por el mismo método constructivo de subdivisiones sucesivas, ya aplicado 
anteriormente (cfr. $ 8-7), se construye un par de sucesiones monótonas 
contiguas que determinan un elemento de S coincidente con f, por ser 
éste el único elemento de separación del par de sucesiones construídas 
según el mismo razonamiento antes visto. Por lo tanto, todo elemenlo de 
C pertenece a S(<)C, es decir: S=C. 

Este teorema 3 muestra que cualquiera sea el camino que se tome 
para construir un “sistema de números reales” como cuerpo ordenado com- 
pleto, se llega a un concepto esencialmente único ($ 1-6), es decir, pode- 
mos afirmar que existe un cuerpo conmutativo ordenado completo arqui- 
mediano y solamente uno (a menos de un isomorfismo). 


II. El infinito matemático. — En el § 2-9 se han introducido los con- 
ceptos de conjuntos finito e infinito, y en el § 2-11, el de conjunto nume- 
rable, En el estudio de los conjuntos numerables basta aplicar la induc- 
ción completa ($ 2-2), por la que sólo se hace intervenir sucesivamente 
los elementos de un conjunto infinito. Se llega así al concepto de infinito 
potencial, cuyo sencillo significado, en este caso, es el de que a cada 
número natural sigue otro, sin que se repita ninguno. 

Pero en Matemática intervienen también razonamientos en los que 
se consideran todos los elementos de un conjunto infinito simultáneamente, 
y en este caso se dice tratamos del infinito actual: éste se manifiesta 
cuando en los enunciados aparecen los cuantificadores “todo” y “existe”, 
referidos simultáneamente a los elementos de un conjunto infinito. Mu- 
chos matemáticos no aceptan que pueda ser objeto de estudio el infinito 
actual. Sin embargo, éste ya aparece en cuanto tratamos de la existencia 
de conjuntos no-numerables. Así, demostremos el teorema: 

TEOR. 1: El conjunto de números reales pertenecientes a-un intervalo 
(a, b) no es numerable. 

En efecto, vamos a ver que suponer numerable dicho conjunto está 
en contradicción con el postulado de plenitud que caracteriza esenclalmen- 
te dicho conjunto de números reales (cfr. nota 1). Si los números reales 
del intervalo (a, b) se pueden poner en sucesión a;,, dr, ..., An, ..., en- 
tonces en el intervalo (a,, a.) habrá un número real de índice mínimo: is 
($ 2-7, teor.). En el intervalo (as, a; ), todos los números reales tendrán 


índice mayor que %, y entre ellos habrá también un número real de índice 
mínimo ù >i. Lo mismo ocurrirá en el intervalo (a,, a, ) con índice 
3 4 


mínimo % >(¿,y siguiendo así sucesivamente obtendremos una sucesión 
de intervalos encajados, y a todos ellos habrá de pertenecer algún nú- 
mero real £, por el postulado de plenitud que cumple todo cuerpo ordenado 
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completo. Entonces, el índice del número real £, bien determinado en la 
sucesión supuesta de números reales, habría de superar todo ¿i , lo que es 
absurdo, y 

La misma demostración puede servir para obtener del conjunto nu- 
merable de números racionales ($ 2-11) un encaje de intervalos sin ele- 
mento de separación racional, y así vemos bien claro que si nos quisiéra- 
nios circunscribir a considerar conjuntos mumerables, habríamos de re- 
nunciar a “completar” la recta. 

Es muy fácil ver (hágase) que dos intervalos cualesquiera de núme- 
ros reales son coordinables ($ 2-8), y todos los conjuntos coordinables con 
ol conjunto de números reales :de un intervalo (a, b) se dice tienen la 
potencia del continuo. También se prueba fácilmente que el conjunto de 
todos los númercs reales tiene la potencia del continuo, y que la reunión 
de una familia finita o infinita numerable de conjuntos cualesquiera que 
tienen la potencia del continuo, es un conjunto que tiene la potencia del 
continuo, 

Mediante la expresión de un número irracional en fracción continua 
indefinida (véase Cap. V, nota III), determinada biunívocamente por una 
sucesión de números naturales, se prueba también que el conjunto de todas 
las sucesiones de números naturales tiene la potencia del continuo. Por lo 
tanto, puede establecerse una correspondencia biunívoca tal, que a cada 
número real Tr corresponda una sucesión indefinida de números naturales 
(t, ta ts, ...), y recíprocamente, considerando iguales dos sucesiones 
cuando, y sólo cuando, tengan en el mismo lugar los mismos elementos. 

Con este teorema, es muy fácil establecer una correspondencia biuní- 
voca entre los números complejos (a, az) del $ 9-2, y los números 
reales 7, pues si (ts, tz, ts, ...) es la sucesión de números naturales que 
corresponde a cada número real 7, descompongamos dicha sucesión en 
las dos 

ta to lo ...$ te ti to ...; 

entonces éstas definen dos números reales, a. y az, que podemos tomar 
como componentes del número complejo (a, az). Recíprocamente, de dos 
sucesiones tales como las anteriores que representen las componentes de 
un número complejo, por intercalación podemos pasar a la única sucesión 
de números naturales (ti, tz, ts, .,.) que determina un número real 7. 
He aquí, pues, una correspondencia biunívoca sin excepción, entre los nú- 
meros reales T y los números complejos (4,, 43), es decir, ul conjunto de 
todos los números complejos tiene la potencia del continuo. 

Nótese que en las demostraciones anteriores sólo se ha utilizado la 
hipótesis de que los conjuntos de valores de œ, de aa y de T tengan ia 
potencia del continuo, y por lo tanto, también son válidas si nos linita- 
mos a los números reales pertenecientes a sendos segmentos, lo que de- 
muestra el famoso teorema de G. CANTOR (1872): 

TEOR. 2: Los conjuntos de los puntos de cualquier rectángulo y de los 
puntos de cualquier segmento son coordinables. 

De manera análoga se demuestra que el «onjunto de puntos de un 
cubo tiene también la potencia del continuo, 

Estos resultados parecen contradecir la noción intuitiva de dimensión, 
pero no es así, porque la correspondencia biunívoca que podemos definir 
entre los puntos de un cuadrado y los de su lado nunca puede ser “con- 
tinua”; es decir, los puntos correspondientes en el plano a los del seg- 
mento no forman una curva continua ($ 29-2), sins que se presentan caó- 
ticamente. Es muy importante observar que la dimensión de un conjunto 
de puntos no depende sólo de su número cardinal, sino también de la ma- 
nera como están distribuídos en el espacio. 

Aunque es fácil probar que existen conjuntos no numerables que no 
son coordinables con el continuo (por ejemplo, el de todas las funciones 
reales definidas en un intervalo, $ 23-2), la relación del continuo con el 
número ordinal generalizado es uno de los problemas no resueltos de la 
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Matemática. En particular, la “hipótesis del continuo” conjetura que éste 
es siempre coordinable con un subconjunto contenido en cualquier conjun- 
to no numerable. En cambio, y aunque basándose en principios discutidos, 
se ha demostrado que la serie numérica natural es siempre coordinable 
con una parte de cualquier conjunto infinito. 

Por difícil que sea manejar el infinito, no es posible en Matemática 
prescindir de su utilización; la gran obra de BOLZANO y sus continuado- 
res ha sido fundar el Análisis infinitesimal sobre el concepto de límite 
aritmético, en que sólo interviene el infinito potencial. Pero no sólo el paso 
al límite y su aplicación al fecundo Cálculo infinitesimai, en el que se 
tratan conceptos tan fundamentales como el de tangente (o derivada) y 
área (o integral), sino también la generalidad de las proposiciones ma- 
temáticas y las cuestiones sobre el infinito actual y el transfinito justifi- 
can la conocida frase de H. WEYL: “La Matemática es la ciencia del 
infinito”. 


III. Sistemas hipercomplejos. — a) Vectores del plano y números com- 
plejos. — Desde el punto de vista aritmético, no es necesaria una nueva 
ampliación del campo de los números, pues en el sistema complejo han 
quedado resueltos todos los problemas aritméticos elementales, y veremos 
($ 18-1) que tampoco la resolución de ecuaciones algebraicas nos obliga a 
salir de él, es decir: el campo complejo es algebraicamente cerrado. 

Pero la representación geométrica ($ 9-3) nos da la pauta para otras 
ampliaciones. Vimos, en efecto, que el sistema de los vectores libres del 
plano, que es un grupo abeliano ($ 5-12, b) respecto de la suma, puede 
transformarse, haciendo corresponder a cada vector un número complejo, 
en un sistema de doble composición, mediante la definición [9-2] de pro- 
ducto de complejos. Ahora bien: este sistema de doble composición es un 
anillo ($ 5-12, b), pues es cerrado respecto a la multiplicación, y ésta 
cumple las leyes asociativa y distributiva respecto de la adición. 


b) Espacios vectoriales. — b,) Todos los vectores del plano se pue- 
den expresar en la forma 
[11-1] a = 011 + Qzls, 


como combinación lineal de dos de ellos, es decir, suma de los productos 
de ellos por ciertos coeficientes reales. Por esta razón, diremos que el 
grupo abeliano es un espacio vectorial de dos dimensiones. Como base 
(i, i) del espacio vectorial puede tomarse cualquier par de vectores no 
paralelos, por ejemplo, los vectores unitarios sobre los ejes de coordena- 
das, que podemos indicar así: ii. = (1; 0); i» = (0; 1). 

b2) Análogamente los vectores del espacio: 
[1-2] a = Mi + @i: + Gail 
forman un espacio vectorial de tres dimensiones, con base (in, in i3), pu- 
diendo tomarse cualquier terna de vectores no coplanares, por ejemplo, 
los vectores unitarios sobre los ejes, que podemos indicar: 

i = (1, 0, 0,); i» = (0,1,0);  is= (0,0,1). 

ba) Todo esto nos sugiere la oportunidad de llamar vectores de n 
dimensiones a los conjuntos ordenados de n componentes reales: 
[I-3] & = (as, 02 ..., Qn) 
entre los cuales: 1%) la relación de igualdad equivale a la igualdad de 
las respectivas componentes que ocupen el mismo lugar; 2%) se definen 
dos operaciones fundamentales, llamadas suma vectorial y multiplicación 
de un vector por un número real k en la siguiente forma: 
[11-4] (0, M2, +. s, An) + (bis bas ..., 00) = (A + di, da + bo, e, Ant ba), 
[11-51] i ka = (ka, kas, ..., kan). 

Demuéstrese que los entes así definidos cumplen las siguientes pro- 
piedades: 
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|11-6] El sistema forma un grupo abeliano ($ 5-12, b) respecto de la 
suma vectorial; 
[11-7] El producto de un vector por un número real cumple las leyes: 
1°) Distributivas: k(a +b)=kaw+kb; 
(kı + k:)a = kia + ka; 
29) Asociativa: (kı ka)a = kı (kaa); 
39) Modular: l1.a=a. 

Todo sistema de elementos que respecto a un cuerpo de coeficientes k 
($ 5-12, d), en nuestro caso el campo real, se relacionen mediante dos 
operaciones fundamentales que cumplan las propiedades [IL-6] y [II-7] 
tomadas como características, se llama espacio vectorial (y también, fre- 
cuentemente, espacio lineal). 

Los vectores de n componentes tienen otra propiedad característica: 
es posible elegir n vectores (y no menos), que entonces se dice forman 
una base, tales que todo otro vector del sistema puede expresarse como 
combinación lineal de ellos. 

Todas estas propiedades, tomadas como características, son las que 
definen en forma “descriptiva” o axiomática ($ 1-7) un espacio vectorial 
de n dimensiones. 

Una base del espacio está dada por los n vectores que tienen nulas 
n — 1 componentes, e igual a 1 la restante: 


i = (1,0,0, 0: 0), l=: (0, 1,0; 00% 001 1.= (0,0, 0, 0 1), 


porque cualquier vector puede expresarse por medio de ellos del siguiente 
modo: 


(ti, Q2, Asy shay An) = (a, 0, 0, ..«») 0) + (0, A2, 0, AE] 0) + .. 
[11-8] + (0,0,0, ...,41) = mi + hit .. + anri. 

Pero no son éstos los únicos vectores que gozan de tal propiedad; la 
condición necesaria y suficiente que deben cumplir n vectores arbitrarios 
e, €2, ..., €, para que cualquier otro (41, de, ..., 4n) pueda expresarse 
como combinación lineal de ellos con coeficientes reales univocamente de- 
terminados, es decir; 

(dis Azs o.s An) = A er + Ae +... + Ant, 
es que sea distinto de cero el determinante ($ 15-5) de las componentes 
de €, €2 ..., €n, el cual aparece como determinante del sistema de ecua- 


ciones lineales en que se descompone la igualdad anterior, sistema que 
determinará un solo conjunto de valores para las A ($ 16-4). 


c) Anillos de hipercomplejos. — Así como el grupo abeliano de los 
vectores de un plano se transformó en el anillo de los números complejos 
(a), cabe preguntarse si será posible transformar un espacio vectorial 
de n dimensiones (b3) en un anillo mediante una oportuna definición de 
producto entre sus elementos [11-31]. 

Veremos que esto es posible de infinitas maneras para cada espacio 
vectorial. Como la multiplicación ha de ser ($ 5-12, b) distributiva res- 
pecto de la suma, será: 


[11-9] a.b = (Zari) (2b,i,) = 2(a,-b,) (i- .1.), 


de modo que basta definir los productos entre los elementos de una base. 
Como el sistema ha de ser ($ 5-12, b) cerrado respecto de la multiplica- 
ción, cada producto ir-.i, debe poder expresarse como combinación lineal 
en la forma PA 


[11-10] i, i = z Cryza la, 
k: 


(h) 
donde los cr, . que desempeñan un papei fundamental en la definición de 
la multiplicación, se llaman coeficientes estructurales del sistema de do- 
ble composición. Para que éste sea un anillo, es preciso que se cumpla la 
propiedad asociativa de la multiplicación, para lo cual basta a su vez su 
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validez para elementos de una base: (i-i. ) 6 =1r.(1,.1,). Esta igualdad 
M 

impone a los coeficientes estructurales C,,. relaciones de igualdad, fáciles 

de obtener identificando los desarrollos de ambos miembros, pero que no 

los determinan por completo, 

Todo anillo así obtenido, a partir de un espacio vectorial, se llama 
stetema hipercomplejo, Sus elementos [11-3] no se llaman ya vectores, 
sino números hipercomplejos. Cada número hipercomplejo se representa 
por un vector, pero, a diferencia de los vectores, entre los hipercomplejos 
está definido el producto [11-9] mediante [11-10]. 

(hY 

Las relaciones que deben satisfacer los Cr,. a las que hay que agre- 

(A) thì 
gar Cre = Car si se quiere que el anillo sea conmutativo, dejan todavía 
un amplio margen de indeterminación, y cabe preguntar si será posible 
elegir dichos coeficientes A de la tabla de multiplicar, de modo que se con- 
serven las otras propiedades, para que formen un cuerpo conmutativo, 
como acontece con los complejos ordinarios. 

Planteado así el problema, la contestación es inmediata, pues si se 
supone como en éstos unidades imaginarias de cuadrado — 1 [esto se 
logra siempre por cambio de base, análogamente a lo que vimos en 
$ 9-5, b, para complejos binarios], se tiene: 

(er + e.) (er — 64) = e”, — er 8, + e er —e”, = 0, 
luego, si queremos además que el anillo sea dominio de integridad, no ten- 
drá divisores de cero ($ 5-12, r), y por lo tanto, debe ser e =e., O 
bien: e, = — e.. Por consiguiente hay una sola unidad imaginaria, redu- 
ciéndose el sistema de n componente» al de los complejos binarios. 

Resulta así, en su forma más sencilla y restringida, el teorema final 
de la Aritmética, como fué demostrado por HANKEL, y con mayor gene- 
ralidad por WEIERSTRASS: 


No existe ningún sistema de números complejos de más de dos uni- 
dades que forme un cuerpo conmutativo. 

Ya no es posible continuar la serie de ampliaciones del concepto de 
número. Con este teorema llega a su termino natural el desarrollo de la 
Aritmética. 

d) Cuaternios. — di) Si se prescinde de la propiedad conmutativa 
de la multiplicación, no subsiste la limitación dada por el teorema de 
HANKEL y WEIERSTRASS. En efecto, si entre los números del tipo 


[11-11] a = tl + qui + dj + dk 


se define la multiplicación estableciendo que 1 es un módulo ($ 3-7) de 
la misma, y que además: 


i — 1 i.j = —j.i k 
[11-12] ï — 1 j.k = —k.j i 

k’ = — 1 k.i = —i.k j 
se obtiene como ‘veremos un cuerpo, que por estas mismas relaciones 
[IT-12] vemos ya que es no conmutativo. Estos hipercomplejos [II-11] 
fueron introducidos por HAMILTON, que los llamó cuaternios o cuaterniones, 
y los aplicó a problemas de Geometría y de Mecánica. 

Si dejando de lado la propiedad conmutativa se trata de conservar 
las demás leyes formales de la Aritmética, se tiene también una limita- 
ción sobre los posibles sistemas hipercomplejos, pues un célebre teorema 
de FROBENIUS (1878) establece que los únicos sistemas hipercomplejos 
que forman cuerpo (no necesariamente conmutativo) son logs complejos 
ordinarios y los cuaternios. 

da) Para probar que los cuaternios forman un cuerpo, definamos an- 
te todo el módulo | a | y el conjugado a del cuaternio [11-11] así: 
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(11-18] la| = + Va + a +a + at 
11-14] á = 4% — h i — aj — ak. 
Tendremos entonces, por [11-12]: 
ña = (4% — mi — aj — mk) (a + mi + taj + ak) = 
= a° + a + ar 4 atm lal. 
i k producto de dos cuaternios conjugados es el cuadrado del módulo 
Ha Ambos. 

En consecuencia, respecto del producto, sì a no es el cuaternìo nulo 
0 | 01+ 0j + 0k, por ser |a| 0, existe el inverso (§ 5-12, b) a ìz- 
«mierda a/¡a|' que es también inverso a derecha, por ser asimismo 
aâ — |a|". Por tener inverso respecto al producto todo cuaternio no 
alo, el anillo es un cuerpo ($ 5-12, ds). 

kl sistema de los cuaternios es un cuerpo no conmutativo. 

id) Gran purte de la actual Algebra vectorial de tres dimensiones es- 
lala formulada, en la segunda mitad del siglo XIX, en el lenguaje de los 
vastornios; de ahí las denominaciones, todavía en uso, de parte escalar 
(a) y parte vectorial V (a) de un cuaternio a [I1-11}: 

E (a) = Qo V(a) = ai + aj + ak, 

IC] producto de dos cuaternios con parte escalar nula, que de acuerdo 

von [11-12] es: 
(41 + aj + ask) (b1i + br? + bik) = — (abı + hba + ab) + 
+ (aa bs — %a ba) i + (a, ds — (1 bs) + (ai bd: — ar b,)k 
liono como parte escalar el valor opuesto al producto escalar de los co- 
rrespondientes vectores (cir. $ 13-6), y como parte vectorial, un vector 
«ue llamaremos (en el tomo II) producto vectorial de aquéllos. 


IV. Bibliografía. — 1. En el $ 7-6, b hemos dado una brevísima noe» 
ici histórica sobre el desarrollo de la teoría del número real. Para más 
«¿Intalles, así como para etapas anterivres a partir de los griegos, reco- 
mendamos la lectura de las notas finales de O. ZARISKI, a su traducción 
linliana de los famosos opúsculos de. 

R. DEDEKIND: Was sind und was sollen die Zahlen? (Vieweg, Braun- 
whweig, 1888; 82 ed., 1960) ; 

Stetigkeit und irrationale Zahlen (Vieweg, Braunschweig, 1872), 
quo publicó en la colección “Per la storia e la filosofia delle matemati- 
oho”, dirigida por E. ENRIQUES bajo el título Essenza e significato dei 
numeri. Continuità e numeri irrazionali. (A, Stock, Roma, 1926). 

2. El método de las coriaduras de DEDEKIND para introducir el nú- 
nero real, está expuesto con todo rigor y detalle en la obra de LANDAU 
ritada anteriormente (Cap. 1, nota IV-6). 

Un esquema didáctico de la teoría de DEDEKIND contiene uno de los 
mejores libros sobre iniciación universitaria que sobre Análisis matemá- 
tico de las funciones de una variable se hayan escrito: 

G. H. HARDY: A course of pure mathematics. (10% ed., Cambridge, 
tíniv. Press, 1958). 

3. Una teoría completa del número real, introducido primero median- 
ln cortaduras y estudiado en sus propiedades mediante pares de sucesio- 
nes monótonas contiguas, se encuentra en el Análisis algebraico de J. REY 
l'AHTOR (citado en Cap. I, nota 1V-1). 

Como iniciación a la teoría de.las series, de la que constituye uno de 
lon principales tratados, con muy rica ejemplificación, contiene la teoría 
dol número real introducido mediante sucesiones de intervalos encajados 
In obra de: : 

K. KNOPP: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen (4? ed. 
Apringer, Berlín, 1947). Traducción inglesa de la segunda ed.: Theory 
und application of infinite series. (Blackie, Londres 1928). 
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4. El número real introducido mediante el postulado de existencia y 
unicidad del extremo superior (§ 23-14) de todo conjunto lineal acotado 
superiormente, conteniendo también el estudio de los campos de números 
y espacios vectoriales, está en la obra de G. BIRKHOFF y S. Mac LANB 
(citada en Cap. I, nota IV-5). 

La definición del número real mediante el método de MERAY-CANTOR 
de las sucesiones regulares o de CAUCHY, y su relación con el extremo 
superior de los conjuntos lineales acotados, y estudio más completo de los 
sistemas hipercomplejos, está en la obra de B. L. VAN DER WAERDEN (ci- 
tada en Cap. I, nota IV-7). 

Un estudio didáctico de dicho método de las sucesiones regulares pue- 
de encontrarse en la estimable obra sobre álgebra moderna de: 

C. C. Mac DUFFEE: An introduction to abstract algebra. (Wiley, Nue- 
va York, Chapman y Hall, Londres, 1940). 

Logra el doble propósito de dar un tratamiento detallado de las suce- 
sivas ampliaciones del concepto de número, e iniciar al lector en los mé- 
todos del Algebra abstracta, la obra cuya primera parte es informal y 
sirve de motivación para el tratamiento riguroso de la segunda: 
be) A. THURSTON: The number system (Interscience, Nueva York, 

5. Obra dedicada a un estudio sistemático de los aspectos elemental 
y superior de los números irracionales, que contiene además reseña his- 
tórica y comparativa de los diversos métodos que los introducen (cfr. 
$ 7-6, b), sus representaciones en algoritmos infinitos y aproximaciones 
diofánticas es: 

: O. PERRON: Irrationalzahlen. (2% ed., W. de Gruyter, Berlín, Chelsea, 
Nueva York, 1939). 

A Un tratamiento conciso y lúcido en un nivel relativamente elemental 
a: 


I. NIVEN: Irrational numbers (Carus Math. Monographs, n? 11; Wi- 
ley, Nueva York, 1956). 

Obra clásica sobre teoría de números, cuya 3% edición difiere de la 
22 (1945) principalmente en agregados sobre progresos recientes y en la 
puesta al día de su valiosa colección de referencias y notas históricas, es: 

G. H. HARDY y E. M. WRIGHT: An introduction to the theory of num- 
bers (Clarendon Press, Oxford, 3% ed., 1954); trad. alemana de H. RUOFF: 
Enführumg in die Zahlentheorie (Oldenburg, Münich, 1958). 

6. Sobre el contenido de este capítulo recomendamos también la con- 
sulta de las obras ya citadas en la bibliografía del Cap. I, por ejemplo: 
COURANT-ROBBINS (Cap. I, nota IV-14), F. ENRIQUES (Cap. I, nota 
IV-13), TORANZOS (Cap. I, nota IV-11), M. O. GONZÁLEZ (Cap. I, nota 
IV-2), B. Levi (Cap. 1, nota IV-8), PeaNo (Cap. 1, nota IV-16) y Rus- 
SELL (Cap. I, nota 1V-17). 

Con la misma orientación de la obra citada de ENRIQUES, dedicada a 
profesores de enseñanza secundaria, atenta a los aspectos elementales, 
con referencias históricas y a modernas investigaciones, está la colección 
escrita por 14 matemáticos italianos: 

Repertorio di matematiche. A cura di MARIO VILLA. (Cedam, Padova, 
1951). 


CAPÍTULO III 


COMBINATORIA. ÁLGEBRA LINEAL 


S 11. ANÁLISIS COMBINATORIO 


I. Variaciones. — Dados m objetos 4;, da, ..., am llama- 
remos variación n-aría (o de orden n) de estos m elementos, 
n lodo conjunto ordenado formado por n objetos cualesquiera, 
olewidos entre ellos, conviniendo en considerar como distintas 
dos variaciones, cuando difieren en algún elemento, y si cons- 
Inn de los mismos, cuando difieren en el orden de sucesión de 
ÚNLOH. 

Il número de variaciones de orden n formadas con m ob- 
letos cualesquiera, se designará así: Von. 

LJEMPLO 1: Las variaciones binarias de los objetos a, b y c son: 

ab, ac, ba, be, ca, cb. 


Cada uno de los m objetos, Q1, Q2, ..., @m, constituye una 
vnrinción unitaria o de primer orden; su número es Vm = m. 
Si a la derecha de cada una de éstas colocamos sucesiva- 
mente los m— 1 objetos distintos al que constituye la varia- 
cion unitaria considerada, obtenemos variaciones binarias o 
de orden 2 sin que falte ni se repita ninguna; su número es 


Vm => Vma . (M— 1) = m.(m— 1). 


Ayregando a la derecha de cada variación binaria cada uno 
le los m— 2 objetos que no figuran en ella obtenemos todas 
ln» vuriaciones ternaárias o de orden 3, sin repetir ninguna; 
nu número eg 


V m3 == Vm  (M— 2) T m(m —1 ) (m — 2). 
Siguiendo así se tiene vara todo n < m:. 
pri 1] Vam = m (m— 1) (m — 2) i [m — (n—1)] = 
= m (m — 1) (m — 2)... (m —n + 1), 


en decir: Van es un producto de tantos factores decrecientes, a 
potir de m, como indica el número de objetos que entran en 
vula variación. 


` 


Varn completar la demostración de [11-1] por inducción (§ 2-2, a), 
«apunghmos formadas las variaciones de orden n— 1 con los mismos m 
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objetos. Si a la derecha de cada una de éstas colocamos sucesivamente 
cada uno de los objetos que no entran en ella, obtenemos sucesiones de n 
objetos. Como el número de elementos que no entran en una variación 
de orden n — 1 es m — (n — 1) = m — n + 1, de ella deduciremos 
m — n + 1 variaciones de orden n, las cuales son distintas, pues difieren 
en el último de ellos, También son distintas las deducidas de dos variacio- 
nes distintas por adición de un objeto cualquiera a cada una, pues difieren 
en la naturaleza o colocación de los n — 1 primeros, 

Éstas son todas las de orden n, pues dada arbitrariamente una varia- 
ción de n cualesquiera de los m objetos, separando el último queda una 
variación de orden n — 1, la cual, por hipótesis, se halla entre las que nos 
han servido de partida. 


Siendo Vn. el número de variaciones que teníamos, obtenemos 


[11-2] V mga = V mga x (m —n + 1) 
variaciones de orden n. 
Supongamos que [11-1] (cierta para n =1) lo es para las variacio- 


nes de orden n—1. es decir: 
Vamp = m (m—1) (m—2) ... (m—n +2) 
entonces en virtud de [11-2] resulta [11-1], lo que completa la inducción. 


EJEMPLO 2: Formemos las variaciones unitarias, binarias, ternarias y 
cuaternarias con lcs cuatro objetos 4;, de, Us, Us. 

Estando cada uno determinado por su índice numérico, bastará for- 
mar todas las variaciones posibles con estos índices: 1, 2, 3 y 4. 


1.2.3 4 Vis=4 

1,2 1,3 1,4 

1 2 2,4 O 

3, 1 3, 2 3, 4 Vin=4.3=12 
4,1 4,2 4,3 

12, 1,24 1,3,2 1,3,4 1,4,2 1,4,8 

1; 2,1,4 2,3,1 2,3,4 2,4,1 2,4,8 2 z 
3,1,2 3,1,4 3,2,1 3,2,4 3,4,1 3,4,2 VAR 
4,1,2 4,1,3 4,2,1 4,23 4,3,1 4,3,2 

1,2,3,4 1,2,4,3 1,3,2,4 1,3,4,2 1,4,2,3 1,4,3,2 

2,1,3,4 2,1,4,3 2,3,1,4 2,3,4,1 2,4,1,3 2,4,3,1 (y, —4.3.2.1=24 
3,1,2,4 3,1,4,2 3,2,1,4 3,2,4,1 3,4,1,2 3,4,2,1 [ TTTS 
4,1,2,3 4,1,3,2 4,2,1,3 4,2,3,1 4,3,1,2 4,3,2,1 


NoTAs: 1. Obsérvese que la ley de formación antes aplicada da todas 
las variaciones, ordenadas de tal modo que, si consideramos cada una co- 
mo un número, cuyas cifras sean los índices de objetos que la componen. 
los números que representan las diversas variaciones de cada cuadro, 
ordenados por filas conforme se han obtenido, forman una sucesión mo- 
nótona creciente. Pruébese que esta ley es general. 


2. Si suponemos que cada elemento puede figurar cualquier número 
de veces en una misma variación, entonces, además de las variaciones 
n-arias antes formadas, aparecen muchas otras, y al número total lo de- 
signaremos por V'm,n, llamando a todas ellas variaciones con repetición. 

Suponiendo ya formadas todas las variaciones (n —1)-arias con repe- 
tición, obtendremos todas las n-arias agregando a la derecha de cada una, 
cada uno de los m objetos. Que así obtenemos todas las n-arias, y sólo 
una vez cada una, resulta del mismo.razonamiento aplicado a las varia- 
ciones sin repetición. Por lo tanto; 


Vain = Vinsa 1 x m. 
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Pero siendo V’'m,ı = m, resulta: 
[11-3] Vas=0m, Vins =m*!, y, en general: Vin, =m" 


2. Permutaciones. — 0) Las variaciones de orden m for- 
madas con m objetos, es decir, las diversas ordenaciones de to- 
dos estos m elementos, se llaman permutaciones. Dos cuales- 
quiera contienen, pues, los mismos objetos, y difieren solamen- 
te en el orden de colocación de éstos. 

El número P,, de permutaciones de m objetos es ($ 11-1): 


Pn = Vmm =m(m—1) (m— 2)... (m — m4-2) (m—m: +1) = 
= m (m — 1) (m—2) ... 2.1, 

o sea ($ 4-8): 

[11-4] P, = m! 

Así, por ejemplo, con cuatro objetos se pueden formar 24 
permutaciones. Si estos objetos se designan por los números 
1, 2, 3, 4, en el cuadro último del $ 11-1, tenemos formadas 
dichas permutaciones. 

Según la definición anterior, para llegar al cuadro de las m! per- 
ones de m objetos, formaremos primero las variaciones de órdenes 

2, 3, m— 1, Puede evitarse este largo proceso preliminar recor- 
duelo el 3 11- 1, nota 1, que nos permite formar directa y ordenadamente 
todas las permutaciones. 

b) Inversiones de una permutación, — Establecido un cier- 
to orden de sucesión entre los m objetos dados (supondremos 
ve el alfabético, si son letras distintas, o el de la serie natural, 
ni son números o tienen índices numéricos), se lama permuta- 
principal aquella en que los m objetos están en este mismo 
orden. 

En otra permutación cualquiera, se dice que dos elementos 
forman sucesión cuando, prescindiendo de los restantes, están 
ett el mismo orden que en la permutación principal; y que for- 
mun inversión, cuando están en orden contrario. Así, en la 
prrmutación 3 04, A, Aa forma inversión ag con a, y con 4, 
nnf como a, con as; esta permutación presenta, pues, tres in- 
versiones. Para hallar las inversiones de una permutación, 
insta comparar cada elemento con todos los que le siguen. 

Je dice que una permutación es de clase par (impar), según 
non par (impar) el número de sus inversiones. La az 0, Q4 Q2 
on, pues, impar, pues tiene tres inversiones. 

Si considerados dos elementos de una determinada permu- 
inción, cada uno de ellos se pone en lugar del otro, se dice que 
ne frasponen dichos dos elementos, o que a la permutación se 
lu nplica la trasposición de los dos elementos considerados. 

h,) Unn permutación cambia de clase si se trasponen dos 
elementos, — Supongamos, primero, que dichos elementos a; a, 
nonn consecutivos en la permutación dada. Para abreviar, lla- 
memos A al conjunto de todos los elementos anteriores a am- 
bon, y B al de los posteriores; la permutación será: 
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[11-5] A O; Jj B 
y después de la trasposición : 
[11-6] A a, a; B 


Todas las inversiones que forman los elementos de A, entre 
sí o con los siguientes, subsisten en [11-6]; también las inver- 
siones que a; y a; forman con los elementos de B son las mis- 
mas en ambas permutaciones, y también las que forman entre 
sí los elementos de B. La única alteración se refiere al par 
a; as; SI forman inversión (sucesión) en [11-5], forman suce- 
sión (inversión) en [11-6] ; luego, al pasar de [11-5] a [11-6] 
se pierde (gana) una inversión; es decir, el número total dis- 
minuye o aumenta en una unidad, y por lo tanto, cambia de 
clase la permutación. 

Si a; y a; no son consecutivos, sino que entre ellos hay h 
elementos, llamando C al conjunto de ellos, se puede represen- 
tar así la permutación : 

[11-7] Aa;Ca; B 

Para trasponer a; y a;, hagamos avanzar h lugares a a, 
(es decir, lo traspondremos sucesivamente con los h elementos 
de C), obteniendo así la permutación A C a; a; B; y ahora ha- 
gamos retroceder h+ 1 lugares a a; logrando así la permuta- 
ción 
[11-8] A a,Ca; B. 

Hacer avanzar o retroceder un puesto a un elemento, es 
trasponerlo con el consecutivo, y esto altera la clase de la per- 
mutación; el número total de cambios de clase desde [11-7] a 
[11-8] es h+h+1 =2h+1, que es un número impar; luego, 
ambas son de distinta clase. 

b2) Si en todas las permutaciones de m objetos traspone- 
mos dos elementos a, y az, obtenemos m! permutaciones entre 
los mismos m objetos. Dos cualesquiera de éstas son distintas, 
porque, si fuesen idénticas, también lo serían aquellas dos de 
donde se han deducido trasponiendo a, y az. Por consiguiente, 
estas m! permutaciones así formadas son las mismas m! per- 
mutaciones dadas. Pero, en virtud del teorema anterior, cada 
una par se transforma en una impar, y viceversa; luego, las 
permutaciones pares y las impares están en correspondencia 
biunívoca, y por lo tanto, son en igual número. 

Entre las m! permutaciones de m objetos, hay m!/2 pares 
y m!/2 impares. 


c) Permutaciones con repetición. — Hemos considerado 
hasta ahora solamente permutaciones entre m objetos distin- 
tos: 41,42, ..., Am En tal supuesto, si en una de las m! per- 


mutaciones formada por éstos nos fijamos en los æ elementos 
iniciales, y los permutamos de todos los modos posibles, sin 
alterar la colocación de los restantes elementos, Qar, Qars, >- -s 


y H1 -3 ANÁLISIS COMBINATORIO 157 


a, Obtenemos e! permutaciones, que son todas distintas, puesto 
que difieren en la colocación de dichos «a elementos. Así, por 
ejemplo, si en la permutación bcda e permutamos los elemen- 
tos «a, € y e, obtenemos seis permutaciones distintas: 


bedae. becdea, badce; badec,bedac,bedca. 


Análogamente, partiendo de otra permutación distinta de éstas 
obtenemos otras seis, etc. En general: las m! permutaciones 
quedan así clasificadas en grupos, cada uno de a! permutacio- 
ues distintas. 

Pero si los « objetos 4;, Q2, ..., Ga Son uno mismo, que se 
repite a veces en lugares distintos, las a! permutaciones de 
cada grupo son una misma, puesto que no difieren en la orde- 
nación de sus elementos. Por lo tanto: 

cı) El número de permutaciones distintas que se pueden 
formar con m objetos, entre los cuales hay a iguales, es m!/a!. 

Si en estas permutaciones suponemos ahora que hay otros £ 
elementos iguales entre sí, el número de permutaciones distin- 
tns quedará dividido por f£!. Y siguiendo así, resulta, en ge- 
neral: 

c.) El número de permutaciones distintas que se pueden 
formar con m objetos, entre los cuales hay a iguales entre sí, 
otros B iguales entre sí, ..., y finalmente, A iguales entre sí, es: 


A Bree’ AÀ m! 
LLT] Pa l aA 
«endo: atB+...+rA=m. 
3. Combinaciones. — a) Combinaciones de orden n, de m 
objetos: 
| 11-10] 01,092, +...» Ams 


(o combinaciones n-arias), son los grupos de n objetos que se 
pueden formar con ellos, de modo que dos cualesquiera difieran 
cu nigún objeto. 

Así como-las variaciones son sucesiones que se diferencian 
entre sí por la naturaleza de sus objetos, o por su colocación, 
nquí Os ésta indiferente, y sólo aquélla importa. Por razón de 
comodidad, alinearemos los elementos de cada combinación, co- 
lbeándolos en el orden natural de menor a mayor índice. Por 
«jemplo, entre las 24 variaciones ternarias de los números 1, 2, 
4, 1 (5 11-1), sólo hay cuatro combinaciones distintas: 123, 

121, 134, 234. 

Dada una combinación n-aria, ordenando sus elementos de 
todos los modos posibles obtenemos variaciones distintas: así, 
ln combinación 234 da origen a las seis variaciones siguientes: 
"34, 243, 324, 342, 423, 432. Como el número de permutaciones 
de u elementos es P, =n! (§ 11-2, a), cada combinación n-arla 
dn origen a n! variaciones distintas. Por consiguiente, llaman- 
do Can al número de combinaciones distintas, es: 


158 111. COMBINATORIA., ÁLGEBRA LINEAL $11 3 


Viira Vinin 
V nan = Oi xX Pr; de donde Chr = P, n! , 


(11-11] 
a m (m— 1) nn ... (m —n +4 1) Enz m) 
Multiplicando el dividendo y el divisor por (m — n)! (si es 
n <m), resulta: 


(11-12] Crim = 





m! 
n! (m —n)! 
Esta fórmula es válida también para n =m (en cuyo caso 
Cmn = 1), conviniendo en atribuir al simbolo 0! el valor 1, 


(1<n<m). 


b) Formación de las combinaciones — Las combinaciones unitarias 
de los m objetos [11-10] son: 
h, As, Un, ..., Um. 


Agregando a cada elemento cada uno de los siguientes, obtenemos 
estas combinaciones binarias distintas: 


Gt Mü 4d ... htn, 
Qil Qals ,.. Allm, 

Us Us tos da Am, 

Om- Am. 


Supongamos ya formadas todas las combinaciones de orden n— 1, 
de tal modo que en cada una aparezcan los índices ordenados de menor 
a mayor, y demostraremos, en general: 

Agregando a cada combinación (n— 1)-aria cada uno de los elemen. 
tos posteriores al último de los que en ella figuran, se obtienen todas las 
combinaciones n-arías. 

Desde luego, dos cualesquiera. deducidas de una misma por agrega- 
ción de elementos diferentes, son distintas, pues difieren en este elemen- 
to. También lo son las deducidas de dos combinaciones distintas; sean, 
en efecto, A», Ar los últimos elementos de dichas combinaciones (nm — 1) 
arias, siendo, por ejemplo, h S k; la primera de ellas tiene algún ele- 
mento a: (siendo i S h), que no está en la segunda; y como el elemento 
que se agrega a esta segunda es posterior a a., luego posterior a Qr Y @., 
y, como tal, distinto de a,, la primera combinación formada tiene por lo 
menos el elemento a,, que no figura en la segunda; luego, ambas son dis: 
tintas. 


4. Números combinatorios. —- En toda teoría combinatoria 
y en muy variadas cuestiones de Aritmética y de Análisis des- 
m! 


empeñan importante papel los números de la forma Hi n-ny] 


llamados números combinatorios atendiendo a su origen[11-12], 
y que suelen representarse por la notación de EULER: S , 


que se lee: m sobre n. Al número m lo llamaremos numerador 
Por definición es: 
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y en virtud del convenio 0! = 1, que hemos hecho en el 
$ 11-83, a, resultan los siguientes valores extremos: 
my m! o (%) m! 
1-14] al eama h Aal mo h 
a) En virtud de la definición [11-13], resulta: 
l m ) m! m 
[1116] pcia — (m—n)!tnm! q : 


luego: 


Los números combinatorios de igual numerador y órdenes 
complementarios son iguales. 


Directamente se ve también esto, observando que cada grupo de n 
objutos, elegidos entre m, deja un grupo restante formado por m— n ob- 
Jotos, y viceversa; luego, las combinaciones de órdenes n y m—n están 
wn correspondencia biunívoca, y por lo tanto, hay el mismo número de 
unas que de otras. 

b) Clasifiquemos todas las combinaciones n-arias de los m 
objetos 41, 42, ..., Am, Según que contengan o no el elemento a. 
Cada combinación n-aria que contenga a, se obtiene agregando 
n a, un grupo cualquiera de n — 1 objetos elegidos entre los 
(ly. Ag, -s Ams Cada combinación que no contenga a, se obtiene 
cligiendo un grupo de n objetos entre los a», 43, ..., Am. Por lo 
tanto: 


[11-16] (>) A 
n n— i n 
Esta relación fundamental, cuya demostración aritmética 
va también sencillísima, permite el cálculo rápido de los núme- 


row combinatorios de numerador m, conocidos los de m — 1. 
Suelen escribirse en filas sucesivas, así: 


m=1 1 1 

m=2 1 2 1 

m=3 1 3 3 1 
m=4 1 4 6 4 1 
m=5 1 5 10 10 5 1 
m=6 1 6 15 20 15 6 1 


figura llamada triángulo aritmético (atribuído a TARTAGLIA, 
nunque su origen es mucho más antiguo), que ofrece multitud 
de relaciones interesantes o curiosas entre sus elementos. 

ICscritas dos oblicuas 1, 1, 1, 1, ..., se forma rápidamente 
uplicando [11-16], que expresa: cada elemento es la suma de 
lun dos que tiene encima. 

lia relación [11-15] expresa la igualdad de los números co- 
lorados simétricamente respecto del eje vertical de simetría del 
triángulo. 
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NOTA: Combinaciones con repetición. — DEF.: Los grupos de n obje- 
tos, distintos o repetidos, elegidos entre m dados, considerando como igua- 
les los formados por los mismos objetos repetidos igual número de veces, 
se llaman combinaciones n-arias con repetición entre m objetos. ' 

Su número lo representaremos así: C’mp. 

Mientras que con m objetos solamente se pueden formar combinacio- 
nes ordinarias de órdenes 1, 2, 3, ..., m; en cambio, se pueden formar 
combinaciones con repetición de cualquier orden, por grande que sea. 

Suponiendo formadas las combinaciones (n — 1) -arias con repetición, 
y alineados los elementos de cada una en orden numérico o alfabético, se 
forman todas las n-arias, agregando a cada una el último de los objetos 
que en ella figuran, y cada uno de los siguientes, hasta el último de los 
m objetos dados. La demostración es completamente análoga a la de las 
combinaciones ordinarias. 


EJEMPLO: Con los tres objetos a, b, c se pueden formar las siguientes 
combinaciones binarias con repetición: 
aa ab ac bb be cc. 
las siguientes ternarias: 
ada aab aac abb abe acc bbb bbe bec cece 
y estas cuaternarias: 
aaaa aabb aacc abbb abcc acce bbbb bbeece bece ccce 


aaab aabc abbe bbbe 
aaac 


Como se observa en el ejemplo anterior que es muy variable el nú- 
mero de combinaciones »-arias deducidas de cada combinación (n—1)- 
aria, recurrimos a un artificio para hallar la expresión del número C'n,n, 
reduciéndolo al caso de combinaciones sin repetición. 

Para establecer una distinción entre las diversas posiciones de un 
mismo elemento repetido, teniendo en cuenta su puesto en la combinación. 
incrementaremos el índice de cada elemento en tantas unidades como ele- 
mentos le preceden en la combinación; es decir: el índice del 1”, 2”, 
3”, ..., n” elemento, se aumenta en 0, 1, 2, 3, ..., n—1 unidades. Así, 
por ejemplo, la combinación 42420, ds sesde la representaremos así: 
Ca Ca Co Cs Cio Cii Ciz. 

Logramos de este modo que los índices resulten todos distintos y cre- 
cientes, pues dos elementos consecutivos reciben índices que, por lo menos, 
difieren en 1. 


Cada combinación n-aria de los m elementos 41, %z, 43, ..., Am, repeti- 
dos o no, queda así representada por un símbolo, que no es sino una com- 
binación ordinaria de orden n, formada con las letras C,, Cz, ..., Cmsn=1 


Recíprocamente: toda combinación de orden n formada con estas 
m +n — 1 letras, una vez ordenadas por índices crecientes, determina una 
combinación de los m elementos 4, dz, ..., Am, Sin más que rebajar los 
índices sucesivos en 0, 1, 2, ..., n— 1 unidades. 

Resulta así: el número de combinaciones n-arias con repetición, de 
m objetos, es igual al número de combinaciones n-arias sin repetición, 
formadas con m + n — 1 elementos. Por lo tanto: 


m +n— 1i 
[11-17] Cms = = C min-in. 
n 


Otro procedimiento de formar directamente las combinaciones con 
repetición de un determinado orden sin pasar por las de orden inferior, 
se explicará al considerar la potencia de un polinomio ($ 12-2). 


EJERCICIO: Averiguar el número de términos de un polinomio com- 
pleto de grado n en m variables, t1, %2, .-., %m, reduciéndolo a homogéneo 
por introducción de coordenadas homogéneas, x:/%o (i=1,2,...,m). 
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5. Sustituciones. — Cuando se reemplazan n elementos, 01, da, ... Qn 
por ellos mismos, en otro orden, se dice que se ha efectuado una sustitu- 
ción entre ellos. Esta operación se representa escribiendo en fila aquellos 
clementos, y encima de cada uno el que deba sustituirlo, encerrando am- 
bas permutaciones entre paréntesis. La permutación inferior, que es la 
de partida, suele llamarse denominador, y numerador la superior. Como 
cada objeto está determinado por su índice, para abreviar, en vez de 
poner 


bes e 
Os Qs Qı Q2 Qas 35124 


Diremos que dos sustituciones son iguales, si cada elemento aparece 
„ustituído por uno mismo en ambas. 

Llamando pares componentes de la sustitución a los formados por 
cada elemento con su sustituto, resulta: se puede alterar de cualquier 
modo el orden de los pares componentes de una sustitución. 

Cuando un elemento está sustituído por él mismo, es decir, cuando la 
mustitución lo deja invariable, puede suprimirse este par. Así: 


E o E da 
261543 6153/711356 


Obtendremos todas las sustituciones posibles, dejando invariable el 
denominador y tomando como numeradores todas las permutaciones posi- 
bles entre los n elementos. Por lo tanto: 

El número de sustituciones distintas entre n elementos es n! 

Entre ellas figura la que deja invariables todos los elementos; ésta 
ne llama sustitucion identica. 


EJEMPLO 1:He aquí todas las sustituciones posibles entre los elemen- 
los a,b yc: 


(=°) la Des PR pa) Da 
abo)' abe abel’ abc ' abc i abc 

a) Aplicar una sustitución S a una permutación P, o efectuar en 
sia dicha sustitución, es poner, en vez de cada elemento, su correspon- 
diente en el numerador de S. Se obtiene así una nueva permutación P’, 


y escribiremos: S(P)= P’. 
Si es, por ejemplo: 


) escribiremos ( 


dabe 
= 7 = lta: = bd. 
S dora y P bdca, resulta S (P) acbd 
La misma notación adoptamos si P es un polinomio a cuyas varia- 
hlen £i, Xa ..., Y, Se aplica la sustitución S. Si es, por ejemplo, 
._ (53214 s A 3 e 
leia) P=bdca, resulta: S(P) = acbd. 


b) Dada una sustitución S (multiplicando) y otra sustitución T 
(multiplicador), aplicada S a cualquier permutación P, produce otra per- 
mitación Q; y aplicando a ésta la sustitución T obtenemos una Par 
Menura on Q'; la sustitución que transforma directamente P en Q’ 
huna producto de S por T, y se designa por T.S, o simplemente TS oD. 


EJEMPLO 2: Siendo 


35124 41523 53412 
Ss ={ | T = | resulta TS = . 
12345 12345 12345 


* Algunos autores proceden a la inversa, escribiendo ST, menos de acuerdo con el sig- 
utHiemdo funcional u operativo de S y T, de igual modo que la raíz cúbica de la raiz cuadra- 


de s.m unclribe Y V A 
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Las propiedades de este producto son análogas a las del producto 
numérico, excepto la propiedad conmutativa. Así: 

bı) El producto tiene la propiedad uniforme, es decir: si S=S'" y 
T =T, es TS= T8. 

Por ser S=S', todo elemento qa; está sustituído en ambas por uno 
mismo, a, y éste tiene el mismo sustituto a, en T y en T’; luego, tanto 
en TS como en 7'S” queda sustituído a, por as. 

ba) También tiene el producto la propiedad cancelativa, es decir: si 
es TS = T'S, es necesariamente T = T’. 

Pues si a, es un elemento cualquiera, y a, el que lo sustituye en S, 
para que sea TS=7T'S, es preciso que a, tenga el mismo sustituto en 
T y en T'; esto vale para los n elementos; luego, T = T". 

Análogamente: si es TS—TS', también es S=S'. 

b,) También tiene el producto la propiedad asociativa, esto es: 
[11-18] WVU = (WV)jU. 

Pues si U sustituye a, por a,, V sustituye a, por an, W sustituye 
ds por ak, entonces el producto W sustituye a, por ar; y como U susti- 
tuye a, por a;, y el producto WVU sustituye a; por ax, también el pro- 
ducto (WV)U sustituye a, por ax. 

Este razonamiento vale para la asociación de cualquier número de 
factores consecutivos. 

b.) El producto de cualquier sustitución S por la sustitución idén- 
tica U, o de ésta por S, es la misma S. Puesto que esta sustitución 
idéntica U es la única que tiene tal propiedad, desempeña el mismo pa- 
pel que el módulo de la multiplicación de números y se llama también 
sustitución unidad: se conviene en indicarla con 1, escribiendo simbóli- 
camente: U =1. 

b:) No tiene, en cambio, el producto de sustituciones la propiedad 
conmutativa. Así. en el ejemplo 2, son distintos los productos. 


s=liasas)  "i=(12545) 


Habrá de cuidarse, pues, de no alterar el orden de los factores de 
un producto, ni asociar factores no consecutivos, 

Cuando el producto TS tiene la propiedad conmutativa, es decir, 
cuando es TS = ST, se llaman S y T conmutables. Por ejemplo: 


a.) e 
1234567 1234567 


Vamos a considerar dos casos muy sencillos en que el orden de los 
factores no altera el producto: 

bs) Cuando los factores son sustituciones sin elementos comunes. Por 
ejemplo: . 

ass la 

125 3987/”" 11253987*'" 13987/1125 

En efecto, como cada elemento del multiplicando no figura en el mul- 
tiplicador, éste no modifica las sustituciones indicadas por aquél, ni vice- 
versa, Es decir: 

Para multiplicar dos o más sustituciones que no tienen elementos co- 
munes, basta yuxtaponer en cualquier orden los pares de elementos que 
componen todas ellas. El orden de los factores no altera, por lo tanto, el 
producto. 

b:) Otro caso notable de sustituciones conmutables es aquel en que 
las dos sustituciones se componen de los mismos pares de elementos, pero 


invertidos, Estas sustituciones se llaman inversas, y su producto, en cual- 
quier orden, es la sustitución idéntica. Por ejemplo: 


er inn = (90099) =1 
abcde abode) = abcde] T | 
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Suele designarse la inversa de S por el símbolo S”, 
Si uno de los factores es la sustitución unidad o idéntica, el producto 
cs también conmutativo, pues US = SU = 5. 


6. Sustituciones circulares: descomposición en ciclos, — Dados los 
vlementos 41, aa» -.., dx, si cada uno se sustituye por el siguiente, y el 
último a, por el primero a,, la sustitución se llama circular y se designa 
más brevemente así: 


... 4% a 
[11-19] (4,0%... Ar-1 01) = ss A :) 
10d... Axa A 
Si dividimos una circunferencia en k partes iguales, y en los puntos 
do división ponemos t, 4%, ..., Us, la sustitución circular o = (da, Qa, ..., 41) 
À ; i 27 
equivale a un giro de amplitud E de modo que as cae en a,, a, en 
ls, ..., A en dr. Por esto se llama circular dicha sustitución, y tam- 
bién ciclo. 


Para hallar el producto vo, o sea o’, aplicaremos dos veces la susti- 
tución ø, es decir, haremos girar la circunferencia un ángulo doble, ob- 
teniendo así: 


gi Ez ( Os As As... Ax dí Aa ) 
5 Qı Qa As ... Ak-a Ar-1 Ak 
Análogamente, calculamos e, ot, ,.., o™1; mas, al llegar a o*, hemos 


hecho girar la circunferencia k veces la k-ésima parte de 27, total; 27; 
y por lo tanto, cada punto coincide con su posición primera, Es decir: 


o. Opa a 
[11-20] n= (e ia "=i 
Qı Aa Aa ... Aga Ak 
a) La potencia o* de una sustitución circular de k elementos es la 
unidad, y todas las potencias anteriores son distintas de la sustitución 
uléntica. 
Este número k se llama también grado de la sustitución circular. 
'rosiguiendo el cálculo, tenemos: 
== RS E Ia IL aae 


b) Las potencias de una sustitución circular de k elementos forman 
una sucesión periódica, cuyo período tiene k términos; las únicas que 
voinciden con la sustitución idéntica son las de exponente múltiplo de k. 


EJEMPLO: Las potencias de e =(a bcd), son: 


cdab dabe 
es Z — ó = 1. 
o bed a) los): A 


c) Si una sustitución no es circular, se puede descomponer de modo 
mico en producto de sustituciones circulares sin elementos comunes en- 
tra sí, 

Sea S una sustitución entre n elementos, y llamemos a. a uno cual- 
qulera de ellos. Llamemos az, al elemento que sustituye a a.; as al que 
auntituye a as etcétera; vayamos ordenando los pares que constituyen S, 
poniendo en primer término los así obtenidos: 


S = $ 
Gr da a... 
Siendo finito el conjunto de elementos con que opera S, debe llegarse, 


sluiendo así, a un elemento an del denominador, cuyo homólogo Gn» 
es al numerador coincida con uno de los elementos anteriores: 1, %a, Us, 


164 III. COMBINATORIA, ÁLGEBRA LINEAL § 11 -6 


«+. Ga; y no«pudiendo ser ninguno de los da, %a, ..., Ga, ya separados, debe 
ser Gas el mismo t. 

Si no queda en S ningún par restante (es decir: si a =n), la sus- 
titución S es el ciclo (dı ads... @e)}. En caso contrario, separados ya 
estos « pares, en los restantes no figura ninguno de los elementos 4;, da, 
.«.y Ga; partiendo de uno cualquiera b, de tales objetos restantes, proce- 
deremos análogamente, hasta llegar al mismo elemento de partida b,; si 
todavía quedan elementos restantes, iniciaremos un nuevo ciclo, partiendo 
de uno de ellos cı; etc. Hemos clasificado así los pares que componen S, 
en la forma siguiente: 


r 


da As Qst... da baba... bi lia ) 
s=[ 


1211-21] dd... Gydiba...do hb. da 

y como los pares de cada uno de estos grupos son independientes, esta 
sustitución es el producto ($ 11-5, bs) de las sustituciones parciales cir- 
culares: 


[11-22] S = (ma... a) (biba... bg). (hl... a). 


d) Los ciclos que constan de dos elementos se llaman trasposiciones, 
porque la operación que representan consiste en invertir dos objetos: 


Todo ciclo se descompone en producto de trasposiciones entre el pri- 
mer elemento y cada uno de los demás. 


Para comprobar esto, basta efectuar el producto: 
[11-23] (abcdef... g) = lag)... (ad) (a c) (a db). 


e) Descompuesta la sustitución S en ciclos, y éstos en trasposicio- 
nes, queda descompuesta S en trasposiciones. Por ejemplo: 


Poar 
12345678 


Esta descomposición no es única; por ejemplo, podemos sustituir el 
factor (48) por su igual (14) (18) (14), y entonces obtendremos 7 traspo- 
siciones; o en vez de (16) (13) podemos poner (31) (36), etcétera. Pero 
de cualquier modo que se efectúe la descomposición, el número de traspo- 
siciones es siempre par o siempre impar, como demuestra este teorema: 


f) El número de trasposiciones en que se descompone una sustitu- 
ción es par o impar, según que las dos permutaciones numerador y de- 
nominador sean de la misma o distinta clase. 


En efecto, el numerador resulta de aplicar al denominador la susti- 
tución S, o sea, de aplicarle sucesivamente las trasposiciones que compo- 
nen ésta; cada una produce un cambio de clase ($ 11-2,-b,); luego, la 
permutación final es de la misma o de distinta clase que la inicial, según 
sea par o impar dicho número; y recíprocamente. 


) — (487) (25) (136) = (47) (48) (25) (16) (13). 


DEF.: Una sustitución cuyas dos permutaciones son de la misma 
(distinta) clase, y que por lo tanto se descompone siempre en un número 
par (impar) de trasposiciones de cualquier modo que se efectúe esta des- 
composición, se llama sustitución par (impar). 

9) Fijada para todas las n! sustituciones, como denominador, la 
permutación natural, entre las n! permutaciones que figuran como nume- 
radores, la mitad son pares y la mitad impares. Luego: 


Entre las n! sustituciones entre n elementos, la mitad son pares y 
la mitad impares. 


EJERCICIOS 


1. Calcular: V ‘V V ť V V, V ;P,;P 8;5:3 
10;4 6;3 5;2 4:3 355 55 8 10 
CO, C , C , Cc! , C , C 9 
4:5 6 :3 9:7 456 5:8 7;4 

2. ¿De cuántas maneras se pueden colocar 10 libros en un estante, si 
4 deben ocupar los mismos lugares, aun cuando estos 4 puedan intercam- 
biarse entre sí? 

3. ¿Cuántos caracteres se pueden formar con los puntos y rayas del 
nlfabeto MORSE, si en cada uno entran hasta 4 de tales elementos? 

4, ¿De cuántas maneras se pueden colocar en fila 6 hombres, no 
pudiendo uno determinado estar nunca a la cabeza? 

5. Demostrar que la suma de los números representados por todas 
Ins permutaciones de las cifras 1, 2, 3, 4 y 5 es 3999960. Generalización. 

6. Calcular de cuántas maneras se pueden alsponer n (> 2) perso- 
nus alrededor de una mesa redonda, considerando sólo la contigúidad y 
uo el lugar ocupado por cada una. 

7. ¿Cuántas palabras se pueden formar con n vocales y n consonan- 
tes distintas, de modo que no haya dos vocales juntas, ni dos consonantes 
juntas? ¿Cuántas si hay vocales y consonantes repetidas? 

8. Hallar el número de términos del polinomio completo de 5% grado 
cu las variables x, y, z, t, tanto si es homogéneo como si no lo es. 

9. ¿De cuántas maneras se pueden distribuir 15 soldados de un pi: 
quete si se los separa en tres grupos de 3, 5 y 7 hombres? 

10. ¿De cuántas maneras se pueden alinear p signos + y n signos —, 
de modo que no haya dos signos — consecutivos? 

11. En un plano hay 12 puntos, no habiendo 3 en línea recta, excep- 
to D que lo están, Calcular: 1°?) Cuántas rectas determinan; 2%) Cuántos 
triángulos se pueden formar; 3%) Cuál es el número máximo de puntos 
vn que aquellas rectas se cortan. 

12. ¿Cuántos grupos de 4 personas pueden formarse con 5 niños y 
' niñas, debiendo haber por lo menos un niño en cada grupo? 

13. Deducir las fórmulas 


Bee a (Ep) 


ADA E 


y aplicarlas al cálculo de: 


n n 2 3 
Z pnt) ntl) yy ss MA, 
1 6 1 4 
14. Dadas las sustituciones S = ( a ) T= ( Pa ) 


mostrar que son conmutables, descomponerlas en ciclos y trasposiciones, 
y determinar la paridad de cada una. Hallar el orden (nota 1) de cada 
units y escribir las potencias sucesivas de S, comprobando que S%1 = S”, 
15. Dadas las sustituciones R = (374) (1256); S =(263) (51) y T= 
(137) (246), formar la inversa del producto TSR sin efectuar éste, y 
verificar el resultado efectuando el producto. 
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$ 12. POTENCIAS DE BINOMIOS Y POLINOMIOS 


1. Potencia de un binomio.—Escribamos la potencia (a-+Fb)" 

en la forma: a 
(a+b) (a+b) (a+b) ... (a+b) 

y formemos, para aplicar la regla del producto de varias su- 
mas ($ 4-9, a,), todos los productos de un término del primer 
paréntesis por uno del segundo, etc. El producto a”-” b” apa- 
recerá tantas veces como grupus de n paréntesis (donde se 
toma el término b) se puedan formar con los m, es decir, 


m , 
Cmn = / ) veces. El producto a” aparece una sola vez, y lo 
n 


mismo el b”, pues >) = 1, Por tanto: 
m 


(a+ b= at] EREE ah... + 


[12-1] m 


+ (p aot eH aa 


fórmula fundamental, impropiamente llamada del binomio de 
NEWTON *. 


He aquí algunas observaciones que facilitan el cálculo: 
12 Una vez formado uno de los coeficientes, 


[12-2] ( mM) > MMZD marin 


n 1.2...n ’ 


ja bmi 4- bm 


obsérvese que el siguiente es: 
( m ) _ m (m—1) ... (m—n+1) (m—n) 
n+1 == 1.2...n (n+1) 
luego, basta multiplicar el anterior por m —n (que es el exponente de a 


en dicho término anterior), y dividirlo por (n +1), que es el exponente 
de b aumentado en 1. 


EJEMPLO: Se calculan los coeficientes de (x +a)* de este modo: 








6.5 15.4 20.3 15.2 6.1 
1 ,., — = 15, = A , = 0 —— = 
, 6 3 5 3 20 4 15 5 6 6 
22 Por ser ( 1 lo) MACS SN a y, en 
general, 


as Eea 


resulta que los coeficientes equidistantes de los extremos son iguales, y 
por lo tanto, basta calcular la mitad de ellos si el exponente m es impar, 
o la mitad por exceso, si m es par. 





* En realidad, era ya conocida por TARTAGLIA, matemático jtaliano del siglo XVI. 
NEWTON la generalizó un siglo después, para exponentes no enteros (§ 45-5). 
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La fórmula puede, pues, escribirse así: 
[12-4] (a +b)” = 


ar+ a arb | a Jaro... >| arbe | E Jabrz+on, 
EscoLIO: Para el cálculo de las primeras potencias de un 


hinomio, es muy práctico formar el triángulo de TARTAGLIA, 
mediante sencillas adiciones sucesivas. Los números de la 1?, 


24, 3%, ..., m-sima fila, son los coeficientes de las potencias 
1%, 22, 32, ..., m-sima. 
2. Potencia de un polinomio. — La aplicación más impor- 


tante de las permutaciones con repetición es el desarrollo de 
In potencia de un polinomio cualquiera de n términos: 


(a+b+e+t... +H" 
Para aplicar la regla del dado de sumas, escribiremos 
los diversos factores: 


1) a+b+c+...>/ 
2) a+b+c+...+1 
3) a+b+c+...>! 
m) a +b+e+... +l 
v formaremos todos los productos posibles de un factor de la 
primera línea, por uno de la segunda, ..., por uno de la m-sima. 
lón general, habrá factores repetidos en cada producto, es de- 
vir, éste será de la forma: 
| 12-5] az bB cr... 0, 
niendo nulos los exponentes de aquellas letras que no entren 
«1 el producto; mas, siendo m el número total de factores, 
cumplen la condición : 
| 12-6] ebtB+rt+t...Fi=m 
Recíprocamente, cualquier producto del tipo [12-5], con la 
condición [12-6] (o sea con m factores), puede obtenerse mul- 
tiplicando un término de cada fila, y por lo tanto, pertenece al 
producto. 
El problema se reduce así a estos dos: 
19 Averiguar cuántas veces aparece repetido cada uno de 
entos términos, es decir, calcular su coeficiente. 
2% Formar todos los términos posibles de la forma [12-5], 
con la condición [12-6]. 
Cálculo de los coeficientes. — Escribamos el producto [12-51], 
poniendo sucesivamente: el factor que se toma de la primera 


"iln, el que se toma de la segunda, ..., el tomado de la fila 
m sima (por ejemplo, si es m = 8, n = 4, escribiremos 
haacbadb,dacbbaba, ...). Tenemos así diversas per- 


mulaciones de los siguientes objetos: 
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a £ À 
A OO asia Ora aab b esil 
cada una de las cuales da un término del desarrollo; pero to- 
dos los así obtenidos, por la propiedad conmutativa de la mul- 
tiplicación, son iguales. El coeficiente del término es, por lo 
tanto, el número de dichas permutaciones, o sea: 


m! 

[12-7] AET 

Cálculo de los términos. — Formar todos los términos de la 
forma az b£ cy ... lA que cumplan la condición [12-6], equi- 
vale a obtener todas las descomposiciones posibles del núme- 
ro m en n sumandos. Esto se logra fácilmente, tomando como 
primer sumando el número m, luego el m— 1, el m — 2, ... 
el m— k, y descomponiendo a su vez el complemento k de 
todos los modos posibles, comenzando siempre por el sumando 
máximo. 

Sea, por ejemplo, m = 5, n = 4. He aquí todas las descom- 
posiciones de 5 en cuatro sumandos: 


5+ 
4+ 
[12-8] 3+ 
8 + 
2+ 


En cada una de ellas podemos, naturalmente, permutar sus 
sumandos, obteniéndose varias descomposiciones; por ejemplo: 
3+2+0+0=2+3+0+0=2+0+3+0=... 

Es indiferente conservar fijas las letras a,b,c y d, per- 
mutando los exponentes, o conservar éstos fijos, permutando 
las bases. Así, por ejemplo, la tercera descomposición [12-8], 
da los términos: 

a b?, a? c?, a? d?, bt a?, b* c?, be q? 
ct a?, c3b?, e d?, di a?, d* b?, d e?, 

Entendiendo que de este modo ha de interpretarse, en este 

caso, el símbolo 3, resulta, pues, la fórmula de LEIBNIZ: 


[12-9] m! 5 
(a+b+e+.. ¿+ = E TATI A T 


donde a, B, y, ... A, reciben todos los sistemas posibles de en- 
teros no negativos en que se puede descomponer el número m. 
NotTAS: 1. El número de términos de la forma [12-5] que cumplan 


la condición [12-6] es precisamente el número de combinaciones con re- 
petición de orden m entre n objetos y viene dado, según [11-17], por 


( n + m — i1 ) 
a ; 
2. Como todos los términos obtenidos con una misma descomposición 
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sumatoria M—=Aa+ BF Y+... +2), tienen el mismo coeficiente [12-7], 
v uo hallan todos permutando las letras que sirven de bases a los expo- 
uentes fijos e, B, Y, ..., A, se suelen agrupar, sacando dicho coeficiente 
factor común. 


EJEMPLO: Desarrollar (a + b + c+ d)*. 

En [12-8] tenemos todas las descomposiciones de 5 en cuatro suman- 
dom, es decir, todos los sistemas de exponentes. Agrupando los términos 
correspondientes a una misma descomposición, tenemos el desarrollo: 


5! 5! 5! 


ora E aro 2 + > SP+ 
5! $ 5! E ee 5! 
barrr * “borra 2 etar 2 “bed, 


doude las sumas se extienden a todos los términos semejantes, según se 
li dicho en nota 2 y se ha explicado en detalle al aplicar [12-8] a los 
lorminos semejantes al a'b’. 
Calculando estos coeficientes, y desarrollando todos los términos con- 
tanldos en cada suma parcial, resulta en definitiva: 
(a+b+c4 0d) 0 40 0 4 d+ 
| b(ab+atc+atd+ba +bt0c4+b*d4ca4cb+c d+ da4d'b4d*) + 
1 10 (ab 04 a4d4 bay bro brdrY tae? Yeray dador ee + 
| 20(a*bc+a*bd+a*cd+ b*tac+4-b%ad+b*ed+ceab+ad+c«cbd+dPab+ 
| d'uc+d*bc) 4-30 (a*b*c 4 a?c*b +a*b*d +a?d*b+a*c*d+4a*d*c4 b*ca+bted+ 
| brulta4-b*2Pc4 cr d*a-+ c*d*b) +60 (a*bcd +b*acd+cabd+abc). 
Comprobación: haciendo a=b=c=d=—1, en ambos miembros re- 
nltn 1024, El número de términos del desarrollo es 56, igual al de com- 
hinciones con repetición de orden 5 entre 4 objetos. 


EJERCICIOS 


t 
1. Desarrollar (a + b)’, (a— b)", (a+ 3b)", ao, (at ») , 
2. Calcular: 19) (2-4 V3)°+ (2— V3)’; 29) (2+ 31i)"— (2— 81)" 
Y. Hallar: 19) El 5° término de (ax +5 y?*)”; 29) El coeficiente de 
e" an el desarrollo de (3 x* — 18 x* + 27 x*)*. 
4. Desarrollar (a +b +c +d)’. 
D. Dar las fórmulas que expresan los desarrollos de (2 a;)", (2 a,)” 





Ca), (Z œ)". 
> 9 12 
6. Calcular: 19) 2 ( Il ) , igualando los coeficientes de e” 
r=0 Y 8r 
8 
et (142) (142) = (142%); 29%) 2 (—1)" (=) ( Š ) 
r=0 r 8—r 
uninndo los coeficientes de x* en (1 +x)* (1 —x2x)* = (1 — a)". 
7. Demostrar las fórmulas: 
o y m! ad a+B+... +A =m 
e s 
E n n ) n n 
9Ọ — 9r., Q = mot. 
m zd J=7; (7 t(3)+(5)+ A 
m (ry =i 
p=01Y P (n!)? i 
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0 (AA) tE 


AGE) VE m AE, 


8. Partiendo de 2 = cos æ + ¿sen x; 2 + (1/2) = 2 cos 1; 2— (1/2) = 
= 21 sen x, obtener las fórmulas que expresan: 19%) cos” x en función de 
los cosenos de los múltiplos de x; 2%) sen” x en función de los cosenos 
o senos de los múltiplos de x. (Cfr. ejercicio 6 de $ 45). 








$ 13. DETERMINANTES 


1. Origen de la teoría de los determinantes. — a) Conside- 
remos un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, 


ax +by =c 
[13-1] f ul 

aux+by=cC, 
en que las ecuaciones son de primer grado en las variables, es 
decir, lineales. Este nombre (que se conserva para distinto nú- 
mero de variables) se debe a que si x e y son las coordenadas 
cartesianas de un punto del plano, las ecuaciones representan 
rectas, 7] y Yo. 

Una solución del sistema es un par (Lo, Yo) de números ta- 
les que reemplazando x e y por ellos se satisfacen a la vez am- 
bas ecuaciones. Geométricamente, esto ocurre cuando, y sólo 
cuando, el punto P (xo, Yo) pertenece a la vez a las rectas r, y 
Y2, y entonces pueden presentarse tres casos 

1%) Las rectas se cortan; entonces el sistema admite una 
solución, y sólo una, es decir, determina los valores de las in- 
cógnitas, por cuya razón se llama determinado. 

29) Las rectas son paralelas; no hay ningún punto (propio) 
común, es decir, el sistema no admite soluciones y se llama 
incompatible. Lo es, evidentemente, el formado por las ecua- 
ciones: z+y=0;x+y=1. 

39) Las rectas coinciden: rı = r:; hay infinitos puntos co- 
munes, el sistema tiene Infinitas soluciones y se llama indeter- 
minado. Entonces, las dos ecuaciones [18-1] se llaman equiva- 
lentes, porque ambas quedan satisfechas por los infinitos pa- 
res (x,y) que verifican una de ellas. 


EJEMPLO: Las rectas del sistema 
— 2x +y = 1 


4x — 2y = —2 
coinciden, pues multiplicando la primera ecuación por — 2 se obtiene la 
segunda. Entonces, la segunda ecuación no da nada nuevo con respecto 
a la primera, y las soluciones del sistema son las de la ecuación única 
— 2r +y =l, 
que admite infinitas soluciones, pues se puede escribir: 
y = 2x + 1, 
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y para cualquier x hay un y que forma con él una solución: 


para z=0 y=2.0+1=1 una solución: x=0, y=1 
para x=1 y=2.1-+1=3 otra soluc.: «=1, y=3 
para z=—2 —y=2.(—2)+1=-—23 otra soluc.: a=—2, y=—3, etc. 


Todas estas soluciones pueden verificarse en el sistema. 


EJERCICIO 1: Probar que el sistema [13-1] es indeterminado si, y 
sólo si, los coeficientes a, b, c son proporcionales a los coeficientes a”, b', 
o"; e incompatible si, y sólo si, a:a  —b:b', sin que esta proporcionalidad 
se mantenga para c y c. 

b) Para resolver el sistema [13-1], en el caso en que sea 
determinado, se trata de obtener una ecuación de primer grado 
con una sola incógnita, llamada eliminante por haber elimina- 
do la otra incógnita, y tal que su solución sea una de las com- 
ponentes del par solución de [13-1]. Calculada esta incógnita, 
su valor se reemplaza en una de las ecuaciones del sistema, ob- 
teniéndose una ecuación en la otra incógnita solamente. Si una 
de las incógnitas no figura en ambas ecuaciones, una de éstas 
es ya la eliminante. En caso contrario, la eliminante puede ha- 
llarse de varias maneras: 

19) Por sustitución: Despejando una de las incógnitas, por 
ejemplo x de una de las ecuaciones, y reemplazando la x de la 
otra ecuación por la expresión obtenida. Se llega así a una 
ecuación en la sola incógnita y. 

29) Por igualación: Se despeja una misma incógnita de am- 
bas ecuaciones. Igualando las expresiones obtenidas se llega a 
una ecuación en la otra incógnita solamente. 

3%) Por reducción: Para eliminar una incógnita, por ejem- 
plo y, cada ecuación se multiplica por su coeficiente en la otra. 
y luego se resta. Se tiene así, sucesivamente. 


fabrz+bby=cb' 
laba+bby=c b, 
(ab” — a'bjx = cbr — Cd, 


De aquí se obtiene la siguiente expresión de x, que junto con 
ln análoga de y, dan la solución del sistema: 

_ cb — b _ac—oc 

ado —ab” Y= ao ad 


Estas expresiones se recuerdan muy fácilmente si se ob- 
«erva que el denominador es el mismo, y que los numeradores 
uwe obtienen reemplazando los coeficientes de la incógnita res- 
pectiva por los términos independientes. 

En el proceso de eliminar una de las incógnitas, por ejem- 
plo y, puede ocurrir que se llegue a una eliminante en x veri- 
ficada para cualquier valor de x (es decir, a una identidad, 
“fr. $ 16-1); en dicho caso, y sólo entonces, el sistema es in- 
determinado. O bien puede ocurrir que en la eliminante se anule 


y restando: 
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el coeficiente de v, sin que se anule el término independiente ; 
entonces, y sólo entonces, el sistema es incompatible (cfr. ejer- 
cicio 1). 


EJERCICIO 2: Resolver los sistemas 
o —2x + y=1 TRATA 
x + 2y = 3, 4z — 2y = —2, 20 + 4y = 1, 
hallando una eliminante por cada uno de los métodos: indicados. 

c) Si se pasa al análisis de la resolución de un sistema de 
tres ecuaciones lineales con tres incógnitas, equivalente geomé- 
tricamente a buscar la intersección de tres planos en el espa- 
cio euclidiano, el proceso se complica ya algo, pero las dificul- 
tades acrecen rápidamente al tratar de resolver un sistema de 
n ecuaciones lineales con n incógnitas cuando n es grande. 

Sea el sistema 


Qir Xi F Ai ta F... F Ain Zn = ka 
[13-2] Qozi Lı F Ao Zo F... F Aon En = ko 


(ani Lı + ano Xo F- . F Ann En = Ny 


donde los coeficientes a y k se consideran dados. El doble ín- 
dice, i, f, de un coeficiente a;;, sirve para designar: mediante 
el primer índice, 1, que el coeficiente pertenece a la ecuación 
t-ésima, y mediante el segundo índice, f, que el coeficiente afec- 
ta a la incógnita j-ésima; x;. 

La natural generalización del método de sustitución antes 
recordado consistirá en expresar xı mediante las £o, ..., Lm 
despejándola en una de las ecuaciones en que efectivamente 
figure, y en sustituir esta expresión de x, en las restantes 
n— 1 ecuaciones, para transformarlas en un sistema de n — 1 
ecuaciones con n— 1 incógnitas, Yo, ..., Yn Reiterando el 
procedimiento, se llegará a una sola ecuación lineal con una 
sola incógnita x, a menos que se tropiece antes con un siste- 
ma incompatible o indeterminado. Si puede llegarse a despe- 
jar x, mediante los coeficientes del sistema, se seguiría el 
proceso inverso, para ir hallando X,-1, Un-2) ..., Y1 Mediante 
dichos coeficientes (cfr. $ 15-3, c). 

Sin embargo, este proceso, conceptualmente sencillo, se com- 
plica enormemente en la práctica, pues, como veremos ($ 15-4), 
cada incógnita se expresa finalmente mediante el cociente de 
dos polinomios en los coeficientes del sistema, cada uno de los 
cuales tiene n! términos, es decir: ya para n= 6, cada poli- 
nomio tiene 720 términos. 

Por otra parte, sería muy difícil la discusión de los casos 
en los que al aplicar el método de sustitución debería trope- 
zarse con sistemas incompatibles o indeterminados. 

Esto justifica la introducción de un nuevo algoritmo (o 
conjunto de operaciones) que permita concentrar simbólica- 
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mente la resolución expuesta, y del que también pueda dedu- 
cirse el respectivo cálculo numérico. 

La teoría de los determinantes ha tomado origen en el pro- 
blema expuesto, por obra de LEIBNIZ (1678, en Europa), y 
SrKI KowA (1683, en Japón), pero su importancia es hoy día 
mucho mayor, por constituir un instrumento conciso y potente 
mny usado en la Matemática pura y aplicada. 


2. Determinantes de segundo y tercer orden. — Dado un 
enndro de n? números, distribuídos en n filas y en n columnas, 
designaremos todos ellos por una misma letra a con dos índi- 
com: el número de orden de la fila, contando de arriba abajo; 
y el que indica la columna, contando de izquierda a derecha. 
Por ejemplo: el elemento situado en la fila tercera y en la co- 
lumna segunda se designará así: az. Adoptando esta notación. 
los números del cuadro están representados así: 

Qi: Uria QUi1g +... Cin 
a21 QU Ag +... Am 
| 13-3] Q3ı Qaz Qas ... Q3n 
Ani  On2 Ang ... Am 

Este cuadro, formado por los n? números dados, se llama 
matriz cuadrada de orden n, y los números que la forman se 
linman sus elementos. Lu palabra línea designará, indistinta- 
mente, una fila o una columna. 

Los elementos de la matriz que tienen índices iguales, esto 
OH: Qi Ao, +. .., Onn, forman la lamada diagonal principal. 

MACOLIO: A veces es más cómodo designar con letras distintas los 


elementos de las diversas filas, poniendo índices para designar las colum- 
nan, o inversamente; por ejemplo: 


di QUa Qs a Br Yi 8, 
bs bs bs a Ba Ya Ss 
Ci Ca Cs as Bs Ys ôs 

as Ba Y, 8 


Otros autores utilizan dos índices, uno inferior y otro superior, etc. 

Dada una matriz cuadrada de segundo orden, si escribi- 
mos ésta entre dos barras verticales, convendremos representa 
ni polinomio: 


| 13-4] S 


= (11 k22 — Qi: Q21, 








Q21 Q22 
linmudo determinante de segundo orden. Observemos que ca- 
«In término consta de un producto de dos factores, tomados de 
ninncra que haya uno de cada fila y uno de cada columna. Si 
urdenamos dichos factores de acuerdo con las filas, de manera 
qur los primeros índices formen la permutación principal 1, 2 
(+ 11-2, b), obtendremos todos los productos posibles, forman- 
do con los segundos índices las permutaciones 1,2 y 2,1. El 
primor término, al que se le ha asignado algebraicamente el 
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signo +, corresponde a la permutación 1,2, de la misma clase 
(par) que la principal, mientras que al segundo término, al 
que se le ha asignado algebraicamente el signo —, corresponde 
a la permutacinó 2,1, de distinta sclase (impar) que la princi- 
pal. Claro está que el signo definitivo de cada término del po- 
linomio [13-]) depende también del valor numérico de los ele- 
mentos a; del determinante. 


EJEMPLOS: 1. 








He 
A (GH) as e ES 
5 plm 4 (— 1). (— 3) =—Y-—3= 5 
id” 
2. i 
= į. (—ì) — 1.6 = + 1 — 6 = — 5. 
6 —i 
3. 1 2 
= 1.0 — 2.3 = — ô. 
3 0 








Considerando ahora una matriz cuadrada de tercer orden, 
si escribimos ésta entre dos barras verticales, convendremos 
representa al polinomio, llamado determinante de tercer orden: 


Qi Qiz (13 
[13-5] | a21 az d23| = EZ (— 1)” Qi Qz lg = 
Q31 QU3 Q33 A 
= Q Qaz Q33 F 012 Qos Ası Qis Q21 s2 — 
— Qis Q22 Ogi— Qir Q23 Q32 —— Qiz Q21 Q83, 


donde cada término consta de un producto de tres factores, to- 
mados de manera que haya uno de cada fila y uno de cada co- 
lumna; si ordenamos dichos factores de acuerdo con las filas, 
de manera que los primeros índices formen la permutación 
principal 1, 2, 3, obtendremos todos los productos posibles, for- 
mando con los segundos índices, 1, 12 13, las 3! permutaciones 
de tercer orden, y entonces se asigna algebraicamente a cada 
término el signo (— 1)», en que v es el número de inversiones 
de la correspondiente permutación de segundos índices 1; la 23 
($ 11-2,b), para que si ésta es de la misma clase (par) que 
la principal, el término lleve algebraicamente el signo +, mien- 
tras que si 1, i» is es de distinta clase (impar) que la principal, 
el término correspondiente lleve algebraicamente el signo — 
(v. gr., término — 4,3 Us» Ay, de signo contrario al del produc- 
to ais a» Ag1). Por lo tanto, los tres primeros términos del úl- 
timo miembro de [13-5] llevan el signo +, y los tres últimos 
el —, por ser de clase par las permutaciones 123, 231, 312, y 
de clase impar las 321, 132, 213. 
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Para obtener rápidamente el desarrollo [13-5], se aplica 
In siguiente regla práctica de SARRUS (1831), válida solamen- 
te para determinantes de tercer orden. Agregadas a la dere- 
cha de la matriz dada de tercer orden sus dos primeras colum- 
nas, para formar el cuadro rectangular: 


Qi Qiz Qis Qn 12 
a a a 
Car @32° `Q33”`Q31 `Qg 
SR 

L L L~ + o», 


los términos algebraicamente positivos del desarrollo son los 
productos de los elementos que se encuentran sobre la diagonal 
principal y sobre cada paralela a ella; los términos algebrai- 
camente negativos resultan del producto de los elementos que 
se encuentran sobre la otra diagonal del determinante, llama- 
da secundaria, y sobre cada paralela a ella. Con un poco de 
práctica puede prescindirse de formar el cuadro anterior y con- 
miderar sólo los esquemas : 


o e. „© O 
¿e MO 
Le Ni y ~A 
I , DS 
o 4 e lo en ~ o 
. 
o” o o 0 `o 


Signo + Signo — 


EJEMPIO 4: 
3 
1 0 T 
2—42 =(—1).(—4).2+2.(—38).4 +0. (—2) 4— 
275 
4 — 3 2 
i 1 2 O EN 


3. Determinantes de orden cualquiera: sus propiedades. — 
(ieneralicemos para un orden n cualquiera las definiciones que 
hemos dado de determinante de segundo y tercer orden. To- 
memos n elementos de la matriz [13-3], de tal modo que entre 
«llos no haya dos de una misma fila ni dos de una misma co- 
lumna, y formemos su producto. Por ejemplo, si es n = 5, uno 
de estos productos será: 
| 13-6] Cos . Qag . Q45 » Qiz . Apr. 

Como entre estos n elementos no hay dos de una misma 
filn, habrá necesariamente uno de cada fila, es decir, los pri- 
meros índices forman una permutación de los números 1, 2, 3, 

. ., Nn; y análogamente, los segundos índices forman otra per- 
mutación de estos mismos números. En el ejemplo anterior, 
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estas permutaciones de primeros y segundos índices, que re- 
presentan las filas y las columnas elegidas, son, respectiva- 
mente, 23415 y 43521, 

DEFINICIÓN: Formados todos los productos posibles de n 
elementos elegidos entre los n? de la matriz dada, de modo que 
en cada producto haya un factor de cada fila y uno de cada co- 
lumna, y anteponiendo a cada producto el signo + ó el —, se- 
gún que las permutaciones que indican las filas y las columnas 
sean de la misma o distinta clase, el polinomio que tiene como 
términos todos los productos así formados, con sus signos co- 
rrespondientes, se llama determinante de la matriz dada. 

Se representa escribiendo ésta entre dos barras verticales, 


a) El signo que corresponde a cada término del determi- 
nante no depende del orden de sus factores. En efecto, al tras- 
poner dos factores cualesquiera, las permutaciones que indican 
las filas y las columnas cambian de clase ($ 11-2, b,) ; luego, 
si eran de la misma clase, siguen siéndolo después de cualquier 
permutación; y si eran de distinta clase, lo mismo acontecerá 
después, 

Por comodidad ordenaremos por filas los elementos de ca- 
da término, es decir, escribiremos sucesivamente: el elemento 
que pertenece a la primera, el de la segunda, ..., el de la 
n-sima, Esta ordenación tiene la ventaja de que siendo 1 2 3 
. .. N la primera permutación, y por lo tanto de clase par, bas- 
ta atender a la segunda para saber el signo correspondiente. 


EJBMPLO 1: El producto [13-6], ordenado por filas, nos da el tér- 
mino 
— (iu Au Aas As Asis 


siendo — su signo correspondiente, puesto que la permutación 2 4 3 5 1 
es de clase impar. 


b) Dos términos se consideran como distintos cuando en 
uno hay por lo menos un elemento que no figura en el otro; 
por lo tanto, ordenando en filas sus elementos obtendremos to- 
dos los términos posibles, tomando para los segundos índices 
todas las n! permutaciones; luego: 

El número de términos de un determinante de orden n 
es n!; la mitad de ellos tienen el signo “de desarrollo” + y: la 
otra mitad el signo —. 

Al término 4; dez ... Ann (llamado principal) corresponde 
siempre el signo “de desarrollo” +. 

ESCOLIO: Cuando entre los elementos de la matriz haya números ne- 
gativos, el signo de cada término puede modificarse al sustituir cada ele- 
mento por su valor, y por lo tanto, en el desarrollo numérico no habrá, 


en general, el mismo número de términos positivos que negativos; y si 
hay elementos nulos, el número de términos será inferior a n! 


c) Para un determinante de 4%, 5%, 6%, ..,, orden (que 
contiene, respectivamente, 24, 120, 720, ..., términos), el cálcu- 
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lo de su valor numérico, por aplicación directa de la definición 
de determinante, resulta demasiado laborioso. Por eso es opor- 
tuno estudiar las propiedades del algoritmo que representa en 
forma concisa un determinante, para llegar también a su rá- 
pida evaluación, mediante reglas más simples que la obtenida 
por aplicación inmediata de la definición. 

Dos elementos, a;;, Qi; simétricos respecto de la diagonal 
principal, 411, A22, A33, ..., Ann, Se llaman conjugados. Los ele- 
mentos de ésta son conjugados de sí mismos. : 

cı) El valor de un determinante no varía si se sustituye 
cada elemento por su conjugado, es decir, si se cambian las 
filas por columnas, y éstas por aquéllas, sin alterar el orden 
relativo de los elementos de cada una. 

En efecto, todo término del primer determinante está formado por 
n elementos, uno de cada fila y uno de cada columna; luego, pertenece 
también al segundo determinante. Las dos permutaciones que indican 
filas (columnas) en el segundo determinante, son las mismas que indican 
columnas (filas) en el primero; luego, el signo de dicho término en 
ambos determinantes es + ó —. según que ambas permutaciones sean de 
In misma o distinta clase. 

c) Si se cambian entre sí dos filas (o dos columnas) sin 
ulterar el orden relativo de los elementos de cada una, el valor 
ubsoluto del determinante no varía, pero cambia su signo. 


Supongamos que se trasponen la columna del lugar h, y la del lugar 
k; el teorema expresa: 


Am... Uih ... Ok ... Cin Au .. Qik ... Aih ... Qin 
am Ar Azk An 2 Azk Manr Aon 
Qni Anh Ank Ann Qni Ank Ann Ann 


En efecto, un término cualquiera, @ıs Qz ... Ani, del primero tiene 
un elemento de cada fila, y uno de cada columna de la segunda matriz; 
luego, pertenece también al segundo determinante. El signo de este tér- 
mino en el primer determinante es + ó —, según que sea par o impar la 
permutación de los segundos índices, la cual, poniendo de manifiesto los 
índices h y k que en ella figuran, puede escribirse así: AhCkB. Mas 
los elementos que estaban en las columnas h y k están ahora en las co- 
lamnas k y h, respectivamente; luego, la permutación formada por los 
números que indican las columnas a que pertenecen aquellos elementos en 
el segundo determinante es: AkChB, la cual (§ 11-2, b) es de clase 
opuesta a la anterior; luego, el signo de aquel término en el segundo de- 
terminante es contrario al que tiene en el primero. 

Componiéndose el segundo determinante de los mismos términos del 
primero, cambiados de signo, ambos tienen el mismo valor absoluto, pero 
nignos contrarios. 


COROLARIO: Un determinante A que tiene dos filas o dos 
columnas idénticas es nulo. Porque si invertimos estas dos fi- 
Ins o columnas resulta — A como valor del nuevo determinan- 
le; mas siendo idénticas dichas dos líneas, el nuevo determi- 
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nante es idéntico al anterior; luego, A=—A, o sea 24 =0, 
y por lo tanto, A = Q. 

c3) Si se multiplican todos los elementos de una linea por 
un mismo número à, el valor del determinante queda multipli- 
cado por A. 

En efecto, en cada término del desarrollo figura un elemen- 
to, y sólo uno, de la línea de que se trata; luego, si se multipli- 
can dichos elementos por A, todos los términos del desarrollo 
Tn multiplicados por A, y también, por lo tanto, la suma 
total. 

Esta propiedad permite separar como factor del determi- 
nante un factor común a todos los elementos de una línea cual- 
quiera, simplificando ésta así: 


24 3 0 3 —3 0 3 —3 0 1—1 0 
16 1 15|=8ļ|2 1 15|=8.5|2 1 3|=8.5.3/2 1 3 
0 2 5 0 2 5 0 2 1 0 2 1 


COROLARIO: Un determinante es nulo si los elementos de 
una línea son proporcionales a los correspondientes de otra pa- 
ralela a ella. 

Porque, separando el coeficiente de proporcionalidad como 
factor del determinante, queda otro con dos líneas idénticas, 
y por lo tanto es nulo. 


EJEMPLO 2: Son nulos estos determinantes: 


Se —8 25 40 7—47 29 
123 -z , 2 gaca li rar : 3 
— 246 97 O 97 0 — 3 3 2 
4. Desarrollo de un determinante. — a) Adjuntos. — Si en 


una matriz cuadrada de orden n se suprimen la fila que ocupa 
el lugar l y la columna del lugar k, se obtiene una matriz cua- 
drada de orden n — 1, cuyo determinante se llama menor com- 
plementario del elemento Qik, común a la fila y columna supr 
midas. Lo designaremos así: ar. 


EJEMPLO 1: El menor complementario del elemento a» en el deter. 
minante 





di An An a 
11 12 13 14 Oax a au 
da Um aa de 
A RA E : an = | n Um Us 
a a a a es: MS a 
h 
en 3$ E a u Qa Qu 





Os Gs Aa Qu 


Si en el desarrollo de un determinante sacamos factor co- 
mún a;, en todos los términos en que figura, aparece multipli- 
cado por un polinomio que se llama adjunto o cofactor de aix. 
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Veamos cómo se expresa el adjunto. 
(1) Si el elemento es d,,, cualquier término en que él figure es del 
tipo (— 1)” 41 . Ax . My ... Gu , siendo v el número de inversiones 


do la permutación 1 1%:%...?n; separando el factor as, el producto 
- 1)” da «Gu ... Qui Contiene un factor de cada fila distinta de la 
3 


n 


primera, y uno de cada columna distinta de la primera; luego, es un tér- 
mino del determinante 


A “2 Uan 
Gre a da 

M1 = . 
Ane Ans Ann 


También su signo eF el que le corresponde en este determinante, pues 
In permutación dada. da tiene también » inversiones, ya que 1 puesto al 
comienzo no forma inversión alguna. Recíprocamente, todo término de 
“a multiplicado por an da un término del determinante total. Por consi- 
yuicnte, el adjunto de d&n es an. 

(t.) Si el elemento es el dı, podemos llevarlo a la primera fila tras- 
poniendo la fila del lugar l con cada una de las ?— 1 anteriores; y 
trosponiendo después la columna k con las k— 1 precedentes, llevamos 
"o n} lugar que antes ocupaba an. 

ln el desarrollo del nuevo determinante A, el adjunto de «tr, es el 
menor «1 que no ha sufrido variación, es decir: A’ = Ají + ...3 y 
como el determinante A se deduce del A' mediante (k— 1)+(1—1) cam- 
lios de filas y columnas, que producen k +1—.2 cambios de signos, será: 


= (— 1)" A’ = O Qik Qik + pad 


luego, el adjunto de «,, en el determinante A es (—1)'* ars: 


El adjunto de un elemento Q es (—1)'* o1x, igual a su 
menor complementario, con su signo o con signo contrario, se- 
ann que L+ k sea par o impar. 

Por esta razón, el adjunto de «,. suele llamarse también 
complemento algebraico; lo designaremos por Apx. 


EJEMPLO 2: El adjunto del elemento 7 en el determinante 





5 —1 2 

1 A 5 —1 
3 Z 7 es: 2 = 5 9 . 
5 2 1 


b) Desarrollo por los elementos de una línea. — b,)El va- 
lor de un determinante es igual a la suma de los elementos 
de una línea cualquiera multiplicados por sus adjuntos corres- 
pondientes. 

Fijémonos, por ejemplo, en la fila que ocupa el lugar i.. En 
tunda término de A hay un elemento de esta línea, y sólo uno; 
lego, podemos clasificar los n! términos del siguiente modo: 
lorlos los que contienen a;, forman el producto 4;, A;,; los que 
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contienen Qi: forman di» Ajo, ... ; los que contienen a;, compo- 
nen Gin Ain; luego: 
A = lii As + Qis As + r. + Qin Å in . 
De aquí resulta por a el desarrollo en base a los menores 
complementarios: 
A = (— 1) aia an + (— 1)? Ojo ao +... + (—1)*” Qin tin, 
donde los signos de desarrollo son alternativamente + y —. 


EJEMPLO 3: Desarrollando por los elementos de la primera columna, 
resulta: 


—3 2 1 6 
4 —3 2 2 1 6 2 1 6 

5 4—3 2 
. | = (—3)|7 1 5|—5|7 1 5]—1|4—3 2 

07 1 
3 4 0 8 4 0 7 1 

13 40 


Cada uno de éstos puede desarrollarse en determinantes de segundo 
orden, o, lo que es equivalente, aplicando la regla de SARRUS, y resulta: 
A=—3.7.4.2-+3.3.5.3+3.3.1.2+3.4.5.4— 

—5.4.7.6—5.1.5.34-5.6,1.34+5.2.5.4+ 
+2.3.5—4.1.6—1.2.7—6.7.34-2.2.14+4.1.5=-—-510., 


b2) La suma de los elementos de una linea, multiplicados 
por los adjuntos de los elementos de una paralela a ella, es cero. 
En efecto, la suma 


Qir Ån t ar Airt ... F ain Ain 


es el desarrollo del determinante obtenido poniendo en A, en 
vez de la fila aii 0;2 43 ... Gin, la fila 011 412 ... Qim; este de- 
terminante tiene, pues, esta fila idéntica a la que ocupa el lu- 
gar l; luego, es nulo. 

c) Descomposición de un determinante en suma de varios 
de igual orden. — c,) Si los elementos de una línea son polino- 
mios de p términos, se puede descomponer el determinante en 
la suma de p determinantes que tienen las mismas restantes li- 
neas, y en lugar de aquélla, la formada por los primeros suman- 
dos, por los segundos, ..., y por los p-ésimos, respectivamente. 

Supongamos, por ejemplo, que los términos de la fila ¿ sean 
trinomios: 


Qir=tr Yrs Mia=%2 Yoo, -.., Oin=Yn YT; 
sustituyendo en el desarrollo del determinante A, efectuado 
por los elementos de esta fila, resulta : 


A = aun Ai + Gi Aj+ ... + ain Ain = 
= 1 Au + %2 Apt... + Ln Ain + 
+ Y; Au + Ya Ass + ... F Yn Ain + 
+ 21 Au + 22 Airt ... F Zn Ån 
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y cada una de estas tres sumas es el desarrollo del determinan- 
te obtenido sustituyendo los elementos de la fila ¿ por sus pri- 
meros sumandos, por los segundos, o por los terceros. 


c2) Un determinante no varía al sumar a los elementos de 
una línea los correspondientes de otra paralela, multiplicados 
por cualquier número A, los de otra multiplicados por un núme- 
ro arbitrario y, etc. 

Porque por (c,), el nuevo determinante se descompone en 
una suma del primitivo más otros que son nulos, por tener 
enda uno dos líneas formadas por elementos proporcionales 
(§ 13-3, c3, Cor.). 

Ca) Si una línea de un determinante es suma de varas pa- 
ralelas a ella, multiplicada cada una por un número cualquiera, 
cl determinante es nulo. 

Porque por (c,) puede descomponerse en una suma de de- 
terminantes nulos Veremos ($ 14-3,b) que también vale el 
recíproco. 

c) El teorema (c) permite simplificar los determinantes, 
reduciendo a cero varios elementos de una misma línea, me- 
diante adiciones y sustracciones convenientes; cada elemento 
que se logre anular de este modo evita el cálculo de un menor 
complementario al desarrollar por dicha línea. Si se logra 
anular así todos los elementos de una línea, excepto uno, el pro- 
ducto de éste por su adjunto es igual al determinante total. 


EJEMPLO 4: Para desarrollar el determinante de cuarto orden puesto 
en (b), comenzaremos restando de la 32% columna las dos anteriores, y 
después restaremos de la 2% el triplo de la 1%, Obtenemos así: 


32 16 —3 I 26 

eaa Di 11 2 6 n 156 
or asilo «oso 102 2|=-2| 05 8 
a o i e a 7-6 5 7-3 5 


La última simplificación ha consistido en sumar a la 2* fila la 1%, y 
ment el factor común 2 de la 2% columna. Aplicando ya la regla de 
SARRUS al último determinante, obtenemos; 


A =-—2 (—11.5.54+1.7.84 6.5.7 +11.3.8) =—510. 


D. Menores complementarios. Regla de Laplace. — Si en 
una matriz de orden n se suprimen varias filas, e igual número 
de columnas, se obtiene otra matriz de orden inferior, llamada 
menor de la primera. Para determinar una menor, basta dar 
los números li,lz, ...,l, que designan las filas que contiene, 
y los k,, ko, ...,k, que expresan sus columnas. 

Si en la matriz primera se suprimen las filas de lugares 
lila, ...,l, y las columnas que ocupan los lugares K,, kz, ..., Ka, 
se obtiene otra menor, llamada complementaria de la anterior. 
La suma de los órdenes de dos matrices complementarias es 
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evidentemente n. Los determinantes de dos matrices comple- 
mentarias se llaman menores complementarios. Las locuciones 
abreviadas: un menor, una menor, se refieren, respectivamen- 
te, a los determinantes y a las matrices. 

Se dice que un menor ô es de clase par (impar), si la suma 
de los números de orden de sus filas y columnas: 


2 l+3k=lb+lbl+...F+abtktk+...+%*, 


es par (impar). Para hallar la clase de su complementario ô 
formaremos la suma análoga: 


A 2.’ + la + Knsa + co. Ek; 


pero como 


2 I+43U=3k+73=1+2+3+...+2N 
resulta CQI+-3k)+(U+xXxKk) múltiplo de 2, o sea 


21 +3H" tiene la misma paridad que 31 +3 k, es decir: dos 
menores complementarios son de la misma clase. 

Se llama adjunto (o complemento algebraico) de un me- 
nor ¿ al menor complementario de 8, con el signo + o —, se- 
gún que sea de clase par o impar. En particular, si el menor 
dado se reduce a un solo elemento tendremos el adjunto defi- 
nido en el $ 13-4, a). 

Un menor de orden hk se llama inicial, cuando está for- 
mado por las h primeras filas y las h primeras columnas. Su 
adjunto coincide con su menor complementario, puesto que es 
de clase par igual a 2 (1+2+...+h). 


EJEMPLO 1: En la matriz 





Qı Qa As Cs As 
bı——b brb, b; 
Cı Ca Ca Ca Cs 


| 


dı—d:— -ds —d:——d: 


| | 








é1 €: €s € €s 
A Aa Qu 
b: bs : . 
el menor tiene como complemento el | a cs cej] , y como l4 
61 3 & 


suma (2+4) + (2 + 5) correspondiente al primero (o la (1+43 + 5) + 
+ (1-+3 + 4) correspondiente al segundo) es impar, ambos menores son 
de clase impar. Por lo tanto, el adjunto de uno cualquiera de ellos es el 
otro, cambiado de signo. 


a) El producto de un menor por su adjunto forma parte del 
determinante total. 
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1? Supongamos primero que un menor ô esté formado por las h 
primeras filas y las h primeras columnas, como indica el esquema si- 
guiente: 





Maiy 01,2 s...’ Qi, Mihi sses’ Oj 

Qan Q23 sss’. Qah Mht sess. Qa,n 

Ahy Ah sese’ Ch yh Ahh seseo Uhn 
A = 

Ahti Ahti seese Ch+1)h Oh+1)A+1 Ah tiyn 

Any On ya s.es’ Anh An,h+1 ....». Cnyn 


entonces es ô de clase par y su adjunto es el menor complementario ô’ 
Multiplicando ambos determinantes menores, un término cualquiera 
del producto será: 


[13-7] (—1)” Qij, A2j, <». Ohj, (—1y Ud 30» 


llamando y al número de inversiones de la permutación j1ja... Jr que 
indica las columnas elegidas en el término ô, y v’ al número de inversio- 
nes que ofrecen los índices de las columnas en $”, y como éstos, aumen- 
tados en h, son precisamente jr, fan, -.-., Jn, es también v el número de 
inversiones de esta permutación; por lo tanto, el número de inversiones 
de la permutación 


Ji ja ... jn Jar ... Jn 


es Y + v’, puesto que fı, fa, ..., ja son todos Æ h, y por lo tanto, no for- 
man inversiones con los fas, fars» ..., fn los cuales son È h. 
Conteniendo, pues, el producto [13-7] un elemento de cada fila de A 


y uno de cada columna, y siendo además su signo (—1)” t? el que, le 
corresponde en el desarrollo de A, dicho producto [13-7] es un término 
de este desarrollo. 


2? Si el menor $ no es principal, sino que está formado por las filas 
lb, lo, ..., hh y columnas ks, kz, ..., ka, se lo puede convertir en principal 
por cambios sucesivos de filas y columnas. “Basta trasponer la fila l con 
todas sus anteriores (que son l,— 1), hasta ocupar el primer lugar; la 
fila la con las l—2 que le preceden, hasta llegar al segundo lugar; ...; 
la fila l, con las l, —h que hay desde ella a la fila h. Haciendo lo mismo 
con las columnas, hemos llevado el menor $ al primer lugar, reduciendo 
este caso al anterior. 

En el desarrollo del nuevo determinante A”, el adjunto del menor 
principal $ es el menor $”, el cual no ha sufrido variación; luego 
A'"=88'+..., y como de A’ se deduce el determinante dado A, me- 
diante un número de trasposiciones: 


la—1)+(a—2)+... + —h)+ 
+(L—1)+ (L —2)+ ... + (h —k)= Z k+? l— 2, 
sera 
E E a a E a A 


. Z3k+Y!l., i 
y siendo (— 1) 3” el adjunto de 8, queda demostrado el teorema. 
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b) Todo determinante es igual a la suma de los productos 
obtenidos multiplicando todos los menores de orden h que se 
pueden formar con h líneas paralelas fijas, por sus adjuntos 
respectivos (LAPLACE). 

Todos los términos de estos productos pertenecen al des- 
arrollo de A, en virtud del teorema anterior; todos son distin- 
tos, pues contienen elementos distintos, y así obtenemos todos 
los términos del determinante. En efecto, el número de meno- 
n 


res formados con h líneas es[ h 


) luego, el número de términos 
obtenidos es: 
n 
h! (n—h)!=n! 
(a 


EscoLIo: El teorema anterior reduce el desarrollo de un 
determinante al de otros de orden inferior. Para hacer el des- 
arrollo por los menores de h filas, convendrá elegir aquellas 
en que aparezca el mayor número posible de columnas forma- 
das por elementos nulos, porque todo menor en que figure una 
de estas columnas, es nulo. 


EJEMPLO 2: 
—1 0 5 0 4 
3 0 2 0 1 
—4 7 1 —5 0 
A = i 
z 8—1 2 0 
—3 
0 0 Y 1 5 


Fijándonos en las dos primeras filas, calculemos los menores que con 
ellas se pueden formar; de ellos son nulos siete, y los demás son: 

















—1 5 —1 4 5: 4 
, , P 
3 2 3 1 2 1 
cuyos complementarios son: 
7 —5 0 7 1 —5 —4 7—5 
3 —1 2 1 
83 2 of , Loa 2 
0 1l. 3 
da 2 l 0 0 1 
y los signos que les corresponden son los tres negativos. Por consiguiente. 
1 
A =—(— 17) 145 —(— 13) $- —(—3) (- a ) = 2854. 


6. Producto de determinantes. — El teorema ($ 13-5,b) en 
que se funda el desarrollo de un determinante por menores 
complementarios permite expresar, en forma de determinante 
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de orden m -+ n, el producto de dos determinantes de órdenes 
m yn. En efecto, 


011 012 +... Qin 
bıı biz e oè Dim 


Qoi QU ... Q9om b b b 
21 22 ... 2m 
A . B = . . 0.00. .« . .« .. . e , = 
Dmi Dm2 .. Dmm 
Qni (Un Unn 


Qil Cta dd Ain 0 0 


Q21 M22 ... Con 0 0 

=| On Ane Ann 0 0 . 0 
Ci Tia Xin bu bu Dim 
Cai Zz ... Ta Da boe... Dam 
Lm1 Em2 ... Emn Dmi Dma ...» Drin 


cualesquiera que sean los números x, porque desarrollando este 
determinante por los menores de las n primeras filas, como to- 
dos los menores, excepto el primero, tienen alguna columna de 
ceros, y por lo tanto son nulos, resulta el producto A.B. 


Para poder reducir el orden de este determinante, podemos suponer 
que los dos determinantes dados sean del mismo orden n (si es n > m), 
pues en caso contrario se puede transformar el de menor orden m en 
otro de orden n, prolongando su diagonal principal con n —m elementos 1, 
y completando con ceros las nuevas filas y columnas. Además, como po- 
demos disponer de los números indeterminados x, tomemos todos ellos 
iguales a 0, excepto los de la diagonal Xu, %ze, ..., %nan, que tomaremos 
iguales a —1. Finalmente, en virtud de $ 13-3, c,, podemos cambiar las 
filas por columnas, en el determinante menor B. Resulta así: 


Qu dia ... Gm0 0... 0 

an Ga ... m0 0... 0 
An ls ... On Du Du O E E S UE ‘ 
am Qs Can bn Da Don An Qn? am 0 0 
P TERN i N aah S e buda bm 
ani Am Ann Dn Daz Dan 0 —1 Di Da bna 
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Si mediante adiciones convenientes de filas o columnas ($ 13-4, ca), 
logramos reducir a 0 los elementos a,,, en vez del cuadro de ceros apare- 
cerá otro de nuevos elementos C;,, y el nuevo determinante de orden 2n 
será igual al determinante de orden n formado por estas cı, multipli- 
cado por su complemento algebraico; mas reduciéndose el menor comple- 
mentario a su diagonal principal, su valor es (— 1)"; tendremos, pues, 
el producto en forma de determinante de orden n. 

Esto se logra fácilmente del siguiente modo: sumemos a la primera 


fila las filas n 4 1, n+2, ..., 21, multiplicadas respectivamente por 
Qu, Qis, «<<, Cin, 
y obtenemos como primera ésta: 
0, 0, , 0, tubu + anbu + . PE , auba + Qaba + ... + 
+ Qan bnn 


Llamaremos producto escalar de la fila i de A por la fila 3 
de B, y lo designaremos por c;;, a la suma de los productos de 
los términos que ocupan iguales lugares en ambas. Es decir: 


[13-8] Cij = 051 Dj1 + Oi2dj2 +... F Qin Dyn- 
Con esta notación, la fila obtenida es la siguiente: 
0,0, ..., 0, Cu, Cis, .«., Cine 
Análogamente: sumando a la segunda fila, las n + 1,1n>+2, ..., 22, 
multiplicadas por Gn, de, ..., Ga, respectivamente, resulta como nueva 
fila : > 
0, 0, s 0, Cn, Cæ, ..., Cmn. 
Finalmente, sumando a la fila n-sima las mismas filas n +1, n +2, 
,2n, multiplicadas POY Amis Ant, ..., Ann, respectivamente, resulta: 
: 0, 0, , 0, Cni, Ca2, e... Cnno 


El determinante producto: se ha transformado en éste: 


0 0... 0 Cu Cia ... Cin 
0 0... 0 Ca Ca ... Cam 
— 0... 0 Ĉi Cis ... Cin 

0 0... Ó Cm Crm ... Cnn = 01... 0|, [tn Ca Alpe 
—1 0 ... 0 Du bn ... bni 

0—1 on 0 bu ba a.a bne 0 0 ...—] Cni Cns s.. Onn 

0 0...—1 bin ban... bnn 
siendo 


o= (+1) +(n42)+...+(n49) +14 2+...4n=n.n+2, 
y como el valor del primer menor es (— 1)", el factor que multiplica al 
npo n+nn n(n + 1) 
segundo es (—1) = (—1) = (—1) , número 
que es igual a 1, por ser n y n +1 dos números consecutivos, y por lo 
tanto, par su producto. Resulta, pues, en resumen: 


El producto de dos determinantes de orden n está dado por 
la fórmula: 
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011 012 ... Ain bir biz ... Din C11 C12 +... Cim 
Q21 Q22 ... O2n ba Daz ... Don C21 C22 +... C2n 
X = 
On1 On2 «.. Ann Dni Danz ... Dan Cni Cn2 +» + Con 


designando con c;, el producto escalar [13-8] de la fila i del 
primero por la fila j del segundo (BINET-CAUCHY). 


EscoLIo: Como el valor de un determinante no altera si se 
cambian entre sí las filas y las columnas, puede hacerse tam- 
bién el producto por columnas; la fórmula es la misma, desig- 
nando c;, el producto de la columna ¿ del primero por la co- 
lumna j del segundo. Finalmente, puede hacerse multiplicando 
las filas del primero por las columnas del segundo, o inversa- 
mente. 


EJEMPLO: Producto, por filas, de los determinantes: 


0 b c a B 0 bB cY by+cS 
b 0 d|ix|8 0 y|= ba bB+dY dê 
c d 0 0 y ê ca+dB cR dy 


7. Determinantes especiales. — a) Determinantes adjuntos 
y recíprocos. — El determinante de la matriz formada por los 
adjuntos de los elementos de otro determinante se llama ad- 
junto de éste. Es decir, el adjunto de 


Qil Or ... On Aj Aj ... Ån 
Q21 Q22 ... 0 Ao Az ... Am 
E o e a O aaa a a a 
On  An2 .... Can An Az ... Ånn 


Haciendo el producto de ambos, por filas, resulta según la 
regla de § 13-6: 


Qrt.. t anA, AAt... tH- ainAn, sa An t.. tAn Ann 
ER OMA +... FamAin, QnA t.. F anA, ea An t. an Ann 


Ani Ait -et annA, AnA rt. +H ann Aan, 0901 An. Fann Ann 


y en virtud de $ 13-4, b este determinante se reduce así: 
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8 0 ... 0 
0.58... 0 

d8A= = $”, 
0.0... 8 


y sies 830, se puede dividir por él y resulta A = 8”, 

Si ô tiene la primera columna de elementos nulos, las de- 
más columnas de A también tendrán sus elementos nulos, y en 
este caso, por ser 8 =A= 0, subsiste A = 8”1, Si en la prime- 
ra columna de ê hay un elemento no nulo, por ejemplo a, +0, 
sustituyamos la fila correspondiente de A, por ejemplo, la pri- 
mera, por el resultado de sumar las filas de A respectivamente 
multiplicadas por 4;,, 21, ..., Gn. Entonces, A queda multi- 
plicado por as, ($ 13-3, cz y $ 13-4, c2), y en nuestro caso, los 
elementos de la primera fila resultante serán nulos ($ 13-4, b»), 
menos el primero, que valdrá 3 ($ 13-4, b,). Por lo tanto: 


ô 0 .. 0 
Åz Aa ens Aon 


An An ... Ann 


lo que prueba que si ¿=0, al haber supuesto a;,, +0, queda 
también A = 0. Por consiguiente, en todo caso: 

El determinante adjunto de un determinante de orden n es 
igual a éste elevado al exponente n— 1. 

Llamaremos determinante recíproco de 8 al que tiene por 
elementos «i; = Aj; : 3. Esta denominación está justificada, 
pues según lo demostrado, su valor es 8? : 8” = 1 :8. Las ma- 
trices correspondientes también se llaman recíprocas o inver- 
sas, nombres cuya justificación veremos en $ 15-7, donde se 
comprenderá por qué se cambia ¿ por j (filas por columnas). 

b) Determinante de VANDERMONDE. — Se llama así, o de- 
terminante de las diferencias, al formado por las potencias su- 
cesivas de n números distintos: a, b, C, ..., 9, h, k, ordenadas 
del siguiente modo: 


A AL A e AJA 


Podemos reducir a ceros los elementos de la primera colum- 
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na, excepto el primero, restando de cada fila la anterior, mul. 
tiplicada por a, y obtenemos: 


11 1 pas 1 

0 b—a c—a ... h—a k—a 
Ds 0 b (b—a)  c(c—a) ... h(h—a) k(k—a) 

0 b (b—a) œ(c—a) ... hk?(h—a) k(k—a) 


0 b™=(b—a) cr?(c—a) ...h*(ha) k™?(k—a) 


determinante que se reduce a uno de orden n— 1, el cual, se- 


parando los factores comunes b— a, c—a, ... ha, k—a, 
es éste: 
1 a. 1 
c ci -k 
A = (b—a) (c—a) .. . (h—a) (k—a). |b? e ... k te 


br-2 e2, N hr kr-2 


y observando que este determinante de orden n — 1 es de la 
misma forma que el anterior se le puede aplicar la misma 
transformación, y resulta: 


Lo ...1 1 
c .h k 
A = (b—a) (c—a) . . . (h—a) (k—a) X c he ke 
X (c—b) ... (h—b) (k—b) X 
CI aia MAS 
Con éste, que es de orden n — 2, se opera de igual modo, y 


1 
así se sigue hasta llegar a uno de segundo orden ; k | =k—h 


Por consiguiente, 


A=(b—a)(ec—a)(d—a)...(h—a) (k—a) Xx 
Xx (e—b)(d—b)...(h—b) (k—b) x 
X (d—c)...(h—c) (k—c) Xx 


X (h—9) (k— 9) X 
X (k— h). 
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bı) El determinante [13-9] es igual al producto de todas 
las diferencias obtenidas restando cada número, a, b, C, ..., 
9, h, k, de todos los que le siguen. 


b2) El determinante [13-9] es distinto de cero si, y sólo 


si, todos los números, a, b, c, ..., Y, h, k, son distintos, 
EJEMPLO; 
1.1 1 1] 
3 1 5 7]|=(1-—3)(5—3)(7— 3) (56 —1) (7 —1) (7 —5)= 
3 1 pr = — 2.2.4.4.6.2.= — 768. 
$1 597] 
c) Determinantes simétricos. — Se llama simétrico un de- 


terminante, cuando todo elemento es igual a su conjugado, es 
decir: Qij = Ajis 


Los menores complementarios de @ı; y aj, están formados por ele- 
mentos simétricos, y por lo tanto, iguales. Sólo difieren en que las filas de 
cada uno son columnas en el otro; luego ($ 13-3, c,), son iguales. También 
los adjuntos Ai, y Ay; son iguales, pues sólo difieren de estos menores 
en el signo (—1)**?, que es el mismo para ambos. Por lo tanto, los de- 
terminantes recíproco y adjunto de uno simétrico son también simétricos. 

d) Determinantes antisimétricos. — Determinante hemisimétrico, o 
bien antisimétrico, se llama al que tiene opuestos cada dos elementos con- 
jugados, y por consiguiente, nulos los elementos principales. 

dı) Si en un determinante antisimétrico $, de orden n, se cambian 
de signo los elementos de todas las filas, el valor del nuevo determinante 
es (—1)"8; y como, por otra parte, es el mismo $ (cambiadas las filas 
por columnas y viceversa), resulta: (—1)"8 — ô; luego, si es n impar. 
debe ser ô = 0. 

Todo determinante antisimétrico de orden mpar es nulo. 

d:) Obsérvese que los menores complementarios de dos elementos con- 
jugados, @iı; y @j:;, se componen de los mismos elementos con signos con- 
trarios; luego, 

ay = (1) aj. 

Por lo tanto: 

El adjunto (y también el reciproco) de un determinante antisimé- 
trico de orden n es simétrico o antisimétrico, según sea n impar o par. 


EJERCICIOS 


1. Calcular los determinantes: 


0 1 1 1 1] 3+7: 0 —4 1 7 
1 0O 1 1 1 —2+31 8 1 0 —5 
A =|1 1 0 1 1|; B= —2 8 0 6—5]; 
1 1 1 0 1 1+10i 8 —3 1 2 
11110 31 0 1-6 0 
1 1 1 1 a b bb 
C= 1 i+a 1 11. D=|2 ba a 
41 1. 1+b5 1] Tib b a b 
1 1 1 1+c a a a b 
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2. Resolver la ecuación: a+rz= zg g g 
g b+z œ g = 0 
z zx c+x g SN 
x x z d+z 


3. Poner en forma de determinante, donde en cada elemento figure 
a lo más una letra: a (g — h) + b (h — f) + e (f —g);ad-b+et 
abe;a+b4c—abe. 

4. Probar que la condición necesaria y suficiente para que el polino- 
mio Qu x* + 201% Y + Gay" + 2413 x + 202 Y + Qi se descomponga en el 
producto de dos factores de primer grado es: 

Qu Qu Un 
Qu Azn Uam 
is ans An 


A = = 0. 








Aplicar a los polinomios: 

19) 2x* — Txy — 15y’ + 4x — 4y — 8; 

29) 2%? + 4xy — 6y? — 4x + 12y — 6; 

39) xi +2x%y+ y—4x—d4y + 4. 
¿Cuál es la condición para que el polinomio sea un cuadrado perfecto? 
5. Desarrollar por menores complementarios: 


a x yz t 1 3 0—1 5 
xx b 0.00 —2 4 7—5 0 
A=ļ|y 0 c 0 0|? B= 0 8 0 2 11. 

z 0 0 d 0 —5 7 3 0 4 

t 0 0 0 e 0—6 0 4 7 
1 2 3 

6. Dado ê = |2 0 —1 . formar el adjunto â y comprobar que 

4 1--2 








â = ê, Formar el cuadrado y el cubo de 8. 
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1. Definiciones. — Estudiamos en este § 14 las propiedades 
de las matrices rectangulares: 


Qil i2 ... Mim ) 

Qa Qa ... Um | > 

6.606. .60. 4... .. 9. ......£. (m zZ n) r 
Ani Anz .... Anm 


las cuales comprenden a las cuadradas como caso particular. 

Por abreviar, suele decirse que una línea es suma o dife- 
rencia de otras cuando sus elementos resultan de sumar o res- 
inr los correspondientes de estas otras; se llama producto de 
una línea por un número, a la obtenida al multiplicar por este 
número cada uno de sus elementos, y se dice que una línea es 


combinación lineal de otras líneas, !;,l», ..., cuando resulta de 
numar éstas, respectivamente multiplicadas por factores ài, Às, 
., Cualesquiera. 


Dado un determinante menor de la matriz M, formado por 
h filas y h columnas cualesquiera de la misma, todo menor de 
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orden h+ 1 formado por aquellas h filas más otra cualquiera 
de las restantes, y por aquellas h columnas más otra de las 
restantes columnas, suele llamarse menor orlado. 


2. Dependencia lineal de filas y columnas. — a) Si una 
fila l es combinación lineal de las filas Y',, Va, ..., Vx, y cada 
una de éstas es una combinación lineal de las filas l;, la, ..., la, 
la fila l es combinación lineal de éstas. Análogo enunciado vale 
para las columnas. 

Supongamos, por ejemplo, que los elementos de la fila l estén for- 
mados por la siguiente combinación lineal de las filas 3%, 5% y 8%: 

Qi = Ads; + Qs; + Yo) (i=1, 2, ..., M), 
y ene las filas 3%, 52 y 8% sean combinaciones lineales de las filas 1% 
y a”: 
la; = Nay +A” Uay, Qs; = pay + a” a24, day = var + v” Qaj. 


Entonces, los elementos de la fila l están formados por las siguientes 
combinaciones lineales de las filas 1% y 2%: 


Quy = (AN Y pl + 99) Oy E (AN + pp” + vv”) ao. 


b) Si una fila es una combinación lineal de h filas, todos 
los determinantes menores que se pueden formar con dichas 
h+1 filas son nulos en virtud de § 13-4, c3}. Recíprocamente, 
si entre los determinantes de orden h que se pueden formar 
con h filas de una matriz hay uno A 0, se puede asegurar 
que la fila l es una combinación lineal de aquéllas, cuando 
todos los menores obtenidos orlando A con la fila l y cada una 
de las columnas restantes son nulos; y también si no existe 
ningún orlado, por no haber columnas sobrantes. 

Enunciado análogo, si se trata de una columna. 


En efecto, para todas las columnas j=1, 2, 3, ..., m se 

verifica: 

Qiii Ox Pa Qin Qij 

Q21 OU ... Qn Q2; 

%0 0 6. 0. 04. » 4. 4 1. 04€ 4 4 4 1. € . == 0. 

An An ... Uhh Mhi 

Ur Qi dina Mıh M; 
pues para j = 1, 2, ..., h, este determinante tiene dos colum- 
nas iguales; y para ¿=h+1,h+2, ..., m, es nulo, por hi- 


pótesis. Desarrollando por los elementos de la última columna, 
resulta : 


Qi; Ary +02 Az+...+ 055 A, + 01, A =0, 


siendo A, Az, ..., A los adjuntos de dichos elementos; de 
donde se deduce para todos los valores ¿ =1, 2, ..., m: 
PR E A 
į 13 A $ A .... hj A , 


es decir: los elementos de la fila l resultan de sumar los de las 
filas 1, 2, ..., h, multiplicados por los números fijos: 


5 14 -3 CÁLCULO DE MATRICES 193 








A, , Az A, 
EE A ,) A ,) eea A . 
3. Característica de una matriz: su cálculo. — DEF. — Si 


cn una matriz hay algún menor no nulo de orden h, y son nulos 
todos los menores de órdenes superiores a h, este número h se 
lama característica de la matriz. Todo menor no nulo de or- 
den h, se llama principal. 

De esta definición y de § 14-2, b), resulta: 

a) Si h es la caracteristica y A un menor principal, todas 
las filas (columnas) de la matriz son combinaciones lineales 
de las h filas (columnas) que figuran en A. 

Un caso particular es aquel en que la matriz es cuadrada 
de orden n y su determinante es nulo; siendo entonces h < n 
He obtiene el siguiente teorema, recíproco de $ 13-4, cz: 


b) Todo determinante nulo tiene, por lo menos, una fila (y 
una columna) que es combinación lineal de las demás. 


c) Cálculo de la característica. — Para asegurar que son 
nulos todos los menores de órdenes mayores que h, basta com- 
probar que son nulos todos los menores posibles de orden h+1; 
porque cualquiera de orden superior, desarrollado por menores 
de orden h +1, resultará nulo. Aun con esta simplificación, la 
obtención de la característica sería prácticamente imposible, 
exceptuando casos triviales. Se simplifica considerablemente 
con el siguiente teorema : 


tı) Si a una matriz se le agrega o suprime una línea que es 
combinación lineal de las restantes, la característica no varía. 


Sea M una matriz de característica h, y M' la matriz formada agre- 
gnudole una fila más, combinación lineal de varias filas de M. 

Los únicos menores A', de orden kh + 1 de la matriz M’, que no fi- 
kuran en M, son los formados con la nueva fila l más h cualesquiera de 
lan filas M. Si todos los menores de orden h formados con dichas h filas 
non nulos, entonces es A’; = 0. Si, por el contrario, entre los menores 
formados con estas h filas hay uno A +0, principal en la matriz M, en- 
tonces, siendo por hipótesis la fila l una combinación lineal de varias filas 
di M, y éstas, a su vez (a), combinaciones lineales de las A filas que 
componen A, es la fila l una combinación lineal de estas h filas ($ 14-2, a), 
y par lo tanto, A', = 0. 

Siendo, pues, nulos todos los menores de orden h + 1 de la matriz M’ 
an enracterística es también h. 


c) Según este teorema, hallado un menor A + 0 de orden 
h, procederemos del siguiente modo, para ver si la caracterís- 
hen es h o superior a h. Formados todos los menores orlados 
le A con la fila l y cada columna, si son nulos todos, es dicha 
lila combinación lineal de las A filas que figuran en A ($ 14-2, b), 
yv puede por lo tanto suprimirse. Procediendo analogamente 
con las demás filas, si todos los orlados así obtenidos son nu- 
l, la matriz queda compuesta por h filas, y su característica 
© h. 
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Si por el contrario, hay alguno de estos orlados A’; Æ 0, la 
característica es por lo menos h+ 1: formaremos los orlados 
de A’; ete. 


EJEMPLO: Hallemos la característica de la matriz: 


1 —3 5 0 2 Ya 

—2 6 —10 0 —-.4 —1 

—2 6 0 1 4 —3 ° 
0 0 10 1 8 —2 

-1 3 0 Ye 2 —/ 


A primera vista se reconoce que la segunda fila es el producto de la 
primera por —2, y por lo tanto, puede suprimirse; también suprimimos 
la quinta, que es mitad de la tercera, y la matriz se reduce a ésta: 


1 —3 5 0 2 Ye 
¡E 6 0 1 4 —3 L 
l 0 0 10 1 8 —2 


Elegido un menor cualquiera no nulo de segundo orden, por ejemplo: 








1 5 
A = , 
—2 0 
he aquí sus menores orlados con la tercera fila. 
1 5 —3 1 5 0 1 5 2 1 5 Ye 
— 2 0  6|, [|—2 0 11, |—2 0 4|,|-2 0-3], 
0 10 0 o 10 1 0 10 8 0 10 —2 


y como todos son nulos, la tercera fila es combinación lineal de las dos 
primeras ($ 14-2, b), y suprimida dicha fila, resulta que la caracterís- 
tica de la matriz es 2. 

Si no hubiéramos demostrado el teorema (c,), para llegar a este re- 
sultado habríamos tenido que formar 200 menores de tercer orden. 


EJERCICIOS 


1. Hallar las características de las matrices: 


2 —3 1 0 5 —1 2 
—6 9 —33 0 —15 3 —1 
; 29) 4 


19) A A E ES 
| 8—12 4 0 20 4] l 9 
6 


4 —3 —7 4 11 9 
2. Determinar las características de las matrices formadas con los 
elementos de los determinantes del ejercicio 1 de $ 13. 


¡A JU) CO 
|] 
w e e 

AO oa 
A 


3. Estudiar la característica de la matriz: 
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S 15. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


1. Expresiones algebraicas: su valor numérico. — a) Ante- 
riormente hemos demostrado las propiedades de las operacio- 
nes aritméticas, designando por letras los números, a fin de 
que los razonamientos fuesen válidos con independencia del va- 
lor particular de ellos. Tales números indeterminados se llaman 
variables. 

Una combinación cualquiera de varias variables (o varia- 
bles y números fijos), ligadas un número finito de veces por 
los signos de adición, sustracción, multiplicación, división, po- 
tenciación y radicación, se llama una expresión algebraica. 

Si las variables están sometidas a las cuatro operaciones ra- 
cionales, a saber: adición, sustracción, multiplicación y divi- 
sión, entonces la expresión algebraica se llama racional. Como 
caso particular del producto y del cociente, pueden figurar po- 
tencias de exponente entero. 

Si las variables están ligadas únicamente por las tres ope- 
raciones enteras, esto es: adición, sustracción y multiplicación 
(como caso particular, potencias de exponente natural), la ex- 
presión algebraica se llama entera. 

Una expresión algebraica no racional se llama irracional. 
ls necesario tener muy en cuenta que el concepto de función 
algebraica, que definiremos ($ 23-8), es más amplio que el de 
expresión algebraica arriba definido. 

Si sólo se atiende a algunas letras de las que figuran en la 
expresión, ésta se dirá ¿irracional o racional, respecto de dichas 
vuriables, según que éstas figuren o no bajo el signo radical; 
y siendo racional, se dirá que es entera respecto de tales letras, 
cuando no sean divisores. 


INNJEMPLO 1: Son algebraicas las expresiones: 


“va—qvb+1 2 a b l1, 8 
A AA. a e E A == bp 
p— 1 ú 3 a—b * a 3 “d+ É 
mendo irracional la primera, y racionales las otras dos; la última es en- 
tern; la expresión primera es racional respecto de las letras p y q, y es 
entera lineal respecto de q; la segunda es entera respecto de x,y. 


by) Valor numérico de las expresiones algebraicas. — Si da- 
uos valores numéricos fijos a las variables que figuran en una 
expresión, y efectuamos con ellos las operaciones indicadas, ob- 
leuemos un número, que se llama valor numérico de la expre- 
"ion, correspondiente al sistema de valores atribuídos a las 
vnrrinbles. Supondremos, en general, que dichos valores pueden 
wt reales o complejos cualesquiera. 

ll valor numérico de la expresión segunda del ejemplo 1, 
pura a=38, b=1/2, 1=5, y = — 3/2, es 17/4. 

Dos expresiones algebraicas que tienen iguales valores nu- 
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méricos para todo sistema de valores atribuídos a las variables 
que contienen, se llaman equivalentes. 


Nótese que esta definición satisface a las tres condiciones: idéntica, 
recíproca y transitiva, fundamentales de la equivalencia abstracta (§ 1-5). 


Cuando convenga distinguir entre la equivalencia y la igual- 
dad que sólo se verifica para ciertos valores de las letras, adop- 
taremos para designar aquélla el símbolo =. 

Cálculo algebraico es el conjunto de reglas que permiten transformar 
una expresión algebraica en otras equivalentes. Todas las reglas operati- 
vas demostradas en el capítulo 1 cumplen esta condición, puesto que se 
han demostrado para todos los valores posibles de las letras, exceptuando 
los que anulen algún divisor. Veamos este caso. 

Puede suceder que una expresión algebraica Q carezca de 
significado numérico para algunos valores de sus variables, y 
transformada por medio de las reglas de cálculo en otra ex- 
presión (Q equivalente para todos los demás valores, ésta ad- 
quiera un valor numérico 8 para dicho sistema de valores ex- 
cepcionales. Convendremos, entonces, en atribuir a Q este mis- 
mo número £, al cual llamaremos valor de Q (también suele 
llamarse verdadero valor), correspondiente a aquel sistema de 
valores de sus letras. Más adelante, mediante el concepto de 
continuidad funcional ($ se ETA este convenio. 


EJEMPLOS: 2. La expresión carece de sentido para xv =— 2; 


T +6 
o 
—, obtenida suprimiendo el factor x +2, es 





Dé £ — 
pero como la expresión 3 
equivalente a.ella para todos los valores x distintos del —-2, y para éste 


toma el valor — <, diremos que — ps es el verdadero valor de la 
expresión dada, para x = — 2. 
y 1 2 ; 1 
3. Análogamente, siendo == 21 igual a +1 para 


todo valor de æ% distinto del 1 y del —1, como esta última toma el valor 
1/2 para x = 1, diremos que el valor de la primera es también 1/2; pero 
una y otra carecen de significado para x =— 1. 

c) Reducción a forma típica de las expresiones racionales. 
— Toda expresión racional puede transformarse en otra equi- 
valente de uno de los dos tipos que indican los teoremas si- 
guientes: 

cı) Toda expresión entera respecto de las variables a, b, 

, l, se puede transformar en otra equivalente de la forma 
[15-11] Ao a” + A; ar + ... + Ar a + Ån, 
siendo Ao, Ai, ..., An-1, A, expresiones enteras respecto de las 
variables b, c, ..., l, o bien coeficientes numéricos, si la expre- 
sión final sólo contiene una variable. 

En ets pS que las únicas operaciones que ligan las 
letras a, b, ..., 1 son adiciones, sustracciones y multiplicacio- 
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nes, Sì la expresión dada no contiene productos de sumas o di- 
ferencias, sino solamente sumas y diferencias de productos, ya 
es una expresión polinómica ($ 4-7). Si, por el contrario, hay 
en ella productos indicados de sumas y diferencias, desarrolla- 
dos éstos según la regla de § 4-9, obtenemos finalmente una 
expresión polinómica : 
| 15-2] z Caebk ... U, 
representando por C el coeficiente numérico de cada término. 
Los términos que en este polinomio final tienen común la 
parte literal, se llaman semejantes; pueden reducirse a un tér- 
mino único, que tiene esta misma parte literal y como coefi- 
ciente la suma de los coeficientes. Cuando este coeficiente final 
mwa nulo, el término 0 .a« b£ ... lY puede suprimirse, sin que 
no altere la equivalencia, puesto que dicho término es nulo para 
todo sistema de valores de las letras. 


DEF.: Un polinomio desprovisto de términos semejantes y 
de términos con coeficientes nulos, se llama reducido. 

Vemos, pues, que dada una expresión entera, existe un poli- 
nomio reducido equivalente a ella. Ordenando, según las poten- 
cias de a, los monomios que componen esta expresión reducida, 
y agrupando los que tengan la misma potencia, ésta queda mul- 
liplicada por un polinomio que sólo tiene las letras b, c, ..., l, 
ci cual se puede ordenar según las potencias de b, etc. 


c2) Toda expresión racional respecto de las variables a, b, 
..., Lse puede transformar en otra equivalente, que es entera, 
o es un cociente de dos expresiones enteras. 


Si en la expresión figura solamente un signo de división, el dividendo 
y «divisor son expresiones enteras; si, por el contrario, hay varios signos 
de división, aplicando las reglas demostradas en el $ 6 para sumar, res- 
tar, multiplicar o dividir fracciones de términos cualesquiera, y obser- 
vando que los términos de las fracciones obtenidas resultan de efectuar 
operaciones enteras con los términos de las dos fracciones dadas, obtene- 
mos, finalmente, un cociente de dos expresiones enteras. 

Esta fracción final es equivalente a la expresión dada, excepto para 
aquellos valores de las letras que anulen a algunos de los divisores suce- 
ulvos; pero en virtud del convenio hecho en (b), ambas son completa- 
mente equivalentes. 








INJIEMPLO 4: 
( 2 a c— b á 
e a a AS la aaa 
b—c bre bear]? (bi—e)e T 
bre + b—c 
ab e—2abit+ad—b— 3b b A 
2c (b+c) (b— e) ” eje 


abte—2abtetac—be-.-3bc 
204 2b f 
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después de haber suprimido el factor común b*—.c? y el e. Mientras la 
primera expresión carece de significado para los valores c=0, b=0. 
b=c, b=tci b=—c, que anulan a algunos divisores, esta última 
tiene solamente los valores excepcionales b = 0, b = + cì; por lo tanto, 
atribuiremos a la primera los mismos valores que ésta toma. Así diremos, 
por ejemplo, que para b = ¢ =2, la expresión dada vale — 8. 


2, Planteamiento y transformación de ecuaciones. — a) To- 
do problema que pueda reducirse a hallar uno o varios números 
que cumplan ciertas condiciones, susceptibles de ser expresadas 
por medio de igualdades (o desigualdades, en el campo real), 
es resoluble por medio del Álgebra. 

Tales igualdades (o desigualdades, en el campo real), a que 
han de satisfacer los números desconocidos, se llaman ecuacio- 
nes (o inecuaciones), respectivamente. Se llama solución o raíz 
a todo número o sistema de números que satisfaga a la ecua- 
ción (o inecuación), es decir, que dé a los dos miembros valores 
numéricos iguales (desiguales en el sentido prefijado). 


La resolución de un problema tiene tres partes: 

19 Planteamiento, esto es, elección de las variables cuya determina- 
ción es suficiente para responder a la cuestión propuesta, y traducción 
en ecuaciones (o inecuaciones) de las condiciones impuestas a dichos nú- 
meros. 

22 Resolución de las ecuaciones (o inecuaciones), es decir, cálculo 
de los valores que las satısfacen. 

32 Interpretacion concreta de los resultados numéricos obtenidos. 


b) Ejemplos de planteamiento y discusión de problemas. — De un 
punto O parten simultáneamente, por un mismo camino y en un mismo 
sentido, dos móviles, A y A”, con velocidades v y v’, respectivamente. 
Hallar el momento y el punto en que ambos se encuentran. 


b,) El único número que importa conocer es el tiempo transcurrido, 
o bien la longitud recorrida, pues de uno se deduce el otro. Adoptando 
como incógnita el tiempo t transcurrido hasta su encuentro, los espacios 
recorridos por A y A' son vt y v't; luego, la condición del problema se 
traduce así: 


[15-3] vt=v t, 0 sea: (v —v) t=0. 
Si es v=Fv”, resulta t=0 como única solución; luego, en ningún 


punto distinto del de partida pueden encontrarse, Si es v =~, todo valor 


de t satisface a [15-3]; luego, en todo momento van juntos ambos mó: 
viles. 


ba) Supongamos ahora que la pista sea un camino cerrado, de lon- 
gitud conocida l. El planteo habrá de ser distinto, pues el encuentro pue- 
de acontecer después de haber dado más de nna vuelta completa., Sea x 
el número de vueltas completas dadas por A, y æ’ las vueltas recorridas 
por A”; sean e y €' los espacios recorridos. 

La condición necesaria y suficiente para que al cabo del tiempo t coin- 
cidan A y A”, es que las longitudes vt y v't difieran en un número 
exacto de vueltas, que será precisamente la diferencia entre x y x’. Lla- 
mando x — x’ = z, la ecuación que plantea el problema es 


[15-4] v t—v t= lz, osea: (v— v) t=lz, 
la cual contiene dos incógnitas, debiendo ser z natural y t cualquiera. 
DISCUSIÓN: Primer caso: v =v. La ecuación [15-4] da las solucio- 


nes z = 0, y t cualquiera; es decir, los móviles van juntos en todo mo- 
mento, y el número de vueltas x =x’ es el mismo. 
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Segundo caso: v >v’. Entonces puede recibir z cualquier valor na- 
tural 0, 1, 2, ..., y para cada uno obtenemos una solución: 
l lo j lv' 
t =g ——— r; 652 ——— r 6 =z 
v—v v —v v —v 
El número æ de vueltas se obtendrá por la condición: 


T <l(æ+1), osea: z3 — 2- <r+1l. 
v — V v v 


y análogamente x'; luego, 


pE zv x= zv 
T [L v—r l’ T L v—v 

an la que la notación [x] significa: parte entera de x. 

Tercer caso: v <v’. No es preciso repetir el análisis anterior, bas- 
tando permutar v con v’, x con x' y e con e?. 

CASO NOTABLE: La razón de velocidades v/v’ es un número natural h. 
kia decir: v =v h. 

Los espacios e” correspondientes a los puntos de encuentro son: 

l 21 31 (h— 1)1 hl l 


keelt kel RAS o kel SE h—1? `”? 


vn decir, hay infinitos momentos de coincidencia, pero solamente h — 1 
puntos de encuentro, los cuales dividen el camino l en h— 1 partes 
iguales, 


Estúdiese el caso en que ambos móviles partan en sentidos opuestos. 
EJEMPLOS: Datos: l= 10m; v=5m por 8; v =1m por 8. 
Soluciones: 

z|o 1 2 3 4 

tjo 2'5 5' 7'5 100 ... 

ejm 125m 25m 375m 50m... 


ejim 25m Em 75m 10m... 
æ|o0 1 2 8 5 
10 0 0 0 1 


c) Transformaciones de una ecuación. — Dos ecuaciones se 
llaman equivalentes, cuando toda solución de cada una satisface 
n la otra. 

Planteado un problema en ecuaciones, es preciso transfor- 
mar éstas en otras equivalentes, más sencillas, utilizando los 
recursos siguientes: 

cı) Si se suma a los dos miembros de una ecuación un mis- 
mo número h, o una expresión entera H, se obtiene una ecua- 
von equivalente. 

Porque todo sistema de valores que satisfaga a la ecuación 
A B, es decir, que dé a las expresiones A y B el mismo valor 
nnmérico, también da a las expresiones A + H y B +H valores 
iunales; luego, satisface a la ecuación A + H = B + H; y, reci- 
pracamente, todo sistema de valores que haga iguales estas dos 
vxprosiones, da también valores iguales a A y B (puesto que 
ll loma en ambas el mismo valor); luego, satisface a la ecua- 
ción A =B. 
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COROLARIO: Se puede pasar un término cualquiera de un 
miembro a otro, cambiándole el signo, si es numérico o si es 
una expresión entera. 


EscoLIO: Si se suma a los dos miembros de la ecuación 
A = B una misma expresión H, que sea función no entera de 
las variables, la ecuación obtenida A + H = B + H no será equi- 
valente si esta expresión H carece de valor numérico para 
algunas raíces de la primera; entonces habremos perdido estas 
soluciones. ” 

Tampoco se puede suprimir siempre una misma expresión 
H en los dos miembros de una ecuación A + H = B +- H, por- 
que si alguna de las raíces de la ecuación obtenida A = B no 
da valor numérico ninguno a H, habremos introducido estas 
soluciones extrañas. 

Por consiguiente, tampoco podemos pasar de un miembro a 
otro una expresión no entera si ésta carece de valor numérico 
para alguna raíz de la ecuación. 


EJEMPLOS: 1. No son equivalentes las ecuaciones 


(a —1)* + A a (e—1)'=x' +1, 


pues el valor 0 satisface a la segunda, pero no a la primera. 


2. Tampoco son equivalentes las ecuaciones 
1 a+1 æ — 3 1 +1 xv — 3 
K E T a— 1 + % —1 v e—1 `~ gæg—i 


pues la primera tiene la solución w = 1, que no satisface a la segunda. 





C2) Si se pasan todos los términos de un miembro a otro 
con signo contrario, la ecuación obtenida tiene por lo menos 
todas las soluciones de la primera. 

Toda solución de A = B da valores numéricos a A y B, y 
ambos son iguales; luego, satisface a A — B = 0. Sin embargo, 
puede haber soluciones de ésta que, por no dar significado nu- 
mérico a A ni a B (aunque sí a su diferencia), no satisfagan 
a la ecuación A = B. 


EJEMPLOS: 3. De la ecuación del primer ejemplo anterior deducimos 
ésta: 


2 A 
S 2 ER ás 1 —— == 0, : nii = 0, 
(x— 1)? + r 2% 7 o sea 2x 
que tiene la solución extraña x = 0. 


4. De la ecuación del 2% ejemplo anterior deducimos esta, que es 
equivalente: 


x+ EN da O ni =0, osea: æ+ = —2= 


Ca) Si se multiplican los dos miembros de una ecuación por 
un msmo número h + 0, se obtiene otra ecuación equivalente; 
y si se multiplican por una expresión entera H, la ecuación ob- 
tenida tiene por lo menos todas las soluciones de la dada. 
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Todo sistema de valores que satisiaga a la ecuación A = B, 
on decir, que dé el mismo valor numérico a A que a B, también 
mitinface a la ecuación Ah =Bh; y, recíprocamente, todo sis- 
lema que da a Ah y Bh iguales valores numéricos, satisface 
a In ecuación A = B. 

Si el factor es una expresión entera H, toda solución de 
^A B satisface también a A H = B H; pero no se puede ase- 
vurur la recíproca, pues los números que anulen a H pueden 
dar valores desiguales a A y B; tales números satisfarán en- 
touces a la ecuación A H = B H, pero no a la A =B. 


IUsCOLIO: Si la expresión H no es entera, puede suceder que 
lun soluciones A = B hagan ilusorias las expresiones AH y 
Is 11; entonces se habrán perdido soluciones. Tal sucede, por 
olemplo, cuando se divide por una expresión entera K; pues 
ento equivale a multiplicar por 1/K. 


EJEMPLO 5: De la ecuación: 


igda E 
æ o 


; S E 1 
deducimos las tres siguientes, multiplicando por ET. por x y por 


ı I 1, respectivamente. 
de x blo E E E 7 S a—1_ 2(x 41)” 
o | 1 IV da +a—1=2x0+2; 40 (041) Us O 


olue. perdida a=1) (ecuac. equivalente) (soluce. extraña: x=—1) 


cı) Si se elevan a una misma potencia los dos miembros de 
wna ecuación, resulta otra que tiene todas las soluciones de la 
promera. 

De la ecuación obtenida, A” = B”, deducimos esta otra: 
A".—B”=0, o sea: 
[15-5] (A — B) (A7 + A"? B+ ... +A Be + B™) =0. 


Toda solución de la ecuación A = B da a las expresiones 
A y B valores numéricos iguales; luego, satisface a [15-5], 
puesto que anula al factor A-— B y el segundo tiene valor nu 
merico; pero teniendo significado numérico A y B, y siendo 
nula la diferencia A” — B”, los valores del minuendo y sus- 
Irnendo son iguales, esto es: A” = B”. La recíproca no es cier- 
tn, pues si un sistema de valores de las incógnitas anula el 
newyundo factor de [15-5], dando al primer factor A — B un 
vnlor no nulo, dicho sistema no satisfará a la ecuación A = B. 


IJEMPLO 6: Elevando al cuadrado los dos miembros de 


x? 1 x* (2 1 — 1)” 
= sulta: r =: >. 
2 + i , resu (æ —1) (4 —1)* 
lin primera carece de soluciones, y la segunda tampoco tiene solución 
sutonnl; en el campo de los números reales admite dos soluciones: 


1 V2 








x— 1 a — 1 
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d) Reducción de las ecuaciones a forma entera. — Dada 
una ecuación cualquiera, si sus dos miembros son expresiones 
racionales respecto de las incógnitas, comenzaremos por redu- 
cir a cero uno de ellos, aplicando la propiedad (cz); la expre- 
sión obtenida en el otro miembro se reducirá a su forma típica, 
según las reglas del $ 15-1, c, obteniéndose en definitiva una 
ecuación del tipo 


H =0, o del tipo = 0, 





H 
K 
siendo H y K polinomios. En este último caso, multiplicando 
por K, la ecuación se reduce al primer tipo. 

En resumen: las únicas operaciones que pueden alterar la 
equivalencia, introduciendo soluciones extrañas (sin perder nin- 
guna de la ecuación), son la reducción de un miembro a cero y 
la supresión del denominador. Las introducidas por la primera 
operación serán aquellas raíces que hagan ilusorios los dos 
miembros de la ecuación dada, y esto se reconocerá por susti- 
tución directa. Las soluciones extrañas que puede introducir 
la supresión del denominador son las que anulen a H y a K, 
y sin embargo, den al cociente H/K un valor distinto de cero. 

Reducida la ecuación a forma entera, si ésta resulta de pri- 
mer grado: a x =b, (a +0), la única solución, según demos- 
trábamos en $ 6-4, es x =b/a. Si es de grado superior al pri- 
mero, la resolución exige una combinación de operaciones arit- 
méticas, que estudiaremos más adelante ($ 41). 


EJEMPLO T: 
x—3 4 
ia =** WT 

Pasando todos los términos al primer miembro, y simplificando éste, 
obtenemos: 

a +1 x—1 v—20+1 

— ——— —24=0, : VE z = 0, 
x +1 pa TO x(w +1) 
y quitando el denominador, resulta la ecuación x’— 2x'+ 1 = 0, cuya 
única raíz racional x— 1 es extraña, introducida al pasar todos los tér- 
minos al primer miembro; dividiendo por +— 1, la ecuación se reduce a 
æ — x — 1 = 0, que tiene dos raíces reales únicas, las cuales satisfacen 
a la ecuación dada, 

Al quitar el denominador último no se han introducido soluciones ex- 
trañas. En cambio, si hubiéramos quitado denominadores directamente en 
la ecuación dada, multiplicando todos los términos por x(x?—.1) habría- 
mos obtenido la ecuación de cuarto grado: 

xt — 3r +2 He —1 = 0, 
la cual, después de suprimida la raíz extraña w = 1, introducida por la 
reducción del segundo miembro a cero, se convierte en x*—2x* +10, 
que admite otra vez la raíz x = 1, introducida por la segunda transfor- 
mación. 





a+ + 





3. Teorema fundamental de equivalencia en los sistemas de 
ecuaciones lineales; método de reducción. — a) Definiciones. — 
Recordemos que (y 13-1, a) dos sistemas de ecuaciones se lla- 
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man equivalentes cuando tienen las mismas soluciones. Supon- 
dremos, en general, que dichas soluciones pueden darse en el 
campo real o complejo. 

Si toda solución de un sistema de ecuaciones satisface a otra 
ecuación, se dice que ésta es consecuencia de aquéllas. Suman- 
do miembro a miembro dos ecuaciones, o restándolas, o multi- 
plicándolas, se obtiene una ecuación que es consecuencia de 
ellas, porque toda solución de las mismas da valores numéricos 
iguales a los dos miembros de cada una, y también, por lo tan- 
to, a la ecuación suma, diferencia o producto. Más general: 
Si una ecuación es combinación lineal de varias, es decir, sí 
resulta de sumarlas membro a miembro, previamente multi- 
plicadas por números cualesquiera, es consecuencia de ellas. 
Si en un sistema se observa que una ecuación es combinación 
lineal de varias otras, puede por lo tanto suprimirse, sin alte- 
rar la equivalencia. 

Si una ecuación es consecuencia de otras y no contiene una 
incógnita que en ellas figura, se dice que ésta se ha eliminado. 
Por lo tanto, eliminar una incógnita entre varias ecuaciones es 
obtener otra ecuación, consecuencia de éstas (es decir, que se 
satisface para las soluciones comunes) y que no contiene dicha 
incógnita. 

En particular: eliminar todas las incógnitas de un sistema 
de ecuaciones de coeficientes literales indeterminados, «a, b, c, 
..., L es hallar una relación R (a, b, c, ..., D = 0, a la que 
han de satisfacer estos coeficientes, para que el sistema tenga 
solución. Cuando la anulación de R no sólo es necesaria para 
la compatibilidad del sistema. sino también suficiente, esta 
función R (a, b,c, ..., 1) de los coeficientes se llama resultante 
del sistema. 

Eliminando todas las incógnitas menos una, y resolviendo 
la ecuación obtenida, tenemos los valores de esta incógnita. Es- 
le es el método más general de resolución de sistemas; pero 
como la teoría de la eliminación habremos de desarrollarla en 
el § 42, nos limitaremos a tratar aquí los sistemas lineales. 


b) Teorema fundamental de equivalencia. — Si una ecua- 
rión se sustituye por la que resulta de sumarla miembro a miem- 
bro (después de multiplicarla por cualquier factor a 0) con 
vtra del sistema, previamente multiplicada por un número cual- 
quiera B, con otra multiplicada por un factor y, etc., el nuevo 
nintema es equivalente del primero, 

ús decir, son equivalentes los sistemas: 


y = B; aAl + BA: +... +FAA¡=aBI+BB2+...+A4B; 
Las =B, Az B, 
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En efecto, toda solución del sistema dado satisface al se- 
gundo, puesto que la primera ecuación de éste es consecuencia 
de aquéllas (a), y las demás no se han alterado. Recíproca- 
mente, toda solución del segundo sistema satisface al dado, pues 
ambos tienen comunes n — 1 ecuaciones, y ia ecuación A; = B; 
es combinación lineal de las ecuaciones del segundo sistema, ya 
que resulta de sumar a la primera ecuación: la segunda multi- 
plicada por — $, la tercera multiplicada por — y, etc. 


c) Método de reducción para resolver los sistemas de ecua- 
ciones lineales. — En el teorema anterior se funda el método 
de reducción, que es el más rápido para resolver un sistema 
de n ecuaciones de primer grado con n incógnitas, cuando los 
coeficientes son numéricos. Sea el sistema de tres ecuaciones: 


1. aix + biy + cz = kı 
[15-6] II. Qz% + bzy + Coz = ke 
III. aax + bzy + Caz = Ka 
En una de ellas, por lo menos, figura la x; supongamos, por 
ejemplo, que en la primera es a; +0, Sumando a la segunda 
ecuación la primera multiplicada por —az/a,; o, lo que es equi- 
valente, restando de la segunda ecuación, multiplicada por di, 
la primera multiplicada por a», resulta un nuevo sistema equi- 
valente; y procediendo análogamente con la primeia y tercera, 
obtenemos el nuevo sistema: 
041% biy +t az= ki 
(ai boa — Q2 b1) Y F (Q1 C2 — Q2 61) Z = Qy ko — 07 k, 
(1 b3 — as b1) y + (a1 C3 — 03 01)2 = 01 kg — Q; kı 
Esta eliminación de x no será necesaria cuando la segunda 
o la tercera ecuación del sistema dado carezcan de término 
en x. Obtenemos pues, en todo caso, un sistema equivalente de 
la forma: 
1 a% + biy +612 = kı 
Ir D'2y + C22 = k’: 
IY D'sy + C 32 = k's 
Si es d', = 0, restamos de la tercera ecuación, multiplicada 
por d',, la segunda multiplicada por ds, y obtenemos otro sis- 
tema del tipo 
I aix + bi Yy + 612z = kı 
IT” b'ay + Caz = k'a 
II” C'az = k's 
Si fuese nulo Dd”, Ó d'z, Ó c'», Ó C'3, esta eliminación no sería 
necesaria, 


En general: partiendo de un sistema de n ecuaciones linea- 
les con n incógnitas, se obtiene otro sistema equivalente trian- 
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gular, formado: por una de las ecuaciones, que contiene las n 
incógnitas; otra que carece de una; otra que carece de dos; 

: otra con una sola incógnita. Hallado el único valor que 
satisface a ésta, se sustituye en la anterior, despejando en ella 
olra incógnita; ambos valores se sustituyen en la anterior ecua- 
ción, y se despeja otra, etc. Métodos prácticos para efectuar 
todo esto se verán en nota IV del Cap. XVII (vol. IT). 

Esconi0: Puede acontecer que en el sistema final aparezca alguna 
ecuación absurda, de primer miembro idénticamente nulo y segundo miem- 
bro distinto de cero; entonces, es incompatible el sistema dado; o puede 
reducirse a identidad una de dichas ecuaciones, sin que ninguna otra sea 
absurda, y entonces se pueden dar valores arbitrarios a una o más incóg- 


nitas, siendo el sistema indeterminado. En este caso, para el estudio com- 


pleto del mismo convendrá acudir al teorema general que demostraremos 
en el § 15-5. 


EJEMPLO: Sea el sistema 
3x — 4z = 
4y + 3z = 


x + 6y + 5z = 


Puesto que la segunda ecuación no contiene x, eliminemos x entre la pri- 
mora y la tercera; después eliminamos y entre la segunda y tercera. Ob- 
lenemos así estos sistemas equivalentes, y el último nos da la solución 
mica del sistema propuesto. 


a 
1 
a 
3 


4y + B3zx=1l y ........ 


18y+192=10 l1z=11 z=1 


4. Regla de Cramer. — Aunque para la resolución numé- 
rica el método de reducción es el más rápido, sobre todo si los 
cocficientes son números decimales, tiene gran importancia la 
resolución por medio de determinantes, pues permite hacer la 
discusión completa de los sistemas lineales. 
~ a) Dado un sistema con igual número de ecuaciones que 
incógnitas: 

Qi Lit Qiz Z2 + .-. Fain Zn = kı 
[15-7] J Q21 X1 T Q22 L2 F... +H An En = ko 
e Lı F Ane Ca + ... - Ann Ln = Kn 
cl método de CRAMER es aplicable cuando es distinto de cero el 
determinante 
11 012 +... Qin 
O r Ma is Qan | + 0 


Ani Anz eee Ann 
do la matriz cuadrada que forman los coeficientes de las n 
ocuaciones. 


206 III. COMBINATORIA, ÁLGEBRA LINEAL $ 15 -4 


Multiplicando la primera ecuación por A;,, (adjunto de a), 
por A», la segunda, ..., A, la última, y sumando, obtenemos 
otra ecuación : 


(011 A,1+021 A2r+ e Fani An) zıt (arn Atan An t. Han An) tat 
+.. (Qin Ant anA.. tann An) Ln=ki;ArtkAnt. .. HkrAn, 
la cual, en virtud de las propiedades de $ 13-4, b, se reduce a 


dba A xı = kı An + HKkA2+... +, An: 

Análogamente, si multiplicamos las ecuaciones dadas por 
los adjuntos de los elementos de la columna j, es decir, por 
Aij Az, ..., An; al sumar todas ellas se anulan los coeficien- 
tes de todas las incógnitas, excepto de x;, y obtenemos: 


[15-8] Ax; = kı Ay + k:Az; + +HHn Any (3 =1, 2, ..., n). 


Todo sistema de valores que satisfaga a las ecuaciones da- 
das satisface también a éstas, que son combinaciones lineales 
de aquéllas. Mas siendo, por hipótesis, A == 0, los únicos valo- 
res que satisfacen a las ecuaciones [15-8] son: 


21 =(k,Ajy+k Ant... +k An) :A 
£o = (ki Aiz + ko Ans +... + Kn Arz) ¿A 
Er = (k: As + mAs + ... + kn Ann) DA 


Recíprocamente, estos valores sustituídos en las ecuaciones 
[15-7], las satisfacen, como se comprueba directamente. 

O bien (§ 14-2, b), siendo la columna kı, ka, ..., kn, combi- 
nación lineal de las columnas de A (por no existir ningún me- 
nor orlado de A) existe seguramente, por lo menos, un sistema 
de valores de 2, %2, ..., %, que satisfacen a todas las ecuacio- 
nes; y en virtud del teorema directo, tal sistema no puede ser 
otro que el [15-9]. 


b) Puede darse forma sencilla a las fórmulas [15-9], que 
dan la única solución del sistema, observando que el segundo 
miembro de [15-8] difiere del desarrollo : 


015 Ax; + 02; Ay+..+ Anj Anj =Å 
solamente en haber sustituído los elementos a, Ao;, ..., Any de 
la columna j, por los términos independientes k;, Ko, ..., Kn; 


luego, dicho segundo miembro es el desarrollo del determinan- 
te obtenido haciendo esta sustitución. 


[15-9] 





Llamando A',, A”,, ..., A”, a los determinantes así obteni- 
dos, las fórmulas [15-9] se escriben de este modo: 
E A’; 2 A’ B A'n 
[15-10] 11 = E La = ER s... n= A’ 


Un sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas cuyo 
determinante no es nulo, tiene solución única. El valor de cada 
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incógnita se obtiene dividiendo por el determinante del siste- 
ma el determinante formado sustituyendo por los términos cons- 
tantes, que están en los segundos miembros, la columna que 
forman los coeficientes de dicha incógnita. 


EJEMPLO: Sea el sistema: 








3 x — 4z = —2 3 0—4 
4y+3z= 1  A=lo 4 3| =2. 
ey + 1.6 5 
Solución única: 
—2 0-4 3 2 =4 3 0 2 
la o pa E a 
zê 5 1 3 5 1 6 g 
Es decir: =>, ==, z=1. 


EscoLIo: Obsérvese que si bien las soluciones de [15-7] 
satisfacen en todo caso a las ecuaciones [15-8], las cuales son 
combinaciones lineales de aquéllas, sólo puede asegurarse la equi- 
valencia de ambos sistemas en el caso A = 0. 

Si es A = 0, y alguno de los determinantes A'”,,A”,, ..., A”, 
on A’ 0, en el sistema [15-8] aparece la ecuación imposible 
0.x; = A’; ; luego, el sistema dado es incompatible. 

Si además de ser A = 0, son A’ = A’ = ... = A”, =0, el 
nitema [15-8] es completamente indeterminado, pero nada 
puede asegurarse respecto del dado, el cual puede ser incom- 
patible. 


ILJEMPLO: Es claramente incompatible el sistema: 


+2y+32=17] 1 2 3 
x+2y+32=2 A=|1 2 3|=0 
+2y+3z=5 1 2 3 


y nin embargo, siendo nulos A', A's A’, el sistema transformado [15-8] es 
indolarminado. 


f. Sistema general de ecuaciones lineales. — Resuelto ya, 
wr medio de la regla de CRAMER, el sistema lineal más senci- 
la, consideremos ahora el caso más general posible de n ecua- 
clones con m incógnitas (sistema rectangular si n Æ m): 


011 21H 012 02H... “OQ Ta + e. + F Qim £m = kı 
azi Lı F Oo +... Fdo Ent... F am Em = ko 


me (S oe eee E A ras 


Ani i -F ang Lo. HBO Lant... Fanm Cm = Ka 
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Formemos la matriz de los coeficientes y la matriz de éstos 
ampliada con los términos constantes: 


Qil 012 ... Aim 11 Qro ... Uim ki 
Q21 022 ... O2m Q21 QU ... Um Ko 

(M) (M’) 
Qni On2 +... Anm Anı An2 ».. Anm Ka 


Sea h la característica de la primera, esto es, el orden má- 
ximo de los menores no nulos que se puedan formar en ella. 

Si el sistema admite solución, es decir, si existe un conjunto 
de valores de 2,,%2, ..., £m, tales que multiplicadas por ellos 
las columnas 1?, 2%, ..., m?, resulte la columna formada por 
las k, esta columna es combinación lineal de las anteriores; 
luego ($ 14-3, c,), las dos matrices (M) y (M') tienen igual 
característica. 

Recíprocamente, si ambas tienen igual característica h, no 
sólo vamos a demostrar que el sistema admite solución, sino 
que vamos a hallarlas todas. 

Sea A un menor principal de la matriz del sistema, el cual 
es, por lo tanto, menor principal de la matriz ampliada. Sin 
restringir la generalidad, podemos suponer que A está forma- 
do por las h primeras filas y las h primeras columnas, pues 
podemos alterar convenientemente el orden de las ecuaciones 
y el orden de las incógnitas. Llamaremos incógnitas principa- 
les a las h primeras, y ecuaciones principales a las h primeras. 
Puesto que cada una de las n— h filas restantes de la matriz 
(M’) es una combinación lineal de las h primeras ($ 14-3, a), 
la ecuación correspondiente es una combinación lineal de las k 
primeras ecuaciones, es decir, es la suma de éstas después de 
multiplicadas por ciertos números, y por lo tanto ($ 15-3, a), 
es consecuencia de ellas, pudiendo suprimirse. 

Queda así reducido el sistema a otro equivalente, formado 
por las h ecuaciones principales, que podemos escribir así: 


011 X1 F O12 2H... in En = y — rimar Ena — + + + — Aim Em 
021 Z1 F Azz Lo F... Faon Zn = ko — Aoh Err — + + — Arm Em 
Ani Lı F Ar Va... F Ann = knr — Anni ri —. -- — Arm m 


Para cada sistema de valores arbitrarios, dadas a las incóg- 
nitas Zhi ..., m, resulta un sistema de h ecuaciones con h in- 
cógnitas, y determinante no nulo, el cual, según la regla de 
CRAMER, da una solución: %,, La, ..., Y, que es única. Resu- 
miendo: 


a) La condición necesaria y suficiente para que un sistema 
de ecuaciones lineales tenga solución, es que la matriz de los 


16 5 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 209 


roeficientes y la matriz ampliada con los términos constantes 
tengan igual característica. 

b) Si la caracteristica h es igual al número m de incógni 
las, la solución es única; si es h < m, hay infinitas soluciones, 
cada una de las cuales está determinada dando un sistema ar- 
bitrario de valores a las m — h incógnitas no principales (Rou- 
(HE-FROBENIUS). 


EScoLIo: Después de las reglas dadas en el $ 14-38. c, para 
«l cálculo de la característica de una matriz, y hallada por este 
método la característica de (M), es muy fácil hallar la de (M”), 
pues basta formar los orlados del menor principal A con la co- 
lumna kı, ko, ..., kn y cada una de las n— h filas. Si estos 
u — h orlados (que suelen llamarse determinantes caracterís. 
ticos del sistema) son nulos, la característica de (M') es tam- 
bién h, y el sistema es, por lo tanto, compatible. Si, por el con- 
trario, hay alguno distinto de cero, la característica de (M°). 
cs h+ 1, y el sistema es incompatible. 


EJEMPLO: Estudiemos el sistema: 
+ 2y— 2 2+ u+10v= 1 
3 z+ 3u = 3/2 
—e— 2y+1/22— 5/24 —10v=-—7/4 
5x + 10y— 19z— 4 u +50v= 1/2 


1 2 —2 1 10 1 

0 0 1 1 0 3/2 
=1 —2 1/2-—5/2—10 | —7/4 

5 10 —19 -—4 50 1/2 


Suprimidas las columnas quinta y segunda, que son proporcionales a 
ln primera, queda una matriz de tres columnas; elegido el menor no nulo 
1 —2 

, sus orlados con la restante columna son: 








0 1 
Li 2 1 1— 2 1 

0 1 1 |=0, 0 1 1|=0; 
ï —1 1/2 — 5/2 5 —19 —4 











luego, la característica de la matriz de coeficientes es h = 2. Los orlados 
del determinante principal con la columna de términos independientes son: 








1 — 2 1 1 — 2 1 
0 1 1/2 | = 0, 0 1 1/⁄2| =0; 
—1 1/2 —7/4 5—19 1/2 








luego, también es 2 la característica de la matriz ampliada; y el sistema 
es, por lo tanto, compatible y equivalente a éste: 
xz — 2z = 1 — 2y — u — 10v 
z=1/2—u 

y como y, u, v pueden recibir valores arbitrarios, despejaremos x, z en 
función de ellos, resultando: 

2=1/2-u x*+=2—2y—3u-—10v. 

Si damos, por ejemplo. los valores arbitrarios 
y=1, u=1/2, v=0, resulta: z =0. %=— 3/2 
y=u=v=0. resulta: z= 1/2, x=2. 
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6. Sistemas de ecuaciones lineales homogéneas. — El sis- 
tema . 
Q11 X1 F O12 Xa +... + im m = 0 
(21 Ei + Qoz Zo + .. F Azm Zm = 0 
Ani Yi + Ono Xa + .. F Anm Em = 0 
admite siempre la solución xı = £s = £g = ... = £m = 0, y por 
lo tanto es siempre compatible. Sin embargo, como en Geome- 
tría analítica tiene su aplicación más importante, y esta solu- 
ción trivial carece de significado geométrico, veamos cuándo el 
sistema admite solución formada por valores que no son todos 
nulos. Hallada una solución cualquiera no trivial: 
vı = ay Ya = 0% ...y, Um = Um 
estos mismos valores, multiplicados por cualquier número A, es 
decir, los valores 


[15-12] 


Adi, AQ% ..., AQm, 
satisfacen también a todas las ecuaciones, y forman, por lo tan- 
to, infinitas soluciones. 
. a) Aplicando el teorema de ROUCHÉ resulta: Si es k =m, 
admite la solución única (0, 0, 0, ..., 0). Si es h< m, pueden 
darse valores arbitrarios a m-— h incógnitas, y por lo tanto, 


hay infinitas soluciones distintas de la (0, 0, O, ..., 0). Luego, 
la condición necesaria y suficiente para que un sistema de ecua- 
ciones homogéneas admita solución fuera de (0, O, ..., 0), es 


que la característica sea inferior al número de incógnitas. 


b) En particular, dado un sistema con igual número n de 
ecuaciones que de incógnitas, para que la característica sea 
menor que n es preciso y basta que sea nulo el determinante de 
los coeficientes. 

La condición necesaria y suficiente para que un sistema 
de n ecuaciones homogéneas con n incógnitas admita solución 
fuera de (0, 0, ..., 0), egs que sea nulo el determinante de los 
coeficientes. 

Por lo tanto, según la definición dáda en el $ 15-3, a, este 
determinante de los coeficientes es la resultante del sistema. 

c) Si en un sistema de ecuaciones homogéneas con tres in- 
cógnitas la caracteristica alcanza el valor 2, máximo que puede 
tener si tiene soluciones fuera de (0, O, 0), y suprimimos 
las ecuaciones no principales, resulta un sistema de dos ecua- 


ciones: 
Qir Xi + Qiz X2 + Qis a =0 
15-13 f 
t ] Q21 Lı + Q22 L2 F Qag T3 = Ü. 
Aplicando la regla de CRAMER, después de pasar al segundo 
miembro los términos que contienen %, vienen expresados z, 
22 por los determinantes de segundo orden, obtenidos sustitu- 
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yendo la columna as, @23 en vez de las columnas 1? y 2%, mul- 
tiplicados por — z; : A, que puede recibir valores arbitrarios. 
Sin embargo, conviene escribir el resultado en permutación 
circular, es decir: 

Los valores de xı, £, xa que satisfacen al sistema [15-13] 
de dos ecuaciones homogéneas con 3 incógnitas y característi- 
ca 2, vienen dados por valores proporcionales a los determi- 
nantes 


12 Q3 Qis Qi Qi (ra 




















Q22 Q23 Q23 Q21 Q2 Q22 | 9 
obtenidos de la matriz del sistema, al tomar respectivamente 
las columnas 2,3; 3,1; 1,2 para las incógnitas £1, £2, £3. 
d) En cambio, pára un sistema de tres ecuaciones homogéneas con 
cuatro incógnitas y característica 3: 
Qn Yi + Qr Ca + Qais La + dui = 0 
[16-14] Mai + Anti + astı + aux = 0 


Qa Xı + Ant: + äs Xs + auxi = 0. 
ln regla análoga a la anterior debería modificarse en cuanto al signo, y 
es mejor aplicar la que corresponde en general a un sistema de ecuaciones 
homogéneas con n incógnitas de característica n — 1, máximo que puede 


) ) 


tener si tiene soluciones fuera de (0, 0, ..., 0), tal que suprimidas las 
ecuaciones no principales, resulte un sistema de n — 1 ecuaciones: 

du Y + an% +... + Gin Zz= 0 

a Um Y use An *Y*n= 0 
[15-15] n Yi + Um Za + + 

Ana Xi F Ani Ya FH... F Qninn = 0 


Entonces, aplicando a la última columna de la matriz del sistema la 
propiedad $ 14-2, b, resulta, mediante los factores allí obtenidos, 

















A, As Ana 
ES A , e A , ...y E A ? 
tomados como soluciones, 
Tı Xa Cn-1 
a FE a? ESTE TT > Tie 
la regla: 
Los valores de %1, %z ..., Ln- Xn que satisfacen al sistema [15-15] 


de n— 1 ecuaciones homogéneas con n incógnitas y característica n— 1, 
vienen dados por los determinantes: 


Qas is ... Qin an A e.. Gin Cu Uas «.. Qipi 
an An Uan Om Aa Aan an An . Aan-1 

, > , 
Cn-1,8 Un-1)8 «++ Un-15n QAn-1,1 On-113 + ++ Ún-15 Cn-151 On-1,8 +» » On-19n-2 
obtenidos suprimiendo en la matriz del sistema la columna 1%, la 2?%, ..., 
la ne, a los cuales se antepone alternativamente el signo + ó —, y todos 


ellos multiplicados por un factor arbitrario A. 
Es indiferente comenzar por el signo + ó —, puesto que el factor A 
puede ser positivo o negativo. 
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La regla anterior es equivalente a la siguiente: 

Dado un sistema [15-15] de n ecuaciones homogéneas con n incógni- 
tas y característica n— 1, basta agregar las incógnitas xı, £e, ..., n CO- 
mo última fila de la matriz del sistema, para que los valores que satisfa- 
cen a éste sean proporcionales a los respectivos adjuntos de las incógnitas 


correspondientes. . 


7. Sustituciones lineales. — En íntima conexión con la teoría de ecua- 
ciones lineales están las sustituciones lineales, que tienen gran importan- 
cia para el estudio de la Geometría analítica. 


Toda correspondencia entre n variables %1, £2, ..., Yn Y otras n va- 
riables Y,, Ya, ..., Yu, cada una de las cuales es una combinación lineal de 
aquéllas, es decir, y: = Qn %1 + Gila +... + Gin Yn, se llama sustitución 
lineal. Cada sustitución A está determinada dando los coeficientes por los 
que se deben multiplicar xı, %2, ..., *, para obtener Ys, Ya, ..., Yn, Y Se 
representa escribiendo así este cuadro de coeficientes: 

Qu Qi ... Cn 
A = da Az ... Azn 
Qni Qna e.. Ann 


Este cuadro A de coeficientes se llama matriz de la sustitución, y el 
determinante A de esta matriz recibe el nombre de módulo de la susti- 
tución. Dadas dos sustituciones A y B lineales de matrices: 


An A ... An Du bis... bin 

A = la QUe ... Cen B = da Des... Don 

Ani Une »»» Ann bni Dra ... Dan 
si a un sistema cualquiera de variables %,, %z2, ..., Y, se aplica A, y a 
las n variables obtenidas Y, Ya, ..., Yn se aplica B, las nuevas variables, 


Zis Za ».., Zn Son también ($ 14-2, a) combinaciones lineales de x,, %a, -.., 
æn; la sustitución lineal que transforma directamente el sistema £ Ya, 
...y Én EN el Z, Zo ..., 2n, Se llama producto de A por B, y se representa 
por B.A de matriz: 


Cu C2 ... Cin 
Ca C ... C 

C = 21 22 2n g 
Cni Cno +... Cnn 


Cada coeficiente cı; es (como se puede comprobar si se hacen sucesi- 
vamente las dos sustituciones) el producto escalar de la fila ¿ de la ma- 
triz B por la colamna j de la matriz A. Por lo tanto ($ 13-6): 

El módulo del producto de dos sustituciones lineales es el producto de 
los módulos de ambas, es decir: C = B. 

Las sustituciones A, B pueden aplicarse también en el orden B, A, de 
manera que B sirva para pasar de las x a las y, y A de las y a las z. 
Entonces, la sustitución que lleva de las x a las z es la sustitución lineal 
A.B, en general distinta de la B.A, es decir, el producto de sustituciones 
no ea en general conmutativo. En caso de serlo, las respectivas sustitu- 
ciones se llaman conmutables. . 


EJEMPLOS: 1. 
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A pesar de no ser A y B conmutables, obsérvese que los productos 
tienen módulos iguales: B.A=A.B=-—1, 


Ca fi ih 
Bad) ihsan 


Se prueba fácilmente que el producto de sustituciones lineales es aso- 
ciativo: C(BA)=(CB)A, y entonces pueden suprimirse los paréntesis y 
escribir: C.B.A. 

Una sustitución de módulo nulo se llama degenerada. 

Si A es la sustitución por la cual se pasa de las x a las y, el pro- 
blema de la inversión de dicha sustitución consiste en hallar la sustitución 
inversa, A”*, por la que se hallan las y en expresión lineal de las x. Si A 
no es degenerada, el problema tiene solución única por la regla de CRAMER 
($ 15-4), y la sustitución A”* es la [15-9], poniendo y en vez de k. La 
matriz de A”? vemos es la recíproca de la A ($ 13-7, a), siendo también 
recíprocos los módulos. 

El producto (conmutativo) de la sustitución A por su inversa A” 
la sustitución lineal idéntica xı =x, (i = 1,2,...,n), cuya matriz tiene 
los elementos de la diagonal principal iguales a 1, y los demás, nulos. 


EJERCICIOS 


1. Hallar el “verdadero valor” para los valores de æ en que carezca 
de sentido inmediato la expresión: 


(+ E) 1 +) 








2a A E EA 
2. 1%) Valor de ———————— para x = (JE E 
x+ V1 a 
m 1 J2a a 
Q S 
2°) Valor de == ire he para x = -7 b 
39) Valor de Vat + E para x = 3 s 
Va+xa — Va—e E 


3. Un zorro da 9 saltos mientras un lebrel, que lo persigue, da 6, 
pero 3 saltos de éste equivalen a 7 de aquél. Si el zorro lleva 60 saltos 
suyos de ventaja, ¿cuántos saltos dará el lebrel para alcanzar al zorro? 

4, Determinar a, b, c, de modo que el producto de x’? — 3 x? + 4 por 
e*+axr+be+rce carezca de términos en x‘, x*, x. 

5. Se dan tres aleaciones de plata, cobre y oro, con la siguiente com- 
posición : 

Plata Cobre Oro ¿Cuántos gramos se han de tomar 

12 5% 15% 809% de cada una para obtener 20 gr de una 

22 10% 25% 659% nueva aleación que contenga 12 % de 

328 15% 30% 55% plata, 26 % de cobre y 62% de oro? 


6. Analizar y resolver los sistemas 


3r—4dy+ z= 4 [4x+ y—5bz=10 [4 + y— 5z = 10 
2x + y—bz= 8 xz — 2y+ z= 1 x — 2y + z= 1 
x + 2y + 3z = 14 [5x — y—4z= 3 (5z — y— 4z=l1l. 
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7. Analizar y resolver los sistemas: 


2g + 5z= 17 7x — 2y + 11 = 0 
2y +42 = 7 5z —y 4 —12=0 
e + 5y = 11 22 —re—171=0 
x — 3y — 4z = —17 2x + y — 11z +- 33 = 0 
—3x + 7y + illz= 44 ' 
f 3x +2y— z+2t 


IEE 
mon 


— 3u = 2 3x + 2y — Zz + 2t— 3u 
5 x — 4y — 3z — 8t + u= 5 x — 4y — 3z — 8t + u 
lx +34 + 24+5t=24=1l|l—r+38y+ 2+5t—2u 


8. Analizar y resolver los sistemas homogéneos; 


22 —3y + 2=0 5x + y —22+3t=0 
x+2y—52=0 3x — 3y + 4z4+ t=0 
4x — 2y + 3z = 0 7T% + 5y — 8z +-5t=0 

xv — 4y +38z 4+ t=0, 


9. Probar que es condición necesaria, pero no suficiente, para la com- 
patibilidad de un sistema no-homogéneo de n + 1 ecuaciones con n incóg- 
nitas, que sea nulo el determinante de todos los coeficientes y términos 
independientes. 


NOTAS AL CAPÍTULO III 


I. Grupos de sustituciones entre permutaciones. — a) Definición: Dado 
un sistema de sustituciones entre n elementos (8 11-5), si el producto 
(§ 11-5, b) de cada una por sí misma o por otra cualquiera del sistema 
pertenece también a éste, el sistema es un grupo ($ 5-12, b) respecto a 
dicho producto. En efecto, por hipótesis, el producto es cerrado respecto 
del sistema, y basta probar que se cumplen las leyes asociativa, modular 
y de inversión. Hemos demostrado ($ 11-5, b,) que el producto de susti- 
tuciones es siempre asociativo. Cumple la ley modular ($ 11-5, b,), por- 
que multiplicando una sustitución por sí misma repetidas veces, se llega 
a obtener la sustitución idéntica U (o unidad 1). Para verlo, suponga- 
mos descompuesta la sustitución S, en ciclos, sin elementos comunes: 


0%... (1 babs... bı .. hls... L 
A 


Maa... Abib. ba o =L...B.A j 


por lo que se puede aplicar la regla $ 11-5, bs multiplicando cada ciclo 
por el mismo, es decir: 

a.) La potencia de una sustitución se forma elevando al mismo expo- 
nente cada uno de sus ciclos, si éstos carecen de elementos comunes *. Es 
decir: 

S = A’.B2?... L? , y, en general, ©&® = 4”,B”...I” ; 
como estos factores son sustituciones sin elementos comunes, para que S” 
coincida con la sustitución idéntica es necesario y suficiente que cada uno 
sea igual a 1; es decir: 
A” = 1 ; P z= y- Dr =1 i 
y como las únicas potencias de un ciclo iguales a 1 son las que tienen un 
exponente múltiplo de su grado ($ 11-6, b), el menor valor de p que cum- 
ple las condiciones anteriores es: 
g=m.em. (a, B,...,A). 





* Esto no puede hacerse con cualquier producto de ciclos, por no ser aplicable la pro- 
piedad conmutativa. Ejemplo: 
S = (123) (13), (123)2(13)?* — (182) mientras que S2 — 1, 
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Este exponente mínimo, que da como potencia S’ = 1, se llama orden 
de S. 


da) El orden de una sustitución cualquiera es el m.c.m. de los órde- 
nes de sus ciclos, 
A partir de S* —1, obtenemos: 


Sm = S.S= S, So — SS, S, live Set — sy, S1 — gr- 
es decir, se reproducen las sustituciones S, S?, ..., S%”*; a partir de 
S — 1, vuelven a reproducirse, etc. Por lo tanto: 


a) La sucesión de potencias de una sustitución cualquiera S, es pe- 
riódica pura; el número de términos del período es el orden g de S, y las 
únicas potencias que coinciden con la sustitución idéntica son las de ex- 
ponente múltiplo de y 

La potencia S'”* es la inversa S* de S (8 11-5, b,), por ser 
S“1,S=5S%— 1. Por lo tanto, se cumple la ley de inversión. 

El número de sustituciones del grupo se llama orden del mismo. Un 
grupo de sustituciones puede ser abeliano o no ($ 5-12, b). 


EJEMPLOS: 1. Forman un grupo abeliano de cuarto orden las sustitu- 


ciones 
1, (ab)(cd), (ab), (ed). 
2. Forman un grupo no abeliano de sexto orden las sustituciones 
1, (abc), (acb), (ab), (ac), (bo). 


b) Grupos y subgrupos notables. — Si todas las sustituciones de un 
grupo g figuran entre las de otro grupo G, se dice que g es un subgrupo - 
de G. Subgrupos triviales de todo grupo G son los formados por la sola 
sustitución idéntica y por el mismo grupo G; los demás que pueda tener 
G se llaman subgrupos propios de G. 


EJEMPLO 3: El grupo 1, (ab)(cd), es subgrupo del dado en el 
ejemplo 1. 

bı) Todas las n! sustituciones posibles entre n elementos forman, 
evidentemente, un grupo. Éste se llama grupo simétrico, y su orden tiene 
el valor máximo posible, que es n! 


b2) Todas las sustituciones pares (§ 11-6, f) entre n elementos for- 
man un grupo, puesto que el producto de dos sustituciones, cada una de 
las cuales se compone de un número par de trasposiciones, tiene también 
un número par de trasposiciones, es decir, también es una sustitución par. 
Este grupo se llama alternado, y su orden es n!/2. En cambio, las n!/2 
sustituciones impares no forman grupo, pues el producto de dos de ellas 
es par. 


b3) Otro grupo notable es el formado por las g potencias distintas 
de una sustitución cualquiera S: 

(11-1] S = 1, S, S, ..., S>. 

En efecto, el producto de una de ellas por sí misma o por otra, es 
una potencia de S, y por lo tanto, en virtud de la periodicidad (as), es 
igual a una de las sustituciones [111-1]. 

Este grupo, formado por las gy potencias distintas de una sustitución 
S, se llama cíclico; su orden es igual al orden g de S. 

De la propiedad asociativa (§ 11-5, b») se deduce que todo grupo cí- 
clico es abeliano; en cambio, en el ejemplo 1 se tiene un grupo abeliano 
que no es cíclico. 

Todo grupo que no sea cíclico tiene como subgrupos todos los gru- 
pos cíclicos formados por las potencias de cada una de las sustituciones 
que contiene. 


EJEMPLOS: 4. He aquí el grupo cíclico engendrado por S=(abc) 
(def yg): 
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S, S = (acb) , S =(de)(fg) , & = (abc) 
S — (acb)(de)(fg) , S'= 1. 
¿Cuál de sus elementos es S7? 
5. Los subgrupos cíclicos del grupo abeliano G: 
1, (ab)(cd), (adbc), (acbd), 
son 1, el grupo del ejemplo 3 y el mismo G. 


b,) Todas las sustituciones pares que figuran en un grupo G forman 
un grupo y, que es subgrupo de G; en efecto, el producto de dos sustitu- 
ciones de y figura desde luego en G, y como es par, pertenece a g. 

Sabemos que el grupo simétrico (b,) tiene igual número de sustitu- 
ciones pares que impares; también en el grupo cíclico [111-1], o son todas 
pares (si S es par), o son alternativamente pares e impares (si S es 
impar). En general: 

Si no son pares todas las sustituciones de un grupo G, las sustitucio- 
ne pas que contiene forman un subgrupo g, cuyo orden es la mitad 

el de G. 
Sean, en efecto: 


Si Sa ..., Splas sustituciones pares de G. 
Tin Pa erar Tay a impares ,, G. 
Las p sustituciones Sı Tı, SaT,, ..., SpT1 son impares, y todas 
distintas ($ 11-5, ba); luego, es q È p. 
Las q sustituciones 7,T,, T2T,, ..., T¿T1 son pares, y todas dis- 


tintas; luego, p= q. 

Por lo tanto p= q, es decir, la mitad de las sustituciones de G, son 
pares (y forman un grupo), y la otra mitad son impares (no formando 
grupo). 

c) Teorema de GALOIS-LAGRANGE. — Si g es un subgrupo de G, el 
orden de G es múltiplo del orden de g. 

Sean éstas las p sustituciones de que consta g: 

[111-2] So = 1, Ss Sa, ...) Sp-1. 

Todas ellas pertenecen a G, y fuera de los casos triviales, éste con- 
tiene alguna otra sustitución T, distinta de todas las [I11-2]; por tanto, 
también figuran en G los productos: 

[111-3] Ta, ST, ST, ..., Spa Ti , 
que son distintos entre sí ($ 11-5, ba), por serlo las sustituciones [111-2]; 
también son las sustituciones [I11-3] distintas de las [111-2], pues si 


fuese 
Sı T: = S; , 
multiplicando ambos miembros por S,” resultaría 
S S, Ta = SS; osea: Ti = SS, ; 
pero S; y Sı™ son sustituciones de g; luego, también su producto. No se- 
ría, por lo tanto, Tı distinta de las [III-2], como hemos supuesto. 

Si G no contiene otra sustitución que las [111-2] y (111-3], su orden 
es m=2p, y el teorema queda demostrado. Si contiene una nueva susti- 
tución Ta, también contiene las sustituciones 
[111-4] Ta Si Ta, Sa Toa, .. .p Sp-1 Tz , 
las cuales son distintas entre sí y de las [111-2], por la misma razón que 
antes. También son distintas de las [111-3], pues si fuese 

Si T: = S; Tı , 
multiplicando ambos miembros por S,” resultaría 
S:S Ti = SS; T, o sea: Ta = (S, S) Tı , 
y como S;”? y S; pertenecen a y, también su producto S;*S,; luego, éste 
coincide con una de las sustituciones [111-2], por ejemplo, S,, y resulta- 
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tim, on resumen, Ta = Sa Ta, es decir: Tz figuraría entre las [III-3], con- 
tia lo supuesto. 

Ni G no contiene otra sustitución que las [111-2], [111-3] y [111-41, 
el luorema queda demostrado, pues es m= 3 p. Si, por el contrario, con- 
Minas una nueva sustitución Ts, procederemos como antes; y así siguiendo, 
llegaremos a agotar todas las sustituciones de G, obteniéndolas ordenadas 
un el cuadro siguiente: 


1 Sı Sa ... Spa 
Tı Sı Tı S: Tı e... Spa Ti 
pun 6] Ta Sı Ta Sa Ta ... Sp-1 Te 
To Sı Toa Sa Tos ... Spa Toa 
y por lo tanto, es m = pq, como expresa el enunciado. 
d) Índice de un grupo. — Corolarios inmediatos del teorema de 


(¿A1,.01S-LAGRANGB, son éstos: 

Puesto que todo grupo G es subgrupo del simétrico, y éste tiene el 
orden n!, resulta: 

dı) El orden m de todo grupo de sustituciones entre n elementos es 
un divisor de n!. 

Resulta de aquí que todas las n! sustituciones posibles pueden clasifi- 
carse en la forma [111-5], poniendo en primera fila las m sustituciones 
de G, y en cada una de las siguientes los productos de éstas por nuevas 
niuntituciones Tr, Ta, .... Tor. 

Al cuadro de todas las n! sustituciones así ordenadas lo llamaremos 
brevemente cuadro de LAGRANGE del grupo G.. 

El número de filas de este cuadro, es decir, el cociente n!/m, se 
llnma índice del grupo G. 


. da) El orden de toda sustitución contenida en un grupo G es un di- 
visor del orden de este grupo. 

En efecto, basta observar que las potencias de S forman un subgrupo 
de G, y que su orden es precisamente el orden y, es decir, el menor ex- 
ponente que cumple la condición S' = 1. 

Observe el lector que en el cuadro [1II-5], ninguna de las filas, ex- 
cepto la primera, constituye grupo; pues si fuese, por ejemplo: 

Si Tı. S; Tı = S; Ti , 
suprimiendo el factor T, y despejando la otra T,, resultaría 
T, = Si .S; S , 
es decir: T, pertenecería al subgrupo g, contra lo supuesto. 


II. Bibliografía. — 1. Como fundador de la Combinatoria, puede con- 
siderarse a SANTIAGO BERNOULLI, por su Ars conjectandi (1713), la que 
en los primeros años del siglo XIX adquiere gran preponderancia (HIN- 
DENBURG, KRAMP, ETTINGHAUSEN, ...). Modernamente, ha reanudado es- 
tos estudios combinatorios la escuela inglesa, teniendo como principales re- 
presentantes a MUIR y MAC-MAHON. 

Para ampliar las nociones expuestas, pueden consultarse los tratados 
completos : 

E. NETTO: Lehrbuch der Combinatorik (2% ed., Chelsea, N. Y., 1958). 
Contiene todos los resultados clásicos y lo más interesante de las moder- 
nas investigaciones. 

P. A. Mac-MAHON: Combinatory Analysis. (Cambridge Univ. Press, 
dos vol., 1915). Sistematización de las teorías desarrolladas modernamente 
por la escuela inglesa, poniendo como base de todas ellas el problema de 
la partición de los números. 

Entre las tablas de números combinatorios citemos; 
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J. C. P. MILLER: Table of binomial coefficients. (Royal Soc. Math 
Tables. Cambridge Univ. Press, 1954). 


2. Aquí hemos dado un extracto del contenido sobre determinantes y 
ecuaciones lineales del Análisis algebraico, de J. REY PASTOR (citado en 
Cap. I, nota IV-1). Obra de análogo lineamiento y de carácter más ele- 
mental y simplificado es la reciente de 

F. VERA: Matemáticas para ingenieros: I. Análisis algebraico. (Bue- 
nos Aires, 1950). 

Contiene una exposición adecuada sobre determinantes y ecuacıones 
lineales la obra elemental, de gran claridad de estilo y con numerosos 
ejemplos numéricos y ejercicios: 

R. A. BEAUMONT y R. W. BALL: Introduction to modern algebra and 
matrix theory. (Rinehart, Nueva York, 1954). 

Conteniendo análisis combinatorio, vectores, matrices y determinan- 
tes, destaca los temas importantes en las teorías físicas modernas, el 
libro elemental para principiantes: 

M. MORAND: Introduction mathématique aux théories physiques mo- 
dernes. 1° Partie: Nombres complexes, nombres hypercomplexes, matri- 
ces, opérateurs, applications élémentaires. (Lib. Vuibert, París, 1947). 

El tratado elemental de carácter enciclopédico más recomendable para 
quienes deseen ampliar las nociones de este capítulo, estudiando multitud 
de determinantes especiales (de PUCHTA-NOTHER, de ZEIPEL, de SMITH, 
circulantes ortogonales, cúbicos, etc.), así como teoremas diversos sobre 
determinantes formados con menores de otros, es el siguiente: 

E. PASCAL: Z determinanti. (Manuali Hoepli, 1897). 

También de carácter elemental, con muchos detalles interesantes y 
ejemplos, está e] más moderno de: 

R Nzrss: Determinanten und Matrizen. (5% ed., Springer, Berlin, 

La obra enciclopédica más completa (hasta el año 1860), indispensa- 
ble a quien desee hacer un estudio sobre cualquier clase especial de de- 
terminantes, es la siguiente: 

TH. MUIR: The theory of determinants in the historical order of de- 
velopment. (2 vols., Macmillan, Londres, 1906 y 1911). 

Para estudiar los modernos problemas, especialmente los determinan- 
tes de FREDHOLM y los infinitos, de gran importancia para la teoría de 
ecuaciones integrales, consúltese el tratado sistemático (no enciclopédico) : 

G. KOWALEWSKI: Einführung in die Determinantentheorie. (3% ed., 
o Berlín, Chelsea, Nueva York, 1942; 4% ed., W. de Gruyter, Berlín, 
954). 


3. Siendo la teoría de los grupos de sustituciones el fundamento del 
álgebra moderna, edificada según el método iniciado por GALOIS, es muy 
abundante la bibliografía consagrada a ella. Como obra adecuada a prin- 
cipiantes que deseen ampliar las nociones expuestas aquí, recordamos: 
A survey of modern algebra, de G. BIRKHOFF y S. MACLANBE (citada en 
Cap. I, nota IV-5). Obra didáctica es también: 

W. LEDERMAN: Introduction to the theory of finite groups. (Oliver 
and Boyd, Edinburgo, 1949). 

Introducción muy adecuada para principiantes es la obra, traducida 
del ruso: 

P. S. ALEXANDROFF: An introduction to the theory of groups (Haf- 
ner, N. Y., 1959); Einführung in die Gruppentheorie (Deutscher Verlag 
der Wissenschaften, Berlín, 1954). 

La teoría de grupos abstractos está magistralmente expuesta en la 
obra de B, L. VAN DER WAERDEN (citada en Cap. I, nota IV-7), y en el fa- 
moso y conciso tratado monográfico alemán, de presentación renovada en 
su reciente traducción inglesa: 

H. ZASSENHAUS: The theory of groups. (Chelsea, Nueva York, 1949). 
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En particular, los grupos finitos abstractos, con abundante biblio- 
grafía, se estudian detenidamente en el tratado de: 

A. SPEISER: Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung. (4% ed., 
Birkhäuser, Basilea, 1956). 

Muy completa, de carácter superior y claramente escrita, es la obra: 

G. ScorzA: Gruppi astratti. (Ediz. Cremonese, Perella, Roma, 1942). 

Una cuidadosa y concisa presentación sobre grupos, cuerpos y su 
aplicación a la teoría de GALOIS sobre ecuaciones, es 

G. ZAPPA: Gruppi, corpi, equazioni. (2% ed., Lib. Ed. Liguori, Ná- 
poles, 1954), . 

Contiene modernas investigaciones la obra, traducida del ruso: 

A. G. KURoscH: Gruppentheorie. (Akad. Verlag, Berlín, 1953), The 
theory of groups, vol. I, 1955; vol. II, 1956 (Chelsea, Nueva York). 

También de rico contenido y orientación moderna son: 

W. SPECHT: Gruppenteorie (Springer, Berlín, 1956); 

M. HALL, JR.: The theory of groups (Macmillan, Nueva York, 1959). 

De carácter matemático-humanístico, sobre la importancia del con- 
cepto de grupo en las ciencias físico-naturales, son las conferencias de: 

. WBYL: Symmetry. (Princeton Univ. Press, 1952); trad. alemanas 
Symmetrie (Birkhúuser, Basilea, 1955). 

4, Nada hemos indicado en el texto sobre los sistemas de sustitucio- 
nes lineales ($ 15-7) que forman grupo, base de la geometría moderna, 
según propuso KLEIN en su famoso programa de Erlangen (1872). Son 
particularmente importantes los correspondientes al álgebra lineal de los 
espacios vectoriales (cfr, Cap. II, nota III), para cuyo detenido estudio 
debe conocerse a fondo el álgebra de matrices. Recomendamos, como ini- 
ciación, las obras citadas en (3). Particularmente sobre matrices, está 
escrito sencillamente: 

R. A. FRAZIER, W. J. DUNCAN y A, R. COLLAR: Elementary matrices 
and some applications to dynamic and differential equations. (Cambridge, 
Univ. Press, 1938, reimpr., 1946). 

Para popularizar el cálculo de matrices, escrita en forma elemental, 
dedicada a ingenieros, con referencias históricas, ejemplos y bibliografía, 
está la obra: 

M, DENIS-PAPIN y A. KAUFMANN: Cours de Calcul matriciel appli- 
qué. (Albin Michel, París, 1951). 

Obra dedicada también a ingenieros, con muchos ejemplos bien deta- 
llados, métodos numéricos modernos para resolución de sistemas lineales 
algebraicos, procesos de iteración y aplicaciones, es 

R. ZURMÜHL: Matrizen. Eine Darstellung für Ingenieure. (Springer, 
Berlín, 2% ed., 1958). 

Obra importante, que comprende en pocas páginas resultados hasta 
entonces dispersos, es la de: 

C. C. Mac DUFFEE: Theory of matrices. (Ergebnisse der Mathema- 
tik, Springer, Berlín, 1933; 2% ed.. Chelsea, Nueva York, 1949). 

Magistral muestra de unificación por el método algebraico abstracto 
de las diversas teorías matemáticas basadas en los grupos lineales, inclu- 
yendo la teoría general de la representación, contienen las 94 páginas de: 

B. L. VAN DER WAERDEN: Gruppen von linearen Transformationen. 
(Ergebnisse der Mathematik, Springer, Berlín, 1935; Chelsea, Nueva 
York). 

Exposición concisa de ideas y métodos empleados en teorías algebrai- 
cas, escrita para matemáticos no especialistas en ellas, es 

D. E. LITTLEW00D: The skeleton key of Mathematics. A single account 
of complex algebraic theories (Hutchinson’s Univ. Lib., Londres, 1949). 


CAPÍTULO IV 
ALGORITMO ALGEBRAICO 


$ 16. PRINCIPIO DE IDENTIDAD. OPERACIONES RACIONALES 
CON POLINOMIOS 


1. Principio de identidad de los polinomios de una variable. 

- Este teorema, de importancia capital en toda el Álgebra, 

tiene alcance muy distinto, según se trate:de polinomios de una 
o más variables, casos que estudiamos separadamente. 

Definiciones. — Un polinomio de cualquier número de va- 
riables se llama idénticamente nulo cuando son nulos sus coefi- 
cientes; el polinomio reducido es, pues, el número cero. 

Dos polinomios se llaman ¿idénticos cuando constan de los 
mismos términos con iguales coeficientes, es decir, cuando la 
diferencia de ambos polinomios es un polinomio idénticamente 
nulo. 

La equivalencia de polinomios se ha definido ya anterior- 
mente ($ 15-1, b). 

a) Si un polinomio ao 2” + a 271 +... + d,-,% + an de 
coeficientes reales o complejos, se anula para más de n valores 
reales o complejos de x, es idénticamente nulo. 

Supongamos que los valores distintos «as, «az, ..., %n, aniis 
anulen al polinomio, es decir: 


[16-1] Qo a;i” + a at H nonn Han = O lIl, 2, n‘ nl). 
Entonces, como el determinante de VANDERMONDE: 


1 1...1 1 
91 09 .. An An 
A = a? a? Laos An? An+1? 

ata”... An” Qn’ 
es distinto de cero (§ 13-7, b2), el sistema de n+ 1 ecuaciones 
lineales homogéneas [16-1] de coeficientes q;”, æ;™t, ..., æi 1, 
(i=1,2,..., n+1) y n+ 1 incógnitas do, 0A1, ..., An, tiene 
como única solución ($ 15-6,b) a, =41=... =4, =0, lo que 


demuestra el teorema. 
b) Si dos polinomios, de coeficientes reales o complejos. 
f(x) = aox" + azt +... + an , 
g(x) = bog + dix +... +0nm 
toman iguales valores numéricos para un número de valores 
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reales o complejos de x superior a los grados de ambos, los po- 
linomios son idénticos. 

En efecto, el polinomio diferencia f (x)— g(x) es de grado 
Sn ó Zm, y se anula para un número de valores superio- 
res a su grado; luego, es idénticamente nulo. 

Nora: El principio de identidad puede no subsistir para cualquier 
sistema de números, aun formando cuerpo o campo de racionalidad 
($ 5-12, d). Así, el sistema de enteros (mód. 3) forma cuerpo ($ 5-12, dą), 
y respecto de él, los polinomios f(x) —=x*+x'y glx) =x*+u* na son 
idénticos, siendo sin embargo equivalentes, pues f(0) =g(0) =0; 
f(1) = g(1) =2; f(2) =g(2) =0. ¿Dónde falla aquí la demostración 
del principio de identidad mediante: el determinante de VANDERMONDE? 
Obsérvese que el sistema de enteros (mód. 3) tiene sólo un número finito 
de elementos distintos. 

Estos teoremas de identidad para polinomios de una o más variables 
son válidos en campos de racionalidad que tengan infinitos elementos dis- 
tintos, pero por comodidad los exponemos referidos en general al campo 
complejo. 

2. Principio de identidad de polinomios de varias variables. 
a) Si un polinomio de h variables es equivalente a cero, es de- 
cir ($ 15-1, b), si se anula para todo sistema de valores numé- 
ricos, entonces es idénticamente nulo en el campo real o complejo. 

Haremos la demostración por inducción. El teorema ya es- 
tá probado para una variable (pues queda incluído en $ 16-1, a 
como caso particular), supongámoslo cierto hasta h— 1 va- 
riables, y veremos que vale para un polinomio de h variables. 
En efecto, ordenado éste respecto de una de ellas, lo escribire- 
mos así : 

P (x,y, ..., t) = Apr + Asm t o F Ar 


Fijado un sistema de valores cualesquiera (y; Zi, ..., ti), 
los coeficientes Ao, A;, ..., A,, que son expresiones enteras res- 
pecto de (y, 2, ..., t), se convierten en números; y como el 
polinomio P (x, Y;, 2;, ..., t;) de variable x se anula para in- 


finitos valores de x, deben ser nulos todos los coeficientes : 
Ao (Yi Zis ..., t:) =0, A; (Ys, Zis sess t:) =0, ... ¡An (Yis Bip sees t,) =0; 
pero estas igualdades deben verificarse cualquiera sea el sis- 
tema de valores (y;,,2;, ...,t;); luego, estos polinomios de h—1 
variables, equivalentes a cero, son idénticamente nulos, y por 
lo tanto, también P. : 

b) Si dos polinomios de h variables son equivalentes, es 
decir, si tienen valores numéricos iguales para todos los siste- 
mas de valores de sus variables, son idénticos en el campo real 
o complejo. 

Es corolario inmediato del anterior, como en el caso de una 
variable. 

Nótese que si bien la igualdad de valores numéricos de dos polinomios 
para infinitos sistemas de valores de sus h variables lleva consigo la 
identidad de ambos cuando es k = L, no sucede lo propio si h > 1. Por 
ejemplo, los polinomios no idénticos xy" —2x +y e y —x toman igua- 
les valores numéricos para los infinitos valores de x e y que cumplen la 
condición x = y. 
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Demostrado esto, en lo sucesivo podemos usar indistinta- 
mente las palabras identidad y equivalencia (§ 15-1, b). 


c) Dada una expresión racional que carezca de sentido para cierto 
valor x = a, hemos convenido (§ 15-1, b) en asignarle como valor el mis- 
mo valor 8 que tome otra expresión P/Q deducida de aquélla por trans- 
formaciones algebraicas convenientes. Queda todavía en pie la duda de si 
ante valor f será distinto al tomar otra expresión P'/Q', transformada 
por operaciones distintas. El principio de identidad resuelve la cuestión, 
pues verificándose para infinitos valores de w la igualdad 

PeF 
Q Q' 
entos dos polinomios P Q' y Q P’ son idénticamente iguales, y por lo tanto, 
son iguales también P/Q y P"/Q' para el valor x=, 


y por lo tanto: PQ'=QP', 


3. Operaciones enteras con polinomios. — a) Se llama su- 
ma de varias expresiones enteras a una expresión entera 
reducida ($ 15-1, c), cuyo valor numérico es igual a la suma de 
los valores numéricos de aquéllas, cualquiera sea el sistema de 
valores atribuídos a las letras que contienen. 

Este problema queda incluído en el $ 15-1, c,, pues la suma 
indicada de varias expresiones enteras puede considerarse co- 
mo una expresión entera, y basta reducir ésta a su forma tí- 
pica. Reducidos los sumandos a monomios o polinomios, esto 
se consigue fácilmente con sólo formar un polinomio único 
con los términos de todos los sumandos, reduciendo después los 
términos semejantes y suprimiendo todos los términos cuyo 
coeficiente final sea nulo. 


Además del polinomio que hemos dado como suma de otros dos, ¿exis- 
tirá algún otro cuyo valor numérico coincida con la suma de valores de 
aquéllos, cualesquiera sean los valores atribuídos a las variables? Con el 
principio de identidad, vemos que todo polinomio que cumpla esta condi- 
ción, por tener igual valor numérico que el allí obtenido, para todos los 
valores de las variables, debe ser del mismo grado que él y tener sus mis- 
mos coeficientes; luego, es la única solución. 

Nótese que la suma de expresiones enteras tiene las propie- 
dades conmutativa, asociativa y uniforme ($ 2-4, a). . 

Obsérvese que, respecto de una letra o de varias letras, el 
polinomio obtenido como suma o diferencia de varios es de 
grado no superior al mayor de los grados de éstos, pudiendo 
ser de grado inferior únicamente cuando haya dos o más poli- 
nomios de grado máximo y se reduzcan los términos de este 
grado. 


EJEMPLO: 


[22 syz |- O: xyz?) — (2yz—2y)] |+ 


+ 


tanla Sa | -— + Z y) s ]= 
Bxr'yz ( gr +20 y) | = 11 t)z] 


= — 2r y”z pjuya + 2aty + y —Bx yi—?2yzi+2y 432 y7+ 
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3 4 1 2. 5 z5 P 2 Ba 
+ 31220 Y HUY 2 yz=-—2% y 2 ya + gu +2 y. 


. b) Se llama producto de varias expresiones enteras a otra 
expresión entera, cuyo valor numérico es el producto de los 
valores numéricos de aquéllas, para cada sistema de valores 
atribuídos a las letras que contienen. 

Por la misma razón dada en (a), basta saber multiplicar 
monomios y polinomios, y esto se logra aplicando las reglas 
dadas en $ 4-9 para el producto de sumas y diferencias. 

El polinomio obtenido, que es único por el principio de iden- 
tidad, tiene las siguientes propiedades: 

b,) El término del producto que tiene mayor (menor) gra- 
do respecto de una letra, o de varias letras, es el producto de 
los términos de mayor (menor) grado, respecto de dicha letra 
o letras, en el multiplicando y en el multiplicador. 

En efecto, basta observar que dicho término del producto 
no se reduce con ningún otro, pues todos los demás son de me- 
nor (mayor) grado. 

Por consiguiente: 


b2) El producto de dos polinomios reducidos consta por lo 
menos de dos términos. 


b) El grado del producto, respecto de una letra, o de va- 
rias letras, es la suma de los grados de los factores respecto de 
dicha letra o letras. 

b4) El producto de polinomios homogéneos es un polinomio 
homogéneo. 

bs) Si en el campo real o complejo el producto f(x) .p(x) 
de dos polinomios de una variable y de grados, m y n, respec- 
tivamente, se anula para más de m+ n valores distintos, uno 
por lo menos de los dos polinomios es idénticamente nulo. 

Puesto que cada uno de dichos valores anula a f(x)o a y(x), 
y el número de ellos es mayor que m + n, o se anula f(x) para 
más de m valores, o se anula ¿(x) para más de n valores; por 
lo tanto, uno u otro es idénticamente nulo (§ 16-1, a). 

bs) Si en el campo real o complejo el producto P (zx, y, 2, 
...,1).Q (x, y, 2, ..., t) de dos polinomios es equivalente a 
cero, por lo menos uno de ellos es idénticamente nulo. 

Demos a la variable x un valor zı; para todo valor de 
Y, 2, ..., t, deberá, pues, verificarse la igualdad: 


P (21, Y, 2, ...,t).Q (21, Y, Z... t) = 0. 
Supuesto cierto el teorema para h — 1 variables, será equi- 


valente a 0 uno de los dos factores P (x1, Y, 2, ..., t) 0 Q (21, Y, 
..., t). Dando a z otro valor x, será equivalente a O el poli- 
nomio P (z2, Y, Z, ...,t), o bien el Q (z2, 4,2, ..., t), ete. Si- 


guiendo así, si damos a z un número de valores superior a la 
suma de los grados de ambos polinomios, uno de éstos, por lo 
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menos, por ejemplo, el P (x, y, ...,t), se anula para todos los 
valores de y, 2, ...,t y para un número de valores de œ supe- 
tior a su grado; luego ($ 16-1,a), se anula también para todo 
vnlor de g; por lo tanto ($ 16-2, a), es idénticamente nulo. 


I“SsCOLIO: Si los polinomios son complicados, convendrá or- 
donurlos según las potencias de una letra en la forma [15-1], y 
efoctuar sucesivamente el producto de uno de ellos por cada 
lówmino del otro, siendo suficiente con frecuencia escribir los 
coeficientes separados y operar con éstos, cuidando de poner 
un coeficiente nulo para cada término intermedio que falte. 


EJEMPLOS: 
de* —2abx* +cx +4, —2ab, +c 
_2cx? <abcx—ic” +20, + abc, —3c? 
Hex"—4abext+2c*x* +80 —4abe +2c* 
+4abex*—2a*b*cxrYabex +4abe —2a*b*c abc? 
—2cx* paber’ —ier —202 +abe—ie 
Ker’ —2a*b*cx*42abc"x "cr 8c, 0,  —2a*b*c,+2abc*,—¿c* 


Otra disposición conveniente, cuando los polinomios tienen varias le- 
tras y hay varios términos que contienen la misma potencia de la letra 
ordenatriz, es ésta: 




















al 22 2443 y 
—yl -—2y 
2 +2x%x2r*—4xyl2-—8y 
—1/2y 
xl2—2%] 2+402%y]2 +48x* y |2?—16 x* y] z— 32 x* y 
— y —2 y —d4 o +8x*y| — 2:y 
+ 22? —4Axyl +8xyY | +162* y* 
— 22 y —áxyl + æy +16 y* 
+tay| + y 
—ixyg| —8xy 
tiy +8y 
| —2y* |2* —4x* 24 Eyle —16x y*| 2 —32 x* y* 
—yl—2xy —ixy| + 9% + 14 x* y 
+3y +16xy| +16y" 











Obsérvese, por ejemplo, que los términos de mayor grado en æ son: 
(—2z+4y)® y (227 —4yz)v; 
y en el producto, los términos de grado máximo en x componen el pro- 
ducto de éstos. Asimismo, los términos de mayor grado respecto de x e y, 
son: 4x*y,—8y”; y en el producto es —322*y* de grado 6, suma de 
los grados de ambos, etc. 


4. División entera de dos polinomios de una variable. — La 
suma, diferencia y producto de expresiones enteras es otra ex- 
presión entera; es decir: dentro del campo de las expresiones 
enteras son siempre posibles las tres operaciones de adición, 
sustracción y multiplicación, llamadas también operaciones en- 
teras. En cambio, dadas dos expresiones enteras, A y B, no 
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siempre es posible hallar otra expresión entera que, multiplica- 
da por B, dé el producto A; pero sí»es posible con solución única 
el problema de la división entera, análoga a la de los números 
naturales ($ 5-1), y que para los polinomios de una variable se 
plantea así: 

Dados en el campo real o complejo los polinomios A y B 
en x, de grados m y n, hallar un polinomio Q y otro R que 
cumplan las dos condiciones: 

[16-2] A=BQ+R; grado de R, menor que n. 

Obtenemos fácilmente dos polinomios Q y R que cumplen 
estas dos condiciones, del siguiente modo: sea Co = 4o/do el 
cociente exacto de ay por bo, y restemos de A el producto 
B c, x””, obteniendo así un polinomio A”, cuyo grado es a lo 
más m — 1 (puesto que el término a, x” se ha reducido con el 
primero del polinomio sustraendo), y que está ligado con A 
por la relación 
[16-8] A = B og” + A”, 

Si el primer término de A’ es a's x2”-”, restaremos del poli- 
nomio A' el producto Bc, x”-"-", siendo C, = 4/bo, y obtene- 
mos un resto A”, cuyo primer término, a”, x2”-”-%, es a lo sumo 
de grado m—p— 1, estando ligado A” y B por la relación 


[16-4] A' = Bc: gnp + A”, 
y análogamente: 
[16-5] A” = B C, g™-”-p-4 + A”. 

Así siguiendo, puesto que los grados de A, A”, A”, ..., dis- 
minuyen por lo menos de unidad en unidad, llegaremos a un 
polinomio A de grado m — n — p — q ... — s tal, que al res- 
tarle B c, x”™-”-P ***-* resulte la diferencia R, de grado inferior 
an: 

[16-6] AV = B c gmr.. + R. 


Sumando las igualdades [16-3] a [16-6], y simplificando 
resulta : 
A=B (cogn reign nr egm.. Heine R. 

El polinomio 

Q=C0 qm—n + Cı pmnp + Ca ym npa + a + Ci WTP ee 

es, por lo tanto, el cociente, y R, el resto. 

En la práctica, las sustracciones suelen hacerse mentalmen- 
te, disponiéndose la operación como indica el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 1: 

x -+ Artt T2 —x+3]| 22°” + 3x — 1/2 
4x42 y 1/42 — zx + 3 |12 +2 +1=0Q 
2 x — 23/4 x’ -+3 
R = — 23/4 x’ — 3 x + 7/2. 
Puede omitirse la repetición de los términos de cada minuendo que 


subsisten en la diferencia, pero tachando aquellos que se han reducido 
con otro semejante; de lo contrario puede haber confusiones. 
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En el caso de polinomios con coeficientes numéricos, la ope- 
ración puede efectuarse en forma expeditiva escribiendo sólo 
los coeficientes separados, cuidando de poner un “coeficiente 
nulo por cada término intermedio que falte; este proceso reci- 
be el nombre de división sintética. 


EJEMPLO 2: Para el ejemplo 1 bastaría escribir 
14+447/2+ 0—1 a 2 + 0 -+3— 1/2 
44+ 24+ 1/4—1=+ 3ļ]|1/⁄2+2+1 
2 — 23/4 +0 + 3 
— 23/4 — 3 + 7/2 


Vamos a investigar si además de los polinomios Q y R que 
cumplen las condiciones [16-2], existirán otros Q' y R', es 


decir: 
A=BQ+R y A=BQ'+R;, 

siendo n el grado de B, y los grados de R y R’ inferiores a n. 

De ambas equivalencias se deduce B(Q—Q') = R’ —R, 
equivalencia imposible si no es Q =Q' y R=R'; porque, de 
lo contrario, el primer miembro sería por lo menos de grado n, 
y el segundo miembro, a lo sumo de grado n — 1. 

Por lo tanto, la división entera [16-2] tiene solución única. 


5. División de un polinomio por xv — a. a) El caso más im- 
portante de división algebraica' de polinomios de una variable 
es aquel en que el divisor es de primer grado. Sin restringir 
la generalidad, podemos suponer que éste es de la forma x — a, 
siendo «a un número cualquiera, positivo o negativo. Si el pri 
mer coeficiente by del divisor fuese distinto de 1, dividiendo 
por bo, el dividendo y el divisor lo reduciríamos a la unidad. 

Aplicando la regla de $ 16-4 obtenemos: 
aox”tHa y+ dox +... Fam% Fam |X —a 

+Heaxm! Cot" 1e"... Cn: 
Cc 2714090724... 4m- 90m 
+ciag™? 
Ca” ?H...-0m-18-1-Qm 


Cm-18--Um 
—+Cm-14 
R 
donde los coeficientes Co, Ci, Ca, .. ., Cm-- se obtienen por el al- 
goritmo siguiente: 
[16-7] Co=00, C1=Cp +0 1,C2=C1 a4744a, ..., Cm-1=Cm-2 AHAm-1, 


y aplicando el mismo proceso al último coeficiente C.-,, resulta 
el resto de la división: 
R = Cm-1 4 T- Am. 
El primer coeficiente del cociente es igual al primero del 
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dividendo; el segundo del cociente se obtiene multiplicando 
por a el anterior y sumándole el segundo del dividendo, etc. 
En general, el coeficiente que ocupa el lugar h en el cociente 
se obtiene multiplicando el anterior por a, y sumando el que 
ocupa el lugar h en el dividendo. 

El resto se obtiene multiplicando por a el último coeficiente 
del cociente y sumando el último del dividendo. 

Ésta es la regla de RUFFINI, o ley de cocientes. 


b) Resulta una interpretación importante de los coeficientes calcu- 
lados, Co, Cr, ..., Cm-s y el resto R, observando que estos números son pre- 
cisamente los obtenidos al hallar el valor numérico del polinomio para 
x = a, por la regla de $ 4-11; por lo tanto, estos números tienen los si- 
guientes valores, que también resultan directamente de [16-7]: 


Co = o, C = Wwa + t, C2= M4 + 018 + dz ..., 
Cm = Upa”? + ae”?+... + Om, 
y finalmente: 
R = aa" + aa? 4... + AQAm-1% + Qm. 

De ahí el llamado teorema del resto: 

El resto de la división del polinomio f(x) por t—a, es el 
valor f(a) que toma el polinomio para x= a. 

Una demostración directa resulta de [16-2] aplicada a este 
caso: f(x) = (x —a) Q(x) +R, siendo ahora R una constan- 
te al ser un polinomio de grado < 1. Para x = a, resulta f(a) = 


EJEMPLO: Dividir el polinomio 
3, 1 1 
— 20 4 0 + a+ og pora +7 


El mismo esquema utilizado en $ 4-11 es válido, y por lo tanto, re- 
sulta: 


3 1 
=a Do o goo ak 
s Tae a 
2 T2 2 4 
1 1 
e E“ E 
1 1 


Q=2 4444 >) R= 37 

c) Si el polinomio f(x) se anula para z = œa, es decir: 
f (a) =0, el resto de la división por x — a es cero; luego, f(x) 
es el producto de x— æ por un polinomio de grado m— 1, es 
decir: es divisible por x — a. Recíprocamente, si f (x) es equi- 
valente al producto (x — a) X Q, se anula para x= aœ. Luego: 

La condición necesaria y suficiente para que un polinomio, 
en el campo real o complejo, sea divisible por x — a, es que 
se anule al dar a x el valor a. 


s 16 -6 PRINCIPIO DE IDENTIDAD 229 


6. División entera de dos polinomios de varias variables. — Conside- 
remos, en el campo real o complejo, dos polinomios de variables x, y, 
£, ..., t, los cuales, ordenados según las potencias de x, podemos escribir 


así: 

A (2%, Y, ..., 8) = Ao” $ Ajo... + Ani + An 

B (x,y, ..., t) = Bor” + Bra”? +... + Bo + B,, 
conviniendo desde ahora en adelante en designar con letras mayúsculas 
las expresiones enteras que sólo contienen las letras y, z, ..., t. 

a) Desde luego, podemos aplicarles la regla anterior de división; los 
coeficientes obtenidos en el cociente y.en el resto serán expresiones racio- 
nales respecto de y, 2, ..., t (pues se obtienen mediante las cuatro ope- 
vaciones de adición, sustracción, multiplicación y división), pero no serán 
enteras respecto de dichas letras, si exceptuamos los casos triviales, en 
que el primer coeficiente de cada dividendo parcial sea divisible por B.. 

















EJEMPLO: 
(Ept) t| xt —t | x” + (t—1)| x? +28 242 Paor—(t—1) 1—2 
2-1 2t+2 t+1 , 1_ 
t— A EA 
a 1 4 t+42 
—f E As pc Ei 
t + t 
HE 2t+2 2-2 
e. t t—1 2 
Z-a |F 
OE 2-2 
ETS 


b) Es preciso, pues, plantear de modo distinto el problema, para que 
el cociente y el resto resulten enteros. 


La división entera de un polinomio A (x, Y, ..., t) por otro B (x, 
Y, + «., t), consiste en hallar un factor conveniente, H, que sólo contenga 
las letras y, Zz, ..., t, y otros dos polinomios, Q (x, Y, ..., t) y R (x, 
Y, ..., t), que satisfagan a las condiciones: 


1% H.A (x, Y, ...,t)=ŒB (x, Y, .. t). Q£, Y, t) HR (2, Y, t). 

22 Grado de R respecto de x, inferior al grado de B. 

Como interesa que el factor H no sea complicado, y que la operación 
sea breve, procederemos de este modo: Si el primer coeficiente Ao no es 
divisible por Bọ o no es breve reconocer si lo es, multiplicaremos todo el 
dividendo por un factor Ho, conveniente para que esta división sea exacta 
(a lo sumo, será H= Bo), y la igualdad [16-3] se transforma en ésta: 
[16-8] Ho. A (2,y,...,t) = B (2,Y, ...,t) .Qo. "+A (2,8, ... t). 

Análogamente, multiplicaremos el segundo dividendo parcial A” (x,y, 
..., 1) por un factor conveniente H,, para que el primer coeficiente de 
A” (x, Y, ..., t) sea divisible por Bo; y la igualdad [16-4] se transforma 
en ésta: ; 

[16-9] H.. A’ (x, y, ..., t) =B (x, Y, ..., t). Qie g"? + 
+ A” (z, Y, ot 

Análogamente, en vez de [16-5] obtenemos : 

[16-10] H.A” (x, Y, ... t) =I B (¥, 2, ..., E). Qe. g7 4 
Y AT (Y ..., t) 

Por último, al llegar a un polinomio R de grado menor que n, re- 
sulta : 

[16-11] H:.A® (x, Y... t) =B (2, Y o.s t) Qio gmat 4 
+ R (x, Yy s. t 
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Multiplicando [16-8] por H, Ha... H:; (1591 por Hz... H,, etc., y 


sumando, obtenemos, llamando H = Ho. H,. Ha... H, para abreviar: 
H.A(x98...,t)= 
=B (zx, Y, ..., t) [H, Ha... H, Qer” $ Ha.. -Hi Quer"? + t 
+ Quer... 1 + R (x, y, ..., È). 
Obtenemos, pues, un polinomio R (x, Y, ..., t), resto de la división 


entera, mientras que el resto propiamente dicho, hallado según 'a regla 
(a), sería R/H, como resulta de la igualdad anterior dividiendo por H. 
En cambio, el cociente sufre modificación más complicada, como se apre- 
cia en dicha igualdad. Por esto, la división entera de polinomios de varias 
variables se utiliza principalmente cuando sólo interesa el resto, como su- 
cederá en el § 17. 


ESCOLIO: Obsérvese que el grado de R, respecto de las letras y, zZ, 

, t puede ser superior al de B. Nótese, además, que si ordenamos res- 
pecto de otra letra en vez de x, el cociente y el resto obtenidos serán, en 
general, distintos de los anteriores, 


7. Método de los coeficientes indeterminados. — Este mé- 
todo, que constituye una de las más importantes aplicaciones 
del principio de identidad, resuelve el problema siguiente: ha- 
llar una o varias expresiones literales, de grado y forma pre- 
fijados, que, sometidas a ciertas operaciones, den un resultado 
conocido. 

Para resolverlo, se designan con letras, a, b, c, ..., los coefi- 
cientes desconocidos, y después de efectuar con las expresiones 
incógnitas dichas operaciones, obtenemos como coeficientes cier- 
tas funciones de a, b, c, ... Expresando que estos coeficientes 
han de ser iguales a los de la expresión que deba resultar, te- 
nemos un conjunto de condiciones o ecuaciones que, si son su- 
ficientes y ¿e saben resolver, determinan los únicos valores 
posibles de los coeficientes desconocidos a, b, €, ...; pero es 
necesario que éstos satisfagan a todas las ecuaciones. 

Así puede procederse, por ejemplo, para hallar el cociente 
y el resto de la división de dos polinomios, la potencia de un 
binomio, etc. 


EJEMPLO: oa x’ + 3/4 en diferencia de cuadrados de dos 
trinomios: 
(x* ANA (0? +ax%+b')”. 


Desarrollando e identificando los dos miembros de la igualdad, resulta el 
siguiente cuadro de condiciones: 


Coeficientes de g’ 2 (a—a') =0 a = a 
— la+Y+2b—a?—2b'=1 b—b' =1/2 
— a 2 (ab—a'b')=0 a(b—b')=0 
— x° b — b” = 3/4 (b —b') (b + b')= 3/4 


De la tercera ecuación se deduce a = 0, por ser b— b #0; de la 
primera sale æ'=0; sustituyendo b— b'= 1/2 en la tuarta, se deduce 
b+b'= 3/2; conocida la suma b+b”, y la diferencia b— b’, resulta 
b=1, b = 1/2. 

Solución única: 

£ + 3/4 =I (æ + 1P — (x + 1/2). 


EJERCICIOS 


1. Comprobar que x*—1= 0 (mód. 15) tiene 4 ceros. Comparar con 
A 16-1,a y explicar por qué en el sistema de enteros (mód. 15) puede 
ocurrir tal cosa. 


2. Demostrar que en el cuerpo de enteros (mód. 2) hay sólo cuatro 
vxpresiones enteras tales que cada una no sea equivalente a ninguna otra. 
Wormularlas y escribir sus tablas de adición y multiplicación. 


3. ¿Es el anillo ($ 5-12) de las cuatro expresiones anteriores, isomor- 
fo ($8 3-5) con el de enteros ($ 5-12) mód. 4? 


4. Hallar el número de expresiones enteras en dos variables æ, y, ta- 


lom que cada una no sea equivalente a ninguna otra en el cuerpo de ente- 
COK (mód, 2). 


5. Hallar el polinomio cuyo cuadrado es x*—10x*4+ m x’—50x +n, 
doterminando adecuadamente m y n. 

6. Dividir 3 x? — 2 x* + x — x — 2x + k por x? — 5 — 4x, y de- 
torminar k para que la división sea exacta. 

7. Dividir x" +2 por x? — 2, 

8. Valor de m para que x*4+mauat—5x-+1 sea divisible por x— 1. 

9. Dividir por la regla de RUFFINI 25% — x* — 24* — 8x* por 
bx" — 4g. 

10. Discutir la divisibilidad de x” + y" por x + y para m natural. 

11. ¿Para cuáles valores naturales de m es divisible (x +- y + z)” — 
— a" — y" — z" por (x + y) (y +2) (2 + 2)? 

12. Efectuar la división entera de los polinomios del ejemplo del 


$ 16-6,a, ordenando primero según las potencias de x y luego de t. Com- 
parar los resultados. 


§ 17. DIVISIRTLIDAD ALGEBRAICA 


1. Concepto de irreducibilidad en un campo racional. — a) 
Vimos ($ 6-4) que ea el campo de los números racionales, las 
cuatro operaciones rucionales de adición, sustracción, multi- 
plicación y división de divisor no-nulo, son siempre posibles, 
con resultado que pertenece al campo. El conjunto de números 
del tipo a + b y 2, donde a y b son números racionales cuales- 
quiera, tiene la misma propiedad anterior. En particular, el 
recíproco de a +by2es a (a? —2 b*)-* —b(a? — 2 b?)* y 2, 
siempre existente, a menos que a =b =0, porque a? — 2 b? + 0 
para números racionales a y b no simultáneamente nulos, al no 
poder expresarse racionalmente Y 2 (9 7-1, a). 

Para el estudio de la importante y delicada cuestión de la 
divisibilidad algebraica es fundamental la siguiente definición: 

Llamaremos cuerpo numérico o campo de racionalidad a 
todo conjunto de números reales o complejos tales que, efec- 
tuando en él un número finito de operaciones racionales cuales- 
quiera, se obtiene siempre un resultado perteneciente al mismo 
conjunto. [Ésta es la idea esencial, que ya dimos, del mismo 
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concepto ($ 5-12, d), referido a los entes abstractos más gene- 
rales]. 

Puede obtenerse cualquier número racional a partir de 1, 
mediante un número finito de operaciones racionales; por eso 
se dice que 1 forma una base del campo de racionalidad for- 
mado por los números racionales que indicaremos por Ca). 


Suponiendo que todo cuerpo de números contiene un número n dis- 
tinto de cero (para que sea posible la división de divisor no-nulo), con- 
tiene también n/n = 1. Si 1 pertenece al cuerpo, pertenecerá a él todo 
número racional, es decir, Ca) está contenido en todo campo de raciona- 
lidad. El campo Ca, de los números racionales se llama cuerpo minimo 
o campo absoluto de racionalidad. 

Si añadimos a un cuerpo C un número « que no pertenece a él, el 
conjunto así ampliado no forma aún cuerpo si no agregamos todavía to- 
dos los números que pueden obtenerse de «a y de los elementos de C por 
un número finito de adiciones, sustracciones, multiplicaciones y divisiones 
de divisor no-nulo. Así se forma un nuevo campo Cia, que comprende al 
C y se dice obtenido de éste por adjunción de «. 


EJEMPLOS: 1. Por adjunción de V 2 al campo absoluto C«) obtene- 
mos el campo C a, V?) ? formado por los números del tipo a + b V2 
, 
con a y b números racionales. Dicho campo tiene por base 1, V 2. Otra 
base seria 1, 1+ V2, pero no un par de números racionales. 


2. Por adjunción de i= V —1 al campo absoluto Ca, se obtiene el 
campo C (i)? de racionales complejos, que comprende todos los números 
, 


del tipo a + bi con a y b números racionales. Una base de dicho campo 
es 1, 2. 


El conjunto de todos los números reales ($ 7-5), y también 
el de todos los complejos ($ 9-5, e), forman campos de racio- 
nalidad (llamados respectivamente campo real y campo com- 
plejo), pero se distinguen esencialmente de los anteriores por 
ser de base infinita, es decir, no existe en ellos un número fi- 
nito de números a partir de los cuales pueda obtenerse cual- 
quier otro número del campo, mediante un número finito de op€- 
raciones racionales. 

Además de los cuerpos numéricos, si se consideran r nú- 
meros indeterminados reales o complejos, £i, £o, ..., Tr, Y UN 
cuerpo numérico C, el conjunto de todas las expresiones racio- 
nales (§ 15-1,a), de z1, £o ..., £, con coeficientes de C, se 
llama cuerpo o campo T de r variables independientes, y se 
indica con T = C (£i, a, ..., %,). También se llama a éste 
cuerpo variable, y si no contiene ningún xv, se dice que es un 
cuerpo constante. 


Con mayor abstracción se consideran, en Álgebra superior, cuerpos 
en que £;, Y», ..., Xr son elementos indeterminados cualesquiera. 

Se dice que una o más variables 7,, %e, ..., %r pertenecen a un cuerpo 
numérico C, si suponemos que asumen solamente valores pertenecientes 
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a (:; mientras que una expresión racional de %,, %2, ..., %r pertenece a C 
al nun coeficientes son números de C, aunque no se especifique el conjunto 
de valores a que se refieran sus variables. 


b) DEF.: Diremos que un polinomio, en una o más varia- 
hlen f(x,, Za, ..., 2,) cuyos coeficientes pertenezcan a un cuer- 
po C, es reducible o irreducible en C, según que sea o no pro- 
neto de dos o más expresiones enteras no constantes, cuyos 
coeficientes pertenezcan a C. 

Un polinomio o expresión entera irreducible se llama tam- 
hién primo ($ 17-2, as). 

La noción de reducibilidad e irreducibilidad es, pues, un 
concepto relativo a un cierto campo de racionalidad previamen- 
lo definido; carece entonces de sentido afirmar que una expre- 
nión entera es o no reducible, si no se indica con respecto a 
qué cuerpo numérico debe entenderse dicha propiedad. 


EJBMPLOS: La función x*—3 y*, que en el campo de los números 
racionales es prima, pues no admite ningún divisor literal de coeficientes 
racionales, no es prima en el campo de los números reales, pues se des- 
compone en (x + V 3y)(x— V3y). Aun en este campo más amplio, 
un prima x* + 3 y?, pero deja de serlo si se admiten coeficientes complejos, 


pu se descompone en (2 +1V3 y) (x —1 V 3 y). Aun en el campo de 
vn números complejos ordinarios, es prima la función æ’ +y +z +1, 
y en cambio se descompone del siguiente modo en el campo de los números 
eamplejos de cuatro unidades, llamados cuaternios (Cap. II, nota III): 


(1 + xi+yj 4 2k) (1 —xi—yj—2k). 


Sin embargo, se dice que un polinomio f (%1, L2, ..., Zn) e8 
«simplemente reducible o irreducible, si lo es en el campo de 
racionalidad que tenga por base los coeficientes de f. 


La reducibilidad o irreducibilidad se estudia comúnmente respecto al 
campo complejo, y por eso algunos autores llaman absolutamente irredu- 
cibies a las expresiones enteras irreducibles en el campo complejo. Nos- 
wbros no lo haremos, por no dar lugar a confundirlas con las irreduci- 
bles en el campo absoluto o cuerpo numérico Cen. 


2. Teoremas fundamentales de la divisibilidad algebraica 
entre polinomios de una o más variables. — a) Propiedades pri- 
meras. — En el campo de racionalidad C se dice que la función 
entera F (x, y, ..., t), es divisible por la función entera 
f(x, Y, ..., t), o que f es un divisor de F, o que f divide a F, 
si existe un monomio o un polinomio y (x, Y, ..., t), de coefi- 
cientes pertenecientes a C, que satisface a la identidad 


F (x, Y, . -s t) = f(x,y, . ., 1) .p(x,Y, à ..- t). 
Se emplea también la notación f | F para indicar que f di- 
vide a F. 


a1) Dos expresiones enteras f y g se llaman asociadas si 
se verifica a la vez f|g y g|f. Se lama unidad a un aso- 
ciado de 1. 
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Si dos expresiones enteras f(x, Y, ..., 1), 9(2, Y, ..., t) 
son asociadas, es decir, si f=g .y y g=f. y, multiplicando es- 
tas identidades y aplicando la ley cancelativa ($ 6-2, b) y el 
principio de identidad ($ 16-2, b) resulta 

l = g.p 
por lo que será cero el grado de las expresiones enteras y y y 
($16-3, b3) ; por lo tanto: 

az) Dos expresiones enteras son asociadas en un campo de 
racionalidad C cuando, y sólo cuando, cada una se deduce de la 
otra mediante su producto por una constante no nula perte- 
neciente a C. 

En particular, las unidades son las constantes no nulas per- 
tenecientes a C. Además, se cumple: 

as) Toda función entera F(x, y, ..., t) es divisible por to- 
da constante no nula k. 

as) Si Fx, y, ...,t) es divisible por f(x, y, ...,t), tam- 
bién es divisible por k.f(x,y, ...,t), cualquiera sea la cons- 
tante k +0. 


La relación que liga a las expresiones enteras asociadas es una re- 
lación de equivalencia ($ 1-5) (verifíquese), y emplear una u otra en 
la teoría de la divisibilidad algebraica significa considerar o prescindir 
de un factor constante, es decir, de una unidad en el campo C. 


as) Una expresión entera irreducible en el campo C no 
admite otros divisores que sus expresiones asociadas o las cons- 
tantes de C. Por eso la hemos llamado prima ($ 17-1, b). 

Dos o más expresiones enteras no asociadas que no tengan 
divisores coniunes no-constantes, se llaman primas entre sí. 

b) De estas definiciones se deduce: 

bı) Toda función lineal ax+by+... +ltes prima. 

Porque si admitiera un divisor no-constante, y un cociente no-constan- 
te, el producto de ambos sería por lo menos de segundo grado ($ 16-3, ba). 

. De aquí resulta que un polinomio no-constante admite siempre un 
divisor primo no-constante, pues si el polinomio no es primo, será igual 
al producto de dos expresiones enteras no-constantes, cada una de grado 
no nulo menor al del polinomio dado; reiterando la descomposición, ha- 
bremos de llegar a una expresión lineal, si todas las anteriores van re- 
sultando reducibles. 

ba) Si una función prima P no divide a otra función ente- 
ra À, es prima con ella. 

. Porque el único divisor literal que ambas pueden tener común, es la 
misma expresión P, con un factor constante; pero entonces sería A divi- 
sible por P, contra la hipótesis. 

bs) Si f divide a F, divide a F e, “cualquiera que sea la 
función entera 5. 

b4) Si f divide a F y a €, divide a su suma y a su dife- 
rencia. 
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bs) Si f divide a F, y y divide a e, el producto f y divide 
aul producto F 6. 

De la definición de divisibilidad resulta que un monomio 
nólo admite divisores monomios; porque el producto de poli- 
nomios, o de un monomio por un polinomio, es también un 
polinomio (§ 16-3, bə): 

ba) La condición necesaria y suficiente para que un mo: 
nomio sea divisible por otro, es que contenga todas las letras 
de éste, con iguales o mayores exponentes. 

Dados varios monomios, entre sus divisores comunes hay, 
por lo tanto, uno solo (a menos de un factor constante, cfr. a) 
de grado máximo, al cual se llama máximo común divisor, y en- 
tre los múltiplos comunes hay uno solo (salvo factor constante) 
que tiene grado mínimo; se llama mínimo común múltiplo, El 
problema de hallar los divisores de un monomio o el m.c.d. de 
varios monomios se resuelve, pues, lo mismo que el de los núme- 
ros descompuestos en factores primos ($ 5-9). 


EJEMPLO: Hallar todos los divisores comunes a los monomios: 


—pruet, Be yz, — Š rt, 
m. c.d. = kæ z, m, c. m. = kztyz t, 
Todos los divisores comunes, son; 
1, z, z’, e* 
Z, £Z, az, ez 
a, ar, ee, g z’ 


multiplicados por constantes arbitrarias. 


3. Máximo común divisor y mínimo común múltiplo de los 
polinomios de una variable. — a) Para los polinomios de una 
variable subsiste un teorema análogo al fundamental de la 
divisibilidad numérica (§ 5-3). Sea una expresión entera A(x) 
con coeficientes pertenecientes a un campo de racionalidad C 
y llamemos múltiplo de A(x) a todo producto ¿(x)A(x), don- 
de p(x) es una expresión entera cualquiera de coeficientes 
pertenecientes a C. Aquí también, no sólo la suma o diferen- 
cia de dos múltiplos de A(x) es un múltiplo de A(x), es de- 
cir, la clase de los múltiplos de A(x) contiene con dos de sus 
elementos, su suma o diferencia, sino que se cumple también 
la propiedad recíproca, es decir que todo conjunto B de ex- 
presiones enteras que contenga la suma o diferencia de múl- 
tiplos de dos de sus elementos, está formado, ya sea por O 
solamente, ya por el conjunto de múltiplos de una expresión 
entera no nula B(x), de grado mínimo en B. 


Un conjunto B de expresiones enteras cuyos coeficientes pertenecen 
a un campo de racionalidad C se dice forman un ideal en C si contiene 
la suma o diferencia de dos cualesquiera de sus elementos, así como to- 
dos los múltiplos p(x).F (+) de cualquier expresión entera F(x) de B, 
con cualquier factor entero p(x) de coeficientes pertenecientes a C. 
Entonces, el teorema mencionado dice: 
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TEOR.: Todo ideal B en C de expresiones enteras de una variable 
está formado por los múltiplos de uno de sus elementos B(x)eB, de grado 
mínimo en B o se reduce al solo elemento idénticamente nulo. 

En efecto, si no se da este último caso, B contiene una expresión 
entera B(x) no idénticamente nula de mínimo grado ($ 2-7), y con B(x), 
todos sus múltiplos q(x) B(x). Cualquier otra expresión entera A (x)+«B 
es también múltiplo de B(x), pues efectuando la división entera de A (g) 
y B(x) ($ 16-4), puede escribirse R(x)=A (2)—q(x%).B(x), es decir, 
R(x) de grado inferior a B(x) pertenecería a B, y al no poder tener por 
hipótesis menor grado que B(x) si no se reduce idénticamente a cero, 
queda probado que A(x)=q(x).B(x), como queríamos demostrar. 

b) Análogamente a lo establecido en el $ 5-5, a), dadas dos expre- 
siones enteras, A(x) y B(x), no idénticamente nulas, todas las expresio- 
nes de la forma o(x).A(x)+r7T(x).B(x), con o(x) y T(x) expresiones 
enteras cualesquiera de coeficientes pertenecientes al cuerpo C a que per- 
tenecen los de A(x) y B(x), forman un ideal D tal que todos sus ele- 
mentos, y en particular A(x) y B(x), son, según (a), múltiplos de una 
expresión entera no idénticamente nula D(x), de grado mínimo en D. 
Dicha expresión entera, dividida por su primer coeficiente, se designa por 
A(x) "B(x); es divisor común de A(x) y B(x), y al existir s(%) y 
t(x), tales que: 

[17-1] A(x) "B(x)=s(x%).A(2)+t(x%).B(x), 
todo divisor común de A(x) y B(x) lo es de A(x)" B(x) ($5 17-2, da, b,). 

Asimismo, el conjunto de expresiones enteras que son múltiplos co- 
munes de A(x) y B(x) no idénticamente nulas forman también un ideal 
M (pruébese), y todas ellas son, según (a), múltiplos de una expresión 
entera no idénticamente nula M(x), de grado mínimo en M. 

Dicha expresión entera, dividida por su primer coeficiente, se desig- 
na por A(x)-B(x), es múltiplo común de A(x) y B(x) y, además, di- 
vidirá a todo otro múltiplo común de A(x) y B(x). 


c) Así se introducen las nociones de máximo común divi- 
sor (m.c.d.) y minimo común múltiplo (m. c.m.) de dos ex- 
presiones enteras respecto de un cuerpo C que contenga sus 
coeficientes, mediante las definiciones: 


Una expresión entera D (x) 
es un m. c.d. de las expresio- 
nes enteras A(x) y B(x) si 
verifica las condiciones: 


D1) D (x) es un divisor co- 
mún de A(x) y B(x), 


D2) Cualquier divisor común 
de A(x) y B(x) es divi- 
sor de D(z). 


Una expresión entera M(x) 
es un m. c. m. de las expresio- 
nes enteras A(x) y B(x) si 
verifica las condiciones: 


M1) M(x) es un múltiplo co- 
mún de A(x) y B(x); 


M2) Cualquier múltiplo co- 
mún de A(x) y B(x) es 
múltiplo de M(x). 


Según estas definiciones, dos distintos m.c.d. de A(x) y 
B(x) deben ser asociados ($ 17-2, a,), y por lo tanto, difieren 
sólo en un factor constante ($ 17-2, a2). Lo mismo ocurre en 


el caso del m. c. m. 


De (b) y lo anterior se deduce: 


17 -3 


ltespecto a dos expresiones 
enteras A(x) +0, B(x) 40, 
vnjos coeficientes pertenez- 
enn a un cuerpo C, existe 
alempre un único m. c. d., 
A(x) - B(x), cuyo término 
de mayor grado tenga “coefi- 
ciente + 1, y los demás coefi- 
cientes pertenezcan a C, tal 
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Respecto a dos expresiones 
enteras A(x) 40, B(x) 40 
cuyos coeficientes pertenez- 
can a un cuerpo C, existe 
siempre un único m. c. m. 
A(x) -~ B (x), cuyo término 
de mayor grado tenga coefi- 
ciente + 1, y los demás coefi- 
cientes pertenezcan a C. 


que puede expresarse por la 
“eombinación lineal” [17-1] 
con factores s(x) y t(x), cu- 
yos coeficientes pertenezcan 
aC. 


d) Según (c), para que dos expresiones enteras A(x) y 
R(x) sean prinas entre sí, (§ 17-2, as), es necesario y sufi- 
ciente que A(x)- B(x) = 1, y entonces, y sólo entonces, se 
verifica: 

[17-2] = s(x) . A(x) + t(x). B(x). 

Si además B (x) divide al producto A (x) . V (æ), al ser 

prima con A(x), de [17-2], deducimos que: 

V(x) = s(x). [A (z). V(<)] + t(x). V().B(z), 
eon lo que B(x) divide a cada término del segundo miembro y 
entonces (por $ 17-2, b4), dividirá a V(x), es decir : 

di) Si una expresión entera B(x) divide al producto de 
don expresiones enteras A(x) . V(x), y es prima con una de 
ollaa, A(x), entonces divide a la otra, V (x). 

e) Podemos aplicar también aquí el algoritmo de EUCLIDES 
(4 5-6, a). Se apoya en el teorema: 

cı) Si R (x) es el resto de dividir A (x) por B (x), los 
polinomios A (x) y B (x) tienen los mismos divisores comunes 
que los B(x) y R(z). 

En efecto, de la identidad ($ 16-4) 

A=BQ+R, 
resulta que todo divisor de A y B lo es de A y BQ ($ 17-2, bs) ; 
luego, también divide a su diferencia, R ($ 17-2, b4). Recípro- 
camente, todo divisor de B y de R lo es de B Q y de R; luego, 
también de su suma. A. 
e2) Apliquemos a A y B el algoritmo de EUCLIDES: 





Qı Q: Qm+1 
A B R l ».. R-1 Ra 
Rı| R: 0 








Esto quiere decir (cfr. $ 5-6) que si A no es múltiplo de 
B=0 (grado de A > grado de B), pueden efectuarse las di- 
visiones enteras ($ 16-4): 
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A BQ, + Rı ; grado de R, < grado deB ; 
B R:Q2+ Rə ; grado de R < grado de R; ; 
R,= R2Qa+ Ra ; grado de Rs < grado de R; ; 
Ra- = Ra Qu +Rn ; grado de Ra < grado de Rmi ; 


Ron-1 T R mQna . 


Como el grado de los restos sucesivos va disminuyendo, de- 
be llegarse a un resto de grado cero, es decir, una constante. 
Si ésta no es cero, al dividir por ella resulta un resto cero. 
Sea, pues, R,, el último divisor, es decir, el que hace exacta la 
división. 

Los divisores comunes de A y B son los comunes a B y R,, 
a Ri y Ra.. a Ra- Yy R,, o sea son los divisores de R,, por 
ser el mismo R,, divisor de R,,... 

Si R, es una constante, A y B no admiten, pues, ningún 
divisor común literal, es decir, A y B son primos entre sí. 

Si R, no es constante, la función de mayor grado, entre 
sus divisores, es ella misma, o ella multiplicada por una cons- 
tante cualquiera. 

Por lo tanto: R,, es un m.c.d. de A y B, el que dividido 
por el coeficiente del término de mayor grado en Rm, dará el 
A - B, así obtenido por operaciones racionales. 

Si A es múltiplo de B, es A-B'=B; si B es idénticamente 
nulo, es A-B=A, 

Si los coeficientes pertenecen al campo de racionalidad Ca) 
(es decir, son números racionales), podemos operar siempre 
con números enteros multiplicando cada polinomio por el 
m. c. m. de los denominadores de sus coeficientes, y también se 
puede multiplicar cualquier dividendo parcial por el número 
conveniente, para evitar coeficientes fraccionarios en el cocien- 
te. También puede suprimirse cualquier factor numérico común 
a todos los términos de un dividendo. 


EJBMPLO: Hallar el m.c.d. de x° + 2x*'—x—2 y x*+22%*—23. 





x —2 x +2 
gt +22* —3 |" +20 —x—2|x0*—1 i 
—2 43423 2x’ — 2 m.c. d. = x'’— 1. 
la — 1 0 


El mismo algoritmo de EUCLIDES prueba como en $ 5-6, b: 


€s) Si dos expresiones enteras A y B, se multiplican por 
cualquier expresión entera H, o si ambas se dividen por un 
divisor común, el máximo común divisor queda multiplicado o 
dividido por H. En particular, los cocientes de dividir A y B 
por su m.c.d. son primos entre sí. 


f) Exactamente como en $ 5-6, a, se demuestra que: 
El mínimo común múltiplo de dos expresiones enteras se 
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obtiene dividiendo su producto por el máximo común divisor 
de ambas. Si éstas son primas entre sí, el m.c.m. es su pro- 
ducto. 


y) Para el caso de tratar los divisores y múltiplos comunes 
de más de dos expresiones enteras, se repiten palabra por pa- 
Inlbra los razonamientos y conclusiones expuestos ($ 5-7) para 
In divisibilidad numérica. 


4. Máximo común divisor y mínimo común múltiplo de los polinomios 
de varias variables. — a) La teoría de la divisibilidad de polinomios de 
varins variables es esencialmente distinta de la antes expuesta para el 
caro de una sola, porque la definición de división entera dada en § 16-4 
no en aplicable ya, habiendo sido preciso sustituirla por otra más amplia 
§ 16-6), mediante la admisión de factores que no contienen la letra or- 
denatriz. 

El teorema fundamental (de $ 17-3, a) tampoco subsiste. Por ejem- 
pla, en el campo absoluto de racionalidad Ca, consideremos el ideal B que 
mw obtenga a partir de x? y de xy por suma o diferencia de dos de sus 
elementos, o producto por una expresión entera q(x,y) cualquiera de 
voeficientes racionales, en número finito de veces. Dicho ideal B está for- 
wado por todas las expresiones enteras de coeficientes racionales que no 
tengan ni términos independientes de x ni términos lineales. Los elemen- 
tos del ideal B no idénticamente nulos de grado mínimo son de segundo 
rindo, y es evidente que x*eB, xyeB no tienen divisor común de se- 
ndo grado. 

Tampoco subsiste la fórmula (17-2], pues por ejemplo A(x,y)=x, 

(x, y)=Ņy" + x, son expresiones enteras primas entre sí, y sin embargo. 
» hay expresiones enteras, s(x,y), t(x, y), tales que: 

17-3] x.s(x, y) + (y+) .t(s,y)E l; 

aws el primer miembro no tendrá nunca término constante no nulo. Ob- 
“evene que si solo nos preocupamos de que las expresiones sean enteras 
renpocto de zx, considerando a y como un parámetro no nulo, es decir, 
lomnmos como coeficientes los del cuerpo Ca (y), se cumple [17-3] para 
n -1/y4°, t = 1/y°. Exigir aquí que los coeficientes de v sean también 
oxpresiones enteras respecto de y, sería análogo a considerar, en el caso 
de una variable x, sólo expresiones enteras con coeficientes enteros, y en- 
tonces, tampoco subsisten los teoremas de § 17-3. Así, 172=1 en Cn, 
y no existen expresiones enteras, s(x), t(x), con coeficientes enteros 
que cumplan w.s(x)+ 2.t(x)=1. 

Sin embargo, en el caso de varias variables, también puede formu- 
Inrse: 

aı) Teorema fundamental. — Entre los divisores literales comunes a 
varios polinomios, hay uno de grado máximo, al cual dividen todos los de- 
más; este polinomio único (salvo un factor constante) se llama máximo 
común divisor. i 


as) Teorema fundamental. — Si varios polinomios se multiplican por 
cualquier expresión entera H, o si todos se dividen por un divisor común 
H, el máximo común divisor queda multiplicado o dividido por H. 

De este teorema se deduce inmediatamente: 

da) COROLARIO: Si una expresión entera B divide al producto A H de 
dos polinomios, y es prima con A, divide a H. 

Porque siendo m.c.d. (A, B) = Const,, se deduce: 

m.c.d. (AH, BH) = H, 

y el divisor común B de AH y BH lo es del máximo común divisor H. 

La fórmula [17-1] tampoco subsiste. Por ejemplo, z'^° æy =x en Ca, 
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y sin embargo, no podrán existir expresiones enteras, s(x,Yy), t(x,y), 
tales que: 

x= æ. s(x, y) +y. t(s, y), 
pues el segundo miembro no tiene términos lineales. 


b) Supongamos ya estudiada la divisibilidad de polinomios de k va- 
riables, y establecidos para ellos los dos teoremas fundamentales a, y da, 
que hemos demostrado ya para k =1 (§ 17-3). 

Pasando ya al estudio de los polinomios de h 4+- 1 variables (x, y, +... 
t), los escribiremos ordenados según las potencias de una de ellas, del si- 
guiente modo: 


[17-4] A (x, Y, ..., t) =Aozx” + Aye”? + .,. + Anag + An, 
conviniendo en que aada letra mayúscula designe una expresión entera 
de variables y, Z, ..., t, con coeficientes pertenecientes a un cuerpo nú- 
mérico C. 


Estudiaremos separadamente los divisores independientes de x, y los 
que contienen esta letra. 


DEFINICIÓN: Se dice que un polinomio es primitivo respecto de una 
letra x, si no admite ningún divisor literal independiente de zx. 

La definición análoga, para expresiones enteras de una sola variable 
æ con coeficientes numéricos enteros, es llamar primitiva a la expresión 
cuyos coeficientes enteros no tengan otros divisores comunes que +1, 
Por ejemplo, 9—4x*? es primitiva (aunque no prima), mientras que no 
lo es 9+3x”. 

bı) Como suponemos ya resuelto el problema de hallar el m. c.d. de 
polinomios de h variables, es fácil hallar los divisores de A (x, y, ..., t) 


que sólo contengan las variables (y, z, ..., t); pues si A” es uno de ellos, 
debe verificarse 


[17-5] A (2,Y, ...,t) =A”. (Ale + A'n ... +A), 

y en virtud del principio de identidad respecto de la variable x, debe ser: 
[17-6] Ay =.A” A, AL=A"A),..., An = A” A'n; 

luego A” debe ser divisor de Ao, Az, ..., An. Y como, recíprocamente, 
todo divisor de los coeficientes lo es del polinomio, resulta: 

Se obtienen todos los divisores del polinomio A (x, Y, ..., t) que sólo 
contienen las variables (y, 2, ..., t), hallando los divisores comunes a los 
coeficientes Ao, As, ..., An 

b.) En particular, si hallamos el m.c.d. (Ao, As, ..., Ar) = A”, y di- 
vidimos por él, los coeficientes del polinomio obtenido A'.x”" + A'.x"* + 
+ ... + A' son primos entre sí (teorema a»), y por lo tanto, este poli- 
nomio no admite ningún divisor literal independiente de xw; es*decir, es 
primitivo. Recíprocamente, si el polinomio cociente es primitivo, y por lo 
tanto son primos entre sí sus coeficientes, es A” m.c.d. de los coeficien- 
tes del polinomio dado. Por lo tanto: 

Un polinomio A (x, y, ..., t) de h + 1 variables, admite una des. 
composición única de la forma A" . A’ (x, Y, ...,t), siendo A” (x,Y, ..., t) 
primitivo respecto de x, y A” independiente de x, única si se consideran 
como equivalentes las expresiones asociadas ($ 17-2, a,). 

A esta descomposición la llamamos normal. 

b,) Según (b,), todo divisor de A (zx, y, ..., t) independiente de x 
debe dividir a los coeficientes [17-6], y por lo tanto, a su m.c.d. A”; 
luego: 

Descompuesto el polinomio A (x, y, ..., t) en su forma normal 
A" A' (%, Y, ..., t), todo divisor suyo independiente de x es divisor de 
A”; y reciprocamente. 

c) Divisores primitivos de los polinomios de varias variables. — c1) El 
producto de dos polinomios primitivos es un polinomio primitivo. 
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Scan los dos polinomios primitivos: 
Ao x" + Aı x" C + Arg” +... + Anag + An, 
Bo x” + Bı y” + A + B; x” + .. + Bm- + Bn. 
niendo, por lo tanto: 
m. c. d. (Ao An ..., An) = const. 
m, C. d, (Bo, Bi, ..., Bn) = const. 

Supongamos que los coeficientes del producto admitan un divisor pri- 
mo común P, y como éste no puede dividir a todas las A, ni a todas las 
R., sean Ar y B: el primer coeficiente de cada polinomio que no sea di- 
vinible por P, En el polinomio producto, el coeficiente de x"+"**, eg: 

Ar Be + Anra Bra + Ar- Bra + s.. + Ao Bra + 

+ Ara B;-1 -+ Anra Ba + en. + Aro Bo, 
ruyos términos todos (excepto A, . B,), son divisibles por P, puesto que 
contiene cada uno un factor múltiplo de P; luego, también debe dividir P 
n Ar. B;, y siendo P primo, o divide a uno de los dos factores o es primo 
con él (8 17-2, b2), y entonces, en virtud del corolario del teorema funda- 
mental as), divide al otro. En ambos casos llegamos a una contradicción; 
luego, la hipótesis es falsa, 


ca) Descompuesto A (x, y, ..., t) en su forma normal A" .A' (zæ, 
M, ..., t), todo divisor D' (x, y, ..., t) primitivo respecto de x, es divisor 
de A’ (x, Y, ..., t), y reciprocamente. 

Porque si al cociente Q (x, y, ..., t) de A (x, y, ..., t) por D’ (x, 
V, ..., t) lo ponemos en su forma normal, tendremos: 


A (89 ...,t)=3Q".Q (2,4, ...1) .D'(%, Y ..., t), 
y como el producto de Q’ por D’ es también primitivo, en virtud de (ba) 
debe ser Q'. D' la parte primitiva de A. Es decir: 
A’ (x,y, ...,t) IQ (x, Y, ..., t). D’ (Œ, Y, ...,t) X const, 

cı) El dividendo y el divisor de una división entera tienen los mismos 
divigores primitivos comunes que el divisor y el resto, 

Sea A (x%, Y, ..., t) el dividendo, y H el factor por el que se ha multi- 
plicado para que el cociente resulte entero; es decir: 


I. A (2,4, ... t) =B (2,8, --.,t) .Q.(2,8, .-.,t) + R (2,8, ..., t). 
Todo divisor de A (zx, y, ..., t) y de B (x, y, ..., t) lo es de 
I.A (x, Y, ...,t) yde B (2, y, ...,t).Q(x, y, ..., t); luego, tam- 


bién del resto R (§ 17-2, b4). 

Todo divisor P de B y de R divide a H . A; pero siendo P primitivo, 
en virtud de (a) divide a la parte primitiva de H . A, que es la parte 
primitiva de A, luego divide a A. 

d) Algoritmo de EUCLIDES. — Dados los polinomios A (x%, y, .-., t) y 
B (x, Y, , t), apliquémosles el algoritmo de EucLiDeS de las divisiones 
sucesivas, previas las multiplicaciones convenientes de cada dividendo, por 
factores independientes de x para que el cociente resulte enteros He aquí 
el esquema del cálculo: 


Q: Qa Q: Quni y 
H.A | B; = R; HR| R: ... Hna Rn- | Rm 
R, R, 0 

El grado respecto de æ de los restos sucesivos Ri, Ro, ..., va disminu- 
yendo; luego, debe llegarse a un resto R» que carece de dicha letra, el 
cual hace exacta la división por él; o bien se llega a una división entera, 
conteniendo Rn las letras (x, y, ..., t). 

Los divisores primitivos comunes a A (2, Y, ...,t) y B lx, Y ..., t) 
son los divisores primitivos de Rn (%, Y, ..., t); luego, entre ellos hay 
uno de grado máximo, que es su factor primitivo, obtenido por la regla 
(ba); lo llamamos máximo común divisor primitivo. 

Al pasar cada resto a divisor puede suprimirse todo factor indepen- 
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diente de x, y así se simplifica el cálculo. Análoga supresión puede ha- 
cerse en los dividendos. Estas modificacignes alteran solamente el factor 
independiente de x, y por lo tanto, no modifican la parte primitiva de Ra. 


e) Resueltos ya los dos problemas anteriores, c» inmediata la obten- 
ción “del m. c.d. de dos o más polinomios de h + 1 variables, pues descom- 
puestos en su forma normal: 

A (£, Y, ..., t) A" .2A' (2,9 ..., t), 

B (x, Y, ..., t) B”. B (x,Y, ...,t),..., 

L (x, Y ..., t) L”.L' (x, y, ..., t), 
para lo cual basta calcular el m. c.d. de los coeficientes de cada polino- 
mio (que son expresiones de h letras), todo divisor común D. (x, y, ..., 
t) = D”. D’ (x, y, ..., t) ha de tener el factor D”, divisor de A”, B”, 
v.., L” (bs); y el factor D' (x, y, ..., t) ha de ser divisor de A” (x, 
Ys -..,t),de Bl (x, y, ...,t), ... y de L' (x, Y, ..., t) (ca); luego, en- 
tre todos los divisores comunes buscados, el de grado máximo es: 
[17-7] m.cd. (A”,B”,...,L”) xm.c.d. (A, B',..., L'), 
y cualquier otro, por tener el factor D” divisor del primer m. c, d, y el 
factor D' que divide al segundo, es un divisor de [17-7]. 

Queda, por lo tanto, generalizado para los polinomios de h +1 varia- 
bles, el teorema fundamental (a) de existencia del m, c. d., y dada la re- 
gla para calcularlo: 

Para obtener el m. c. d. de varios polinomios de h+ 1 variables, (x, 
Y, ..., t), se ordenan respecto de una de ellas, x, y se determina el m. c.d. 
de los coeficientes de cada uno de los polinomios (que son expresiones en- 
teras en h letras), sacándolo factor común en cada uno de ellos. Se cal- 
cula el m. c. d. de estos factores dependientes de h letras, y el m. c. d. 
primitivo respecto de x de los segundos factores primitivos respecto de x 
que han quedado en cada polinomio. El m. c. d. buscado es el producto 
[17-7] de dichos dos m. c. d.; así obtenido por sólo operaciones racionales. 


f) Si los polinomios dados se multiplican por una expresión entera 


arbitraria H (x, y, ..., t) = H”. H’ (x, y, ..., t), el primer factor de 
[17-7] queda multiplicado por H” y el segundo por H' (x, y, ..., t); lue- 
go, el m, c. d. queda multiplicado por H (x, y, ..., t). Queda así genera- 


lizado para h + 1 letras el segundo teorema fundamental (az), y por lo 
tanto su corolario, también llamado teorema de LEFEBURE DE FoURCY. 

g) Si el polinomio A (x, y, ...,4,v, ..., t) es reducible en el cuerpo 
variable C (v, ..., t) ($ 17-1, a), también lo es en ©. 

En efecto, hemos supuesto que A (x, Y, ..., 4, 0, ..., t), como expre- 
sión entera en v, y, ..., u, es producto A =f. q de las expresiones Í y P, 
enteras en x, Y, ..., u de grado no nulo en ellas, con coeficientes racio- 
nales en v, ..., t. Reducidos dichos coeficientes a un mismo denominador, 
multiplicando por él se obtiene: 


[17-8] 9(0,...,t).A(x%,Y,..,t) =f(x%,...,4,0,..., 1) .P(%,..., U, O, -., 1), 


en que 9 (v, ..., t) es una expresión entera env, ..., t, y fi y p. son ex- 
presiones enteras en %, ..., u, V, ..., t, efectivamente dependientes de 
alguna de las letras x, ..., u. Efectuada la descomposición normal (bx) 


de f,=f',.1f”, y de p,=9,. q”, respecto de una de las letras x, Y, ..., U 
de que efectiva y respectivamente dependan, 6 que es independiente de 
%, Y, --., u será primo con f”, p”,, por lo que según (as) dividirá al otro 
factor f',p',. Si simplificamos ambos miembros de [17-8] del factor co- 
mún 0, queda A igual al producto de factores no constantes de coeficien- 
tes en C, como queríamos demostrar. 


gi) Particularizando para una variable y el campo absoluto de racio- 
nalidad, el teorema anterior dice: Si el polinomio A(x) de coeficientes 
enteros es reducible en el campo absoluto de racionalidad Co, también 
lo es con factores de coeficientes enteros. Éste es el teorema (8 7-1, b) 
que ha servido de introducción a la teoría del número real. 
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y:) Además, vemos que si una expresión entera A (X, ...p U, V, ... 
t) es prima en el cuerpo C, también lo es en el cuerpo variable C (v, 
, t) de cualesquiera v, ..., t elegidas entre las £, Y, ..., Uy O, ..., È 


lis decir, si A es irreducible en C, no admite tampoco divisores no-cons- 
tantes y no asociados a A que tengan por coeficientes expresiones racio- 


nales en v, ..., t. El reciproco (o mejor, el contrario del directo) es evi- 
dentemente cierto. Sin embargo, no debe interpretarse equivocadamente 
el significado de este teorema. El polinomio A (x, Y, ..., 4,0, ..., t), 


irreducible en el cuerpo C, puede ser reducible en el mismo cuerpo cuando 
Mm ..., t se consideran como parámetros, aun conservándose irreducible 
on el cuerpo variable C (v, ..., t). Así, por ejemplo: A = u*— vu es irre- 
o como binomio en u, v, incluso en el campo complejo C, pero 


= (u— Vv) (u+ Vv) es reducible, si v se considera como parámetro, 
aa es producto de expresiones enteras no constantes en u con coeficien- 
les irracionales en v; no obstante, A continúa siendo irreducible en el 
cuerpo variable C (v). 

h) El mínimo común múltiplo de dos o más polinomios de varias va- 
viables es el polinomio de grado mínimo divisible por cada uno de los poli- 
nomios dados, Como en el § 17-3, f, el m.c.m. de dos polinomios se obtiene 
dividiendo su producto por su m.c.d. El m.c.m. de tres polinomios se 
obtiene calculando el m.c.m. de dos de ellos y el de éste con el tercer 
polinomio; y así sucesivamente ($ 17-3, g). Así, pues, el cálculo del m. 
c.m. de varios polinomios de varias variables se efectúa con operaciones 
racionales. 


1) Fracciones algebraicas irreducibles. — Una fracción algebraica 
P/Q se llama irreducible si las expresiones enteras P y Q son primas en- 
tre sí. Para hacer irreducible una fracción basta, pues, dividir ambos 
términos por su m.c.d. Esto completa el resultado. § 15-1, c, pues per- 
mite transformar cualquier expresión racional en otra equivalente de la 
forma más sencilla. 

Si la fracción irreducible P/Q contiene una sola variable æ, no pue- 
den anularse P y Q para un mismo valor x =a, pues entonces serian am- 
bas divisibles por —« ($ 16-5, c). Por lo tanto, para hallar el verda- 
dero valor de una expresión racional de una sola variable, acudiremos a 
ln fracción irreducible equivalente. 


5. Descomposición en factores primos de un polinomio de 
una o más variables: teorema fundamental — a) El teorema 
fundamental de la descomposición en factores primos de un 
número entero ($ 5-8, b) se conserva y tiene la misma tras- 
cendencia en la divisibilidad algebraica. Demostremos que: 


Una expresión entera no constante A de una o más varia- 
bles con coeficientes pertenecientes a un campo de racionali- 
dad C, se puede descomponer en factores primos en C. La des- 
composición es única, salvo el orden de los factores y la equi- 
valencia de expresiones asociadas ($ 17-2, &4). 


En efecto, si A no es irreducible, tiene por lo menos ($ 17-2, b,) un 
divisor primo: a. Sea A, el cociente de A por a, de grado menor que A. 
Si Aı es primo, la descomposición está hecha; en otro caso, A, tendrá 
otro divisor primo no constante, a:, que puede ser o no asociado al as. 
Así siguiendo, se descompone A en un producto 


[17-9] Å = Qt Az% ... 0,%r, 
donde Ois Qay ..., % Son números naturales, que indican la llamada mul- 
tiplicidad de cada factor primo de A, mientras que œ, as ..., Ar son 


expresiones enteras no constantes, irreducibles en C y no asociadas dos 
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a dos. Si nı Ma, ..., Ry son los grados de tı, 42, ..., dr, y n es el grado 
de A, se tiene: 
[17-10] N = Ma F MN + ... + Arar, 

La descomposición [17-9] es única. En efecto, todo factor primo b 
de A divide al producto 01% (y% ... Q,%r, lo que implica (§ 17-4, as; 
§ 17-2, b2) que b divide por lo menos a uno de los factores; por lo tanto 
($ 17-2, as), será asociado a uno de ellos, pcr ejemplo, al a,. Tampoco A 
puede ser divisible por una potencia f, de a, mayor a la «, obtenida an- 
teriormente, porque la expresión entera A: q, debería ser divisible 


por as, lo que es imposible, por haber supuesto que ae}, ..., Ar no Son 
asociadas a a». 


EJEMPLO: Recordemos que la descomposición en factores primos se 
efectúa respecto a un determinado campo de racionalidad C de los coefi- 
cientes del polinomio dado. Sea A (x) = 4 x* + 4xé + x* — 8x* —8x —2 
que admite la descomposición 

A(x) = (4x* — 8) (x +3) = (2% +1)” (x* —2); 
el segundo y tercer miembro representan la misma descomposición, pues, 
salvo el orden, los factores son respectivamente asociados. En el campo 
absoluto de racionalidad C, los factores primos de A(x) son xt—2 con 
multiplicidad 1, y x + 3 con multiplicidad 2. La descomposición de A (x) 
en factores primos del campo real es: 

Alx) = 4(æ + V 2) (2 + Y 2) (x— Y 2) (x + 3)”, 


mientras que en el campo complejo es: 
A(x) = 4(x +: V 2) 0—1V2) (a + Y 2) (u— Y 2) (a + 3)". 


b) La efectiva descomposición de un polinomio de una o 
más variables en sus factores primos ofrece dificultad mucho 
mayor que la obtención del m.c.d. o m.c.m. de varios poli- 
nomios. Problema no tan difícil es el de reconocer si un 
polinomio es o no irreducible, pues ello puede hacerse por 
operaciones racionales, y saber también en cuántos factores 
primos se descompone. De todos modos, en muchas cuestiones 
basta saber que existe una descomposición en factores primos 
de un polinomio dado, aun cuando no se sepa realizarla efecti- 
vamente. 


c) Las aplicaciones del teorema fundamental de descompo- 
sición en factores primos de un entero ($ 5-9) subsisten en la 
descomposición algebraica. En particular, el m.c. d. de varios 
polinomios, de una o más variables, es el producto de los fac- 
tores primos comunes a todos ellos, tomados con la multiplici- 
dad mínima con que figura en cada uno; mientras que el m. c. m. 
es el producto de los factores primos, comunes y no comunes, 
de todos los polinomios, tomados con la multiplicidad máxima 
con que figura en cada uno. 

Sin embargo, el método de las divisiones sucesivas permite 
calcular el- m. c. d. y m. c.m. de varios polinomios sin conocer 
sus factores primos, mediante operaciones racionales; en cam- 
bio, la descomposición de un polinomio en sus factores primos 
implica generalmente efectuar operaciones irracionales. 
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EJERCICIOS 


1. Demostrar que los números fraccionarios (racionales no enteros) 
no forman campo de racionalidad. 


2. Hallar cuáles de los polinomios siguientes son reducibles en el cam- 
po absoluto, en el campo real y en el campo complejo: a) xt + æ + 1; 
b) æt + x — 1i; co) “+x+1. 

3. 19) Encontrar cuerpos mínimos de base finita sobre el campo ab- 
»oluto en el que sean reducibles cada uno de los polinomios anteriores; 
2°) Hallar un solo elemento cuya adjunción al campo absoluto hace re- 
«lucibles a todos ellos. 


4. Demostrar que si ax" + ax"* + ... + 4, es irreducible, tam- 
bión lo es dy 401% +... +0n2”, 
5. Escribir todos los polinomios asociados al x? + 2% — 1 en el cuer- 


po de coeficientes formado por los enteros (mód. 5). 

6. ¿En qué cuerpo de coeficientes enteros mód. nes 2 + a+ x +1 
divisible por æ’ + 3x + 2? 

7. Hallar en Ca, el m.c.d. de 15x* + 7T1x* + 604? — 56 y 8g — 

- 17 xt — 20 x? + 84, y expresarlo en la forma [17-1]. 

3. Hallar en Ca, el m. c. d. y el m. c. m. de 16x? — 1, x — 42* 
1| — 8x + 16x’, por operaciones racionales y por descomposición en fac- 
tores primos. 

9. Hallar el m.c. d. de 8x°— 4gx°y + Bxy* —2y, 4x — Txy + 3y. 

10. Demostrar, por reducción al absurdo y aplicación de $ 17-4, ga, 
que dx” + ajax"? +... + a, es irreducible en el campo absoluto de ra- 
cionalidad si se cumple que los enteros a,, da, ..., An, pero no el a), son 
divisibles por un número primo p, y además, que a, no es divisible por p° 
(1, G, EISENSTEIN). 

11. Mediante el cambio x = y + 1, demostrar que para p primo es 
toa... +x + 1 irreducible en el campo absoluto de raciona- 
lidad. 

12. Simplificar: 1°) 


a — 3e + (a — 1) Vae — 4—2 p 
e — 3x + (æ — 1) VA — 4+2’ 


(a + y — e — y 


D) ate 


§ 18. CEROS DE LOS POLINOMIOS DE UNA VARIABLE 


1. Teorema fundamental del álgebra. — Una ecuación al- 
gebraica en una incógnita z es una condición (§ 15-2,a) del 
tipo . 

[18-1] f(z) = aoz” + a2 1 +... + an1? + n = 0, (ao 40), 
obtenida igualando a cero un monomio o polinomio f(z) de 
grado n en z, de coeficientes reales o complejos. El valor o los 
valores de z que verifican la ecuación, dependen de los coefi- 
cientes %o, %1, ..., An, y aun solamente de las razones de n de 
estos coeficientes al restante, supuesta no nulo, pues para re- 
solver [18-1], basta sacar a éste factor común y anular el po- 
linomio que quede. Para n = 2, las soluciones de [18-1] no 
pueden expresarse racionalmente en función de los coeficien- 
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tes, fuera de casos particulares. Si la ecuación [18-1] es del 
tipo binómico, as?” + a, = 0, sus soluciones vienen dadas por 
la obtención de las n raíces n-ésimas ($ 10-2) de —a,/do. 
Por extensión, se llaman raíces a las soluciones de [18-1], es 
decir, a los valores reales o complejos de 2 que la verifican. 
Dichas raíces son los ceros del polinomio que constituye el pri- 
mer miembro de la ecuación [18-1], entendiendo por cero del 
polinomio a un valor de z (nulo o no) que anule a dicho polino- 
mio. Por $ 16-5, c sabemos que la condición necesaria y sufi- 
ciente para que a sea raíz de [18-1] es que el primer miembro 
de [18-1] sea divisible por z — e. 


Si a pertenece al campo de racionalidad en que se consideren los coe- 
ficientes de la ecuación ($ 17-1), ello significa que su primer miembro 
será reducible en dicho campo. Por lo tanto, una ecuación algebraica irre- 
ducible en una incógnita, no tiene raíces en el campo de racionalidad a 
que se refiera su irreducibilidad (se entiende de su primer miembro, 
siendo nulo el segundo). Por ejemplo, la ecuación 2" + 1=— 0 es irredu- 
cible en el campo real, y precisamente para hacerla reducible se ha am: 
pliado dicho campo real al complejo, por adjunción de i (§ 17-1, a). Sin 
embargo, el campo complejo es ya suficientemente amplio como para que 
en él hallen solución todas las ecuaciones algebraicas, según afirma el 
siguiente 


TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ÁLGEBRA: Toda ecuación alge- 
braica [18-1] en una incógnita z de grado n= 1, con coefi- 
cientes reales o complejos tiene por lo menos una raíz (real o 
compleja). 


Probaremos primero que existe un valor 2=f,, para el que |f(z)| 
alcanza un valor mínimo Y=|f(3,)|, es decir, tal que para todo otro z 
es |f(2)| > |f(%.)] =Y. El teorema quedará demostrado si luego se prue- 
ba que ha de ser y=0, 

Definamos en el campo real la siguiente cortadura (§ 7-6, d): perte- 
nece a la clase superior todo número real c' para el cual existe algún 
punto complejo z, tal que c' = |f(z)|; en cambio, si para todo valor en 
el plano complejo de z es c< |f(2)|, entonces c pertenece a la clase in- 
terior; por ejemplo, los números negativos. El elemento de separación 
Y 0 de dicha cortadura (siempre existente) se llama extremo inferior 
del conjunto |f(z)| ($ 23-14); vamos a demostrar que dicho extremo in- 
ferior y es accesible o mínimo ($ 23-14). 

















Sea a = máx. (|a|, |& |, ..., | an], Y + 1), y tomemos R > 21 a/| a, |. 
Entonces, para |2|>=R> les: 
CI n| la ]+]a +... +lmf ¿ne _ |a] 

E R = FS Do 
y por lo tanto: 

g = |z ¿y e &r \| > 
[48-2] jf] = |e (at a) a 

n Os ej E g. 1 ¡| R" 
el (la. 1— dl ) > 2 (GWi¡R O 





En el plano complejo z, fuera del cuadrado Qı, de lados paralelos a 
los ejes coordenados, centro 0 y semilado R, los valores de |f(z)| cum- 
plen [18-2], y por lo tanto el conjunto |f(z)|, para las z pertenecientes 
a Qı tiene y por extremo inferior. Subdividamos Q: en cuàtro cuadrados 
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congruentes entre sí, por medio de paralelas a sus lados. Por lo menos 
u uno de estos cuadrados, tomados con sus perímetros, tiene que corres- 
ponder un conjunto |f(z)| que tenga Y por extremo inferior. Si hay más 
de uno, escojamos el primero que se presente por abajo primero y por la 
izquierda después: llamémoslo Qa. Si con Q: se procede como con Qı, ob- 
tendremos otro cuadrado: Q., cuarta parte de Q:, al que tomado con su 
perímetro corresponde un conjunto |f (z)| que tiene y por extremo infe- 
rior. Continuando indefinidamente este proceso, vemos que las proyeccio- 
nes de los cuadrados Q, sobre los ejes coordenados forman encajes de 


mtbervalos ($ 7-4) que determinan la parte real y parte imaginaria del 
número complejo Y, tal que su afijo está contenido en todos los Q,. 


Vamos a ver que entonces ha de ser | f(%,)| = y, pues si fuese | f(3,)| — 

Y= > 0, vamos a llegar a una contradicción. En efecto, para cual- 
quier valor "complejo z fii o, consideremos un incremento complejo h, y 
para calcular f(z + h) podemos aplicar ($ 12-1) la potencia del binomio 


(+ ay”, (»=1,2,...,1n), dando: 
[18-3] f(z+ h) = f(z) + bih + bak + ...+ brih"” + bah’, 


donde ba = a0% 0, con b, bza ..., ba- dependientes sólo de z, pero no 
de h. Sea: y 
| 18-4] m =: máx. (|b l, | bal, ..., | bri), 


y tomemos z =% Todos los puntos de un cuadrado Q „con » suficiente- 


mente grande, son de la forma /,+h, con h complejo tal que |h|< 
C u/(2mn +u), y entonces es: 
el As a a 


es decir: 
f(a + h)| > i f(%)| —}ł a= y + 3 E, 
y los valores de |f(2)| correspondientes a los puntos de Q, no podrían 


tener Y por extremo inferior, contra lo supuesto. Por lo tanto, # =0, 
niendo | £(3,) | =y. 

Probemos, finalmente, que y —0. Para ello bastará ver que si fuera 
y = |f(%})| > 0, existiría siempre otro valor, Y,+h, para el que 
P£(% +h)| < 1£(%,)1 = Y, lo que es absurdo, por la definición de y como 
extremo inferior del conjunto de los |f(2)|. En [18-3] habrá una pri- 
mera b, %0. Tomemos h tal que 


|h | = mín. (et, E ] ) ; Arg(b,h') = Arglft(1)] + 7. 


en que m viene dado por [18-4], y al ser también |b,h'| < |f(%,)1, el 
nfijo de f(Z,) + b,h* estará alineado con 0 y £(%,) y entre ellos, es decir: 





1£(4) + bah’ | = |£(5)| = lbh]. 
Entonces, es: 
f(t.+h) = DiR bih! + baik 4. To (db, 30); 
binh +. sar [elo Ihi. ditt. . +]b,|) < 
EPID IE) Hbk) + baak t. +bk'| < 
< IERA] — |b h" | + lo, k| = JEDI = Y, 


que como habíamos aae era airde suponer. Por lo tanto, Y=0, y 
el teorema fundamental del álgebra queda demostrado * 


2. Descomposición factorial. Relaciones entre las raíces y 
los coeficientes. — Hallado por el teorema fundamental del ál- 
gebra un valor que anule f(z), si se aplica el teorema del resto 
y regla de RUFFINI ($ 16-5), queda: 


f(z) = (2—(1) f1(2), 
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donde f,(2) es de grado n— 1. Volviendo a aplicar el teorema 
fundamental del álgebra: 

f,(2) = (2—£2) fa(z), 
y así sucesivamente, de donde obtenemos la descomposición fac- 
torial del polinomio [18-1]: 
[18-5] f(z) = a0l2—L1) (z —č2) ... (Z — én). 

No puede haber más de n raíces distintas en el campo real 
o complejo, por el principio de identidad (§ 16-1,a). En cam- 
bio, algunas de esas raíces pueden coincidir, y entonces: 
[18-6] f(z) = do (2— ¿9% (2%... (4 £)", 
donde kı + kz ... + k;, = n, llamándose a k;, orden de multi- 
plicidad de la raíz či. No son posibles dos descomposiciones 
[18-6] distintas: 

o(z — ġ)" ... (2z — 4)" = do (z — 1)" ... (2— E)", 
ya que si kı > K',, dividiendo por (2— £,)*”, en: 
o (2 a £, ) loz a (z 2z g)" = = lo . . (2 an ¿yu 
el primer miembro se anularía para 2= A y el segundo no; 
análogamente, k = ky, ...;, k;= ky. 

Así, pues, en el campo complejo, un polinomio de una va- 
riable de grado n > 1 no es nunca primo. Vemos también que 
en el campo complejo, un polinomio de una variable de gra- 
do n tiene siempre n factores primos (lineales), contándose 
cada uno tantas veces como indique la multiplicidad del cero 
correspondiente; es decir: una ecuación [18-1] de grado n 
tiene precisamente n raices distintas o coincidentes. 

Si los coeficientes a, de [18-1] son reales, para valores 
z y z conjugados (§ 9-4, d) serán a,z™" y a,„z⁄™" conjugados 
($$ 9-5, b, y 10-1), con vectores representativos simétricos res- 
pecto del eje real. Por tanto, sus sumas respectivas (r = 0, 1, 2, 

.., N) darán vectores ($ 9-5, a) también simétricos respecto 
del eje real. En definitiva, -como las operaciones enteras he- 
chas con números imaginarios conjugados dan resultados ima- 
ginarios conjugados ($ 9-4, d), los valores tomados por un po- 
linomio de coeficientes reales para números 2 y 2 imaginarios 
conjugados, son imaginarios conjugados, es decir: 


[18-7] f(2) =T(2). 


Por ser 0 el conjugado de 0, deducimos que las raíces ¿ma- 
ginarias de una ecuación algebraica de coeficientes reales se 
presentan a pares imaginarios conjugados; en consecuencia, si 
la ecuación es de grado impar, tiene al menos una raíz real. 
Además, por la forma de ir obteniendo ($ 16-5, a), los cocien- 
tes sucesivos, 1, (2), f2(2), ..., vemos que las raices imagi- 
narias conjugadas tienen en una ecuación algebraica de coefi- 
cientes reales el mismo orden de multiplicidad. 
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Si en la descomposición factorial [18-5] de un polinomio de 
coeficientes reales agrupamos el factor correspondiente a una 
raíz ¿+ 19, con el de su conjugada ¿— i 7, Obtenemos un tri- 
nomio de segundo grado de coeficientes reales: 

118-8]  [z— (+i n) ]. [z— (¿—i n) ]=(2—£) n? = 2p 2+9, 
| (p =—2b, 4 =$ +7?) 

Aplicado esto, con el orden de multiplicidad que correspon- 
da, en [18-61], podemos afirmar que en el campo real, todo po- 
linomio de una variable de grado n = 1 con coeficientes reales 
He descompone de un modo único en factores primos, tales que 
unos son binomios reales del tipo z —a, y otros trinomios rea- 
les del tipo (2— ¿+ y=24p2+9, (9=-2£, q = E + 7), 
pudiendo ser unos u otros distintos o repetidos. 


De la fórmula [18-5], al efectuar el producto e igualar coe- 
ficientes, se obtiene: 





== 2 Es, 

0 îi 

+= abeto tinia E Gi 
0 <j 


| 18-9] a 
a = éi ée čs +... + En-2 En-1 n= È ĉi Ej En 
7 i<j<h 


(—1)" T a Ei E2.. e Cne 


Para formar los sumandos se toman las combinaciones 
($ 11-3,b) de 1, 2, 3, ..., n elementos entre las n raíces. En 
las fórmulas [18-9] se expresan las raíces, acaso iguales, sepa- 
radamente, es decir, acaso sea či =L(2= .... 

En particular, para n= 2 se obtienen las conocidas rela- 
ciones entre raíces y coeficientes de la ecuación de segundo 
grado: 


A aa 
[18-101 1i F E2 = — a €1 3 > 


De la última [18-9] se deduce que si [a,/ao| <e”, existe al- 
guna raíz con |¿¡| < e, y del mismo modo, si |ao/an] < 1/K”, 
existe alguna raíz con |¿;| > K; lo primero quiere decir que 
para |an| suficientemente pequeño respecto de |ao|, alguna ratz 
tiende a cero (5 24-1); lo segundo se expresa diciendo “intui- 
tivamente”, que si una ecuación de grado n se reduce a grado 
n— 1, envía una de sus raices al infinito. Del mismo modo se 
demuestra que si las razones de los h últimos coeficientes al pri- 
mero tienden a cero ($ 24-1), hay h raíces que tienden a cero, 
y si las razones de los h primeros coeficientes al último tienden 
a cero, hay h raíces que tienden a infinito ($ 24-5). 
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EJERCICIOS 


1. Suponiendo que la ecuación [18-1] tiene sus ra1ces en progresión 
aritmética, calcular éstas. 

2. a) ¿Qué valor debe tener q, para que las tres raíces de la 
ecuación x’ — 3x* + 6x + q = 0 estén en progresión aritmética? Calcú- 
lense las raíces. b) Lo mismo para x* — 147 x* + 3234x + r =0. 

3. Resolver las ecuaciones anteriores, suponiendo que las raíces estén 
en progresión geométrica. 

4, La ecuación x* + 3x2" + qx + 3q = 0 tiene dos raíces cuya suma 
es cero. Calcúlese el coeficiente q y hállense las raíces. 

5. La condición necesaria y suficiente para que las raíces de la 
ecuación Avz* + 4A,2* + 6Asz?* + 4A,z2 + A, = 0 formen una cuaterna 
a—A , 4U—2% 
D—HM  Z2—2 


E A, As 


armónica, es decir, = —1, es la anulación del deter- 


minante 


A, As As|. 
As As A, 
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1. Ecuación de segundo grado. — a) Resolución y discusión. 
— La ecuación más general de segundo grado con coeficientes 
complejos, después de hechas las transformaciones explicadas 
en el $ 15-2, se reduce al tipo 
[19-1] axrH+bx+ec=0 a=0. 

i Multiplicando [19-1] por 4a, resulta la ecuación equiva- 
ente: 

4arx?+4abx+4ac=0, 
y observando que 4 ab x es el duplo del producto de 2 a x por 
b, podemos completar el cuadrado de 2 ax +b, sumando b? y 
restándolo al mismo tiempo, para que no sufra alteración. 
Resulta, pues: 
[19-2] (2a x +b)? — (b? — 4a c) =0. 

El número A = b? — 4 a c se llama discriminante de la ecua- 
ción, y la naturaleza de las raíces depende del valor de este 
número *. l 

Recordando que el producto de la suma de dos números por 
su diferencia es la diferencia de sus cuadrados, y que el cua 
drado de y A es A, la ecuación [19-2] puede escribirse así: 

(2ar+b+ VA) (Qar+b—vVa) =0. 


Los valores que la satisfacen son los que anulan a uno de 
los dos factores, es decir, los que cumplen la condición 





* No se confundan el discriminante b? — 4 a c de la ecuación [19-1], con el discrimi- 
nante 4ac — b? de la forma ar? + bay + ey?. 
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2ax+b+ va =0, de donde a A 
o la 


2axr +b=— yA=0, de donde x: = AN 
luego, la ecuación tiene dos raíces, y sólo dos, que están expre- 
sadas por la fórmula doble: 


—brvybi—tac 





[19-3] O 
a la cual conviene, a veces, darle la forma 
e ra e 
2a ` 2a a ` 


La diferencia entre las dos raíces es: 


2vVYa _ yA ENN 

E +0, sies  A=+0, 
y si en la fórmula [19-3] suponemos A= 0, resulta el valor 
único: 


La — Tı = 





b 
Ly = ty = — -2— 


2a* 

Obtenemos, pues, este resultado general: 

La ecuación de segundo grado tiene dos raíces, reales o ima- 
ginarias, que son distintas si es A 0, y se confunden si es 
A =0. 

Cuando los coeficientes son reales, el caso más frecuente, 
las dos raíces son reales si es A > 0, y son imaginarias si es 
A < 0, pues entonces las dos raices cuadradas de A» = — A' 


son + 4 y A’. 


EJEMPLOS: 1. Sea la ecuación 2x”+3x—2—0; por ser 4=9+4.2.2>0, 
admite dos raíces reales y distintas, que son: 


—3 +65 1 
SA AS 
yo —32V2%8 _ 35 4 2 
4 4 a =—3—ő _ 

E 


2. La ecuación 91 +12 + 4=0 tiene una raíz doble, por ser 
A = 12 — 4,9.4= 4 (6* — 36) = 0; 
esta raíz única es 


3. Las raíces de la ecuación x? + 2x + 2 = 0 son: 


—1ivV1-2=m—1+%4 
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4. Raíces de la ecuación x’? + (2— 1) — (3+31)=0: 


y = 241 Vi64+84  _ —2+14t (441) Ja=1+!18; 
T 2 T 2 zı =— 3. 
bı) Suma y producto de las raíces. — Sumando las dos raí- 
ces dadas por la fórmula [19-3], se tiene: 
— 2b b 
[19-4] Tı + Xo a 2.94 a a , 
y multiplicándolas: 
[19-5] 
_ (—b+va) (—=b—Va) _ YA _ tae _ e 
da 4 42 4 a? 4 q? a` 


La suma de las raíces es el cociente del 2? coeficiente, cam- 
biado de signo, por el 1%. El producto de las raíces es el co- 
ciente del 3% por el 1%, como ya sabíamos por [18-10]. 

b) Esta propiedad permite resolver elegantemente el pro- 
blema: hallar dos números, conocida su suma s y su produc- 
to p. 

Basta, en efecto, formar la ecuación de segundo grado: 
[19-6] e —sc+p=0, 

y sus dos raíces, cuando existen, cumplen la condición impuesta. 

Reciprocamente: si x,, 2 son los números buscados, la 
ecuación 

(x — xı) (x — z2) = 0, o sea x? — (zı + %2) 2 +2, %2 = 0, 
tiene estos dos números como raíces. Pero esta ecuación es la 
misma [19-6]; luego, las raíces de [19-6] son los únicos nú- 
meros que resuelven el problema. 

c) Variación del trinomio real de segundo grado. — Dado 
un trinomio de coeficientes reales: T = az? + bx +c para 
estudiar su valor numérico al dar a x valores reales cuales- 
quiera, distinguiremos tres casos: 


PRIMER CASO: Si A=b*?—4ac> 0, hay dos valores rea- 
les zı < 22 que lo anulan, y entonces se tiene idénticamente 
(§ 18-2): 

ax + bgr + ce = a (x — z) (x — z2). 

Si hacemos recorrer a x todos los valores reales posibles, 
resulta : 

cı) Mientras x se conserva menor que x, y que %, las di- 
ferencias xz — 2%, y xz — x% son negativas; luego, el trinomio T 
tiene el mismo signo del coeficiente a. 

c2) Mientras z toma un valor intermedio entre 2, y Zə, 
una diferencia es positiva y la otra negativa; luego T tiene 
signo opuesto al de a. 


$ 101 RESOLUCIÓN ELEMENTAL DE ECUACIONES POR RADICALES 253 


C3) Al tomar x valores mayores que z, y que xo, ambas di- 


ferencias son positivas, y por lo tanto, tiene T el mismo signo 
de a. 


EJEMPLO 5: El trinomio: — 2 x? + 7T% — 3 se anula para los valores 
xı =1/2, xa = 3; luego, toma los signos que indica el esquema siguiente: 
Signo — Signo + Signo — 
A 
lo] | 
0 1/2 3 


SEGUNDO CASO: Si es A= 0, hay un valor real único xı que 
anula a T, y se tiene: 


T = a (x — 2,)?, 


y como (x — xı)? es siempre positivo, para cualquier valor 
de x distinto de x, tiene T el mismo signo de a. 


Por ejemplo: — 4 x? + 12 x — 9 es siempre negativo, ex- 
cepto para el valor único 





3 
z’ que lo anula. 

TERCER CASO: Si es A < 0, como las raíces son imagina- 
rias conjugadas: 

, Li =a+B1, 2 =a—B1, 
será: 

T =a (x —a— Ri) (x —at+ Bi) = a[(z— a)? +8]; 
luego, T tiene el mismo signo que a. 

Resulta, pues, que los únicos casos en que el trinomio con- 
serva signo constante, son el 2° y el 3°. La diferencia estriba 
en que en el 2% caso hay un valor que lo anula, y ninguno en 
el 32, 

d) Inecuaciones de segundo grado. —- El estudio preceden- 
te nos permite resolver fácilmente una inecuación cualquiera 
de segundo grado, con coeficientes reales; porque después de 
hechas las reducciones convenientes, se transforma en uno de 
los dos tipos siguientes: 

ax+be+c>0 obien: ax +bx+.<c<0. 

Fijándonos, por ejemplo, en el primer tipo (al cual puede 
reducirse también el otro cambiando de signo a, b yc), comen- 
zaremos por hallar los valores de x que anulen al trinomio, es 
decir, resolveremos previamente la ecuación 
[19-7] aţ+tbr+e=0. 

Si ésta tiene dos raíces, 1, < %2, los valores que satisfacen 
a la inecuación son todos los comprendidos en el intervalo 
21 < Y < Lo si es a< 0; y las soluciones serán todos los valo- 
res excluídos por dicho intervalo, es decir, todos los números 
x< x, y los 2 > Lo, si es a > 0. 

Si la ecuación [19-7] tiene una sola raíz real xı, todo valor 
æ + %ı satisface a la inecuación, si es a > 0; y ningún valor 
siesa<o0. 
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Si la ecuación [19-7] carece de raíces reales, satisfacen a 
la inecuación todos los valores de x, si es a > 0; y ninguno si 
es a<O0,. 


EJEMPLOS: 6. Hallar los valores de x que satisfagan a la inecuación 
2x? + x — 15 < 0. 


Soluciones: e 
7. Resolver la inecuación 2 x* — 1,12 x — 0,213 > 0. 
Soluciones: 


x < — 0,15 y x > 0,71. 


8. Resolver la inecuación 5x* + 2x + 0,2 > 0. 
Soluciones: Todos los números, excepto el valor x = — 0,2. 


9. Resolver el sistema de inecuaciones: 
2 a* — + +3>0 


aai—4<0 
—2xX+3<0 
10. Hallar los valores de «a tales que la ecuación 


Soluciones: + <x<2. 


r’ + agx—a + Z = 0 
tenga raíces reales. 
Soluciones: 
a S a 5, ca > 1. 
e) Resolución trigonométrica de la ecuación de segundo grado. — 
Cuando los coeficientes de una ecuación 
[19-8] a+bepe=0 
son números decimales de varias cifras, y sobre todo cuando vienen dados 


por sus logaritmos, es muy práctica la resolución por medio de tablas 
trigonométricas. 


Ante todo, se reconoce inmediatamente la naturaleza de las raíces si 
se observan los coeficientes. Si es c< 0, las dos raíces son reales de sig- 


nos contrarios. Si es c>0 y comparamos 4c con b?, es decir, 2 Y e con 
|b |, según que se verifique: 
1 < 
3 lec + 0,30103 = lg|b], 
las raíces son reales distintas, reales iguales, o imaginarias conjugadas. 
i PRIMER CASO: c=—cCc'<0. (Raíces reales de signos contrarios): 
>0, 
Calculemos un arco £ tal que 


[19-9] A E 408 


y las raíces de Ed 8] son: 


pa b 4c 
Ni e==3( 1 1 t) = 
D A 1 7) =p “osfB>31 
5 2 + osk ) T 2c0s B ” 
que transformada en producto, y sustituyendo b por su expresión sacada 
de [19-9], da los valores 





t 19 -2 RESOLUCIÓN ELEMENTAL DE ECUACIONES POR RADICALES 255 


2V œ  sen?’(8/2) 2V _cos"(8/2) 
tg B cosg ? te B cos 8 


En resumen, obtenemos las fórmulas prácticas: 
xı = + V cub, X: = — V cota. 


SEGUNDO CASO: c7>0,b>0 y 2 Ve<b, (Raíces reales negativas). 
Calculemos un arco £ tal que 





de 
[10-10] Lre = sen £, 
y las raíces de la ecuación son: 

bo, b? _ b E SE l3cosf 
A == (1 Ieee AAA 


sustituyendo b por su valor sacado de [19-10], y pasando al arco mitad, 
obtenemos: 

De ió BE e A aa E 

sen $ 2? sen $ 2? 


y simplificando resultan las fórmulas prácticas: 








0 =— V cte £, æ: = — V ccotg £, 


TERCER CASO: c >0, b >0, 2 V c>b. (Raíces imaginarias). 
Como el módulo de ambas es V c, la expresión de las raíces es: 
b 
2vVe 
EscoLIO: Hemos supuesto b > 0; si fuese b < 0, bastaría cambiar x 


por —« en la ecuación [19-8], y ver en cuál de los dos casos queda ésta 
incluída; al final basta cambiar el signo de las raíces, 


[19-11] x = Vc (cos a + ¿sen a), siendo cos a = — 





2. Ecuaciones reducibles a cuadráticas. — a) Ecuación bi- 
cuadrada. — Entre las ecuaciones de grado superior que se re- 
ducen al segundo grado, mediante una sustitución conveniente. 
está la bicuadrada 





[19-12] axrt+bai+c=0. 

Poniendo y = x?, se transforma en 
(19-13] ay+by+c=0, 
y calculadas las raíces yı, Y», de ésta, las de la primera son: 

zı = + V Yn %2 = — Yi» £s = + V Ya La = — Y Ya, 
las cuales están dadas por la fórmula cuádruple 
. 5 - 

[19-14] Y — E IF — L, 


DISCUSIÓN: He aquí todos los casos posibles : 
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Raíces de [19-13] Raíces de [19-12] 
Dos reales positivas. Cuatro reales distintas. 
Una real positiva doble. Dos reales dobles. 
Una real positiva y otra Dos reales y dos imaginarias con- 
negativa. jugadas. 
Una negativa doble. Dos imaginarias conjugadas dobles. 
Dos negativas. Dos pares de imaginarias conjug. 
Dos imaginarias. Dos pares de imaginarias (conju- 


gadas si a, b, c son reales). 


EJEMPLO 1: 
æt— 1l +16 =0. 
Soluciones: 
a+ Y_11:+v57 
2 
%ı = 3,05 ..., X2 = — 3,05 ..., Xa = 1,31 ..., xı = — 1.31 ... 
b) Transformación de un radical doble en simples. — b,) 


Obsérvese que el radical doble que aparece en la fórmula 


[19-14] es del tipo 4/ A + y B, y conviene averiguar si es po- 


sible transformarlo en suma o diferencia de dos radicales sen- 
cillos, es decir, en la forma 


+ + VE = Ya = Va. 


Elevando al cuadrado, ha de ser: 


A+ VB=2x%+2%>2yw 122, 


y para que esta igualdad se verifique, es suficiente * que sea 
A = %ı + £a B = 4x t; 
luego ($ 19-1, b2), x, y x. son las raíces de la ecuación 
a—Azx+ E = 0, 
de donde: 


ty = 


A+ y A?—B A—vyA*?—B 
2 


Loa = 2 1. 


Resulta, pues, la identidad 


19-15 / = y LL + pap VAE 
[19-15] |/ A+ VB z + z 


donde se han de tomar al mismo tiempo los dos signos + ó los 
dos —, y los radicales en su valor aritmético, es decir, ambos 








* Se demuestra sencillamente este recíproco: sì es a + Vb = c + Vd, siendo 
a, b, c y d números reales racionales, y ni b ni d cuadrados perfectos, debe ser a = c Y 
= d, porque de lo contrario, llamando a—c= e, y elevando al cuadrado, resultaría 


e +b4+2e Vb = d; es decir, un número racional sería igual a uno irracional. 
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positivos. Esta transformación tendrá, pues, ventaja, y resuel- 
ve el problema, si A? — B es un cuadrado perfecto. 

b») Aplicando esta transformación a la fórmula [19-14], 
mo tiene: 

_ b br c i o c, 

A A A 
luego, tiene ventaja si c/a es un cuadrado perfecto. Sea, por 
ejemplo, la misma ecuación xt — 11 x? + 16 = 0; aplicando 
| 19-157], resulta: 

A =>, A? —B = 16; 

luego: 


as E - ¡ERE a A. A vB, aña 


que sólo exige el cálculo de las raíces y 19, y 3, mientras que 
el método ordinario exige calcular y 57, y 9,275 y v 1,725 

Obsérvese que la fórmula ($ 10-3) no es sino ésta [19-15], 
en el caso A? — B = æ +b = r. 

c) Ecuaciones recíprocas. — Prescindiendo de las bicua- 
dradas y de aquellas ecuaciones en que se observa la existencia 
de raíces racionales a (por ejemplo, + 1 ó — 1), las cuales se 
rebajan de grado dividiendo por el binomio x— a, las más 
sencillas son las de cuarto grado, llamadas recíprocas : 
[19-16] axt+da+cxr?+be+a=0, 
que tienen iguales los dos coeficientes extremos, y también igua- 
les los dos contiguos. 

Después de dividir por x?, se transforma en ésta: 


[19-17] a+) +o(24+ 2 J40=0, 


y llamando 





24 = z, de donde x? + z = 2 — 2, 
la ecuación [19-17] se transforma en ésta: 
[19-18] az +b2+c—2a=0, 


y resuelta [19-18] cada una de sus raíces, da un par de raíces 
de [19-16], resolviendo la ecuación en z: 
[19-19] a—2x+1=0. 


EJEMPLO 2: Sea la ecuación x*— 2x1 —2x+1=0. 
La ecuación transformada [19-18] es: 


2 22-2=0, 2=1:3V3, 
y sustituyendo en [19-19], obtenemos las eri soluciones: 


z= — (1+ V3 + V12), z =- (1 —V3zw v121). 
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d) Otras ecuaciones que se reducen a cuadráticas. — He aquí algu- 
nos ejemplos de otras ecuaciones que también se reducen a cuadráticas, 
las cuales pueden servir de tipo para la resolución de ecuaciones aná- 
logas. 


dı) 2r1—3xi+xw.=0 se puede escribir así: 
w? (2i—3 0+ +2 ) = 0, 
y poniendo xł =y, resulta yı = 1, y: = 2, yı = 0; luego, las soluciones 


son: 
vı = 1, x= 8, xı = 0. 


da) YVo—2Vx0+x0=0. 
Separando el factor Y x, queda Yx—2+ Vx=0, y poniendo 
Y= Y, basta resolver y? + y — 2 = 0, que da: y = 1, y: = — 2. 
Soluciones: X, = 0, xı = 1. Solución extraña: w: =: 16. 
2 gyi 
Poniendo (1* —a)*— y, resulta yy —my+1=0, y HA 


a=a+ V y=a + J= + A m—tmat v m+2>= Zv m — 2, 
-4 


fórmula que da cuatro valores. Sus raíces cúbicas son las raíces de la 
ecuación dh. 


e) Sistemas cuadráticos de ecuaciones. — Dado un sistema 
de n ecuaciones con n incógnitas, entre las cuales hay una de 
segundo grado y las demás lineales, se resuelve el sistema for- 
mado por éstas despejando n— 1 de las incógnitas en función 
de la restante, y sustituídas en la ecuación de segundo grado, 
se obtiene una ecuación cuadrática con una sola incógnita. Re- 


suelta ésta, basta sustituir sus valores en las fórmulas antes 
halladas. 


EJEMPLO 3: Sea el sistema 
(y + 23 + (24 3) + (2 + y) =l 
2(y +2) =" +2 
5(1 +2) =2 (+4) j 


Las dos últimas ecuaciones pueden escribirse así: 


T 2, 
2 z=% A 
f ET de donde 
2y—52=3x, _ de ae 
AE A 8 
30 3 








y sustituyendo en la primera, resulta: 


nalmente: 
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2 1 
e ra 2 = += “3 
v 30 


3 

HE AA 
v 30 v 30 

con dos soluciones correspondientes a las ternas de signos superiores e 

mberiores, respectivamente. 

("nando existe cierta simetría, como en este sistema, multitud de ar- 
tificios permiten simplificar la resolución, Basta deducir ecuaciones sen- 
allas que sean consecuencias del sistema; de este modo pueden introdu- 
arse soluciones extrañas, y habrá que comprobar si los valores hallados 
«utinfacen a las ecuaciones dadas. En el ejemplo anterior podemos eseri- 
hte asi el sistema 


wat 


(y +2) + ++) ++ 


S a a 


cievando al cuadrado las últimas, y sumando numeradores y denomina- 
dores, resulta, teniendo en cuenta la primera: 


RS AA a NA 
1 UN 4 k 25 > 80? 
luego, 
n+z=+ — eje iy de a+y= + 
V30” V30” V30 
Sumando las tres, sale: 
4 
e +y+z= tt — 
V30” 


y restando de ésta cada una de las anteriores, obtenemos las mismas dos 
lernas de valores que antes. 





3. Ecuación cúbica. — a) La ecuación general de tercer gra- 
do, reducido su primer coeficiente ay a 1 (para' lo cual basta 
dividir por ay todos los términos), es: 


[19-20] w? + a x? + az% +a = 0, 
; a a 
y poniendo gx = x’ — a el coeficiente de x? se anula, obte- 
niendo una ecuación sin segundo término, cuyas raíces son las 
di 


de la primera, incrementadas en . Bastará, pues, estudiar 


3 
las ecuaciones del tipo: 
[19-21] a+pr+q=0. 

Poniendo x = u +v, y agrupando los términos convenien- 
temente, la ecuación se transforma en: 

4 + 04340 (+0) +p (u+ 0) +q= 
=04 +04 (B3uvo+p) (u+ v) +q=0, 

la cual queda satisfecha por los valores que cumplan las con- 
diciones : 
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3uv =—p aaa 
[19-22] de donde: [19-23]; 27 

w +v = — q, w+ = —q 
luego, u* y vs son las raíces de la ecuación cuadrática : 
[19-24] pro aa 


27 
llamada resolvente de [19-21] *. Resultan así los valores: 


q | q? p* q 
19-25] u = —— AS 
[19-25] u 2 +y a T 2 


y extrayendo la raíz cúbica, obtenemos 3 valores de u y 3 de v, 
que dan 9 pares de valores; pero aunque todos satisfacen a 
[19-23], no todos cumplen las condiciones [19-22], pues la ele- 
vación al cubo ha introducido soluciones extrañas; debemos 
elegir solamente aquellos que satisfacen a la condición: 


[19-26] uv = — £. 

, Con esta restricción, las tres raíces (§ 18-2) de la ecuación 
vienen dadas por la fórmula debida a SCIPION DEL FERRO, que 
suele llamarse de TARTAGLIA o de CARDANO: 


A NEE 


b) Discusión. — Fijándonos especialmente en el caso en 
que los coeficientes sean reales, bastará elegir aquellos valores 
de u y v que dan al producto u.v valor real; distinguiremos 
tres casos: 


PRIMER CASO: — + ——-> 0. Entonces son reales las 


dos expresiones laser R u y v, a sus raíces cúbicas 
reales, los tres valores de u y v son: 


Ya, Ui. E, Ui. E 5; Vis Vi. E, Vi. E, 
siendo e y e las raíces cúbicas imaginarias de 1: 


—i+iv3 . =i Vs 
2 E 


e = ———— se= 


Las únicas combinaciones posibles que satisfacen a [19-26] 
nos dan las tres raíces de la ecuación; a saber: 


Xi =U +0, Zo = We FH Vie, Xa = We Hve. 


(real) (imaginarias conjugadas) 





* El número 27 qg? 4+ 4 pë se lama discriminante de la ecuación cúbica. 


A IAS RESOLUCIÓN ELEMENTAL DE ECUACIONES POR RADICALES 261 


2 3 
SEGUNDO CASO: -1 T = 0. Entonces resulta ui = %,, 
y las raíces son: 
£i = ZU, X = £g = Wa (e E) = — u. 
(real) (reales iguales) 


TERCER CASO: I + < 0. Entonces son imaginarias 


27 
conjugadas las expresiones [19-25]. Pongamos: 


enlculándose cómodamente p y 0 por las fórmulas: 


p? 
= — $ cos 0 = — H 
P | 27 E 


y los tres valores de u y v serán: 




















0 i 9 0 0 
53 cos + 1 sen £), pi cos -3- — 1 sen 5): 
0+42r,. 2727) Í 0427 . 0+2r id 
på (cos 3 +1sen—3—)» pá | cos 3 — 1sen 3 
pa (cos EET 4 isen a] pifeos E T isenf Etr) 


para que cumplan la condición [19-26] debe aparearse cada 
uno con el que tiene enfrente, y obtenemos así las tres raíces 
reales y distintas: 


tı =2 p? cos 22=2 p3 cos|L+ 1209), %3=2 p3 cos 4+ 240°) ; 


Éste es el caso llamado irreducible, porque el cálculo de los 
tres valores a que se reduce la expresión compleja, es preciso 
hacerlo trigonométricamente. 


EJEMPLOS: 1. Sea la ecuación: 
*+2+3x+4=0. 





Pondremos x => y resulta la transformada: 
ar + — Z —— z= 0 
q pP ai a _ 2.3.5 
4 T 27 — A 5 g — 3° Aa 


3 


7 
e n 
—L + È TE iy eVi -5 4—35 + 36,74235 
| yat 
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m= = Y 1,74235 = , 1,20331 = 0,40110 
pe J YTT =— + . 4,15520 = — 1,38507 
2 
w= Wi -F v — z= 1,65063 





Ca = (—2- 7-3) +i k- (4 — v,) = — 0,17468 -+ i. 1,54687 





u v 2 , V3 ¿ 
m=(— PG) 3 (ta — v) =— 0,17468 — i.1,54687 








2, æ? — 1,74 œ’ — 2,52 x + 3,97 = 0. 
Pondremos x=«uw'+ 0,58, y resulta la transformada: 
8 2 
æ" — 8,5292 æ’ + 2,118176 = 0 (E = <0 ) 
lg (—p) = 0,547676 le q = 0.325962 
lg (— p') = 1,643028 lg p = 0,105832 
lg 27 = 1,431364 lg 2 = 0,301030 
0,211664 lg (—cos 6) = 1.919100 
lg p = 0,105832 8 = 180° — (33053 50) = 1460610 
lg cos 480 42’ 3” 3 = 1 ,819537 
lg cos 110 17' 56" 7 = 1 ,991500 
lg cos 719 17' 56” 7 = 1,506002 
lg æ’, = 0,155844 | x’ = 1,43168 %ı = + 2,01168 
lg (— x':) = 0,827808 | 7. =-—2,12720 xı = — 1,54720 
lg X’, = 1,842309 ! æa = 0,69552 %a = + 1,27552 


4, Ecuación cuártica. — Si en la ecuación cuártica general 
(previa la división por el primer coeficiente) : 


[19-27] vt + a L F a + dax + d = O, 


efectuamos la sustitución x = z’ — 1.. obtenemos otra ecua 





ción sin segundo término, del tipo: 
[19-28] tp +agaz+r =Q. 

Procediendo como en la ecuación cúbica, pongamos x = u + 
+v+w, igualdad que, elevada al cuadrado, puede escribirse 


así: 
22— (uu +0v2+0w)=2(uv+vw+wu). 
Elevando de nuevo al cuadrado, 
xt — 2 (u2 4 022 002) 224 (ue +4 024 w?)? = 
=4 (4 4 12w2+wu)+8u0w(u+v0+w), 
o bien: 
yi — 2 (u + v? + w?) x? —8uvw r+ (wW + v + w)? — 
—4 (wv + wtw u) = 0, 
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y la ecuación [19-28] queda satisfecha si obtenemos valores de 
u, v, w, que satisfagan a las condiciones: 
w +v? + w = — p/2 
| 19-29] [aswan 
(W+ +w)? — 4 (u2 024 0? w? 4 weu?) =r 
Flevando al cuadrado la segunda, y combinando primera 
con tercera, resulta : 
w+ v + w = — p/2 
| 19-80] jo v? w? = q?/64 
wV +H wyw u = (pP —4r)/16; 
luego, u?, v?, w? son raíces de la ecuación: 
[19-31] 
eu) yo) ie) =p Ly 


llamada resolvente de [19-28]. Resolviendo esta ecuación 
[19-831] obtendremos tres valores Yı, Y2 Ya, Y extrayendo sus 


raíces cuadradas resultan los valores + V y, para u: los valo- 


res + V y: para v, y los valores + Vys para w; los ocho pro- 
ductos u v w que pueden formarse son dos a dos opuestos, sien- 
do cuatro de ellos iguales a — q/8 y los otros cuatro iguales 
a -+ q/8; prescindiendo de estas soluciones extrañas introdu- 
cidas por la elevación al cuadrado, elegiremos las cuatro ter- 
nas de valores que cumplen la condición [19-29], o sea u vw = 
— —(/8, y así resulta la fórmula 


[10-82] £= =+ Vy + VY+ Vys» 

que da las cuatro raíces de la ecuación, debiendo calcularse 
Vi Va Ys como raíces de la ecuación resolvente [19-31], por la 
rogla de TARTAGLIA o por otro método de resolución. 


DiscusióN: Si los coeficientes son reales, y prescindimos 
del caso q =0 de la ecuación bicuadrada, ya estudiado en 
$ 19-2, a, como el producto de las tres raíces de la resolvente 
[19-31] es positivo, caben tres casos: 

19 Las tres raíces Y, Y2 Ys son reales positivas; 2% Una 
positiva y dos negativas; 3% Una positiva y dos imaginarias 
conjugadas. 


— 0, 





PRIMER CASO: Siendo reales positivas las tres raíces Yı Y2 Y3, 
son reales sus raíces cuadradas, y las ternas u vw que cum- 
plen la condición [19-29] dan las siguientes raíces: 


Va+Va+vVvvw; Vua—vVyu—V; 
—VnN+VYa—VvYw; —VYA—vVy + VY 


jueno<o 
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—Vn+V I+ VY; — Vn — Vy— Vn ; 
+V yt V Y—V ys; +V y — Vy + V Ya 


La ecuación [19-28] tiene, pues, cuatro raices reales, que 
son todas distintas si lo son Yı, Yz, Ya; pero habrá dos iguales, 
f tres, si la ecuación [19-31] tiene dos raices iguales o lo son 
as tres. 


siesq>0 


SEGUNDO CASO: Sea yı > 0, Y2 < 0, Ya < 0; las raíces cua- 
dradas de yz, Ya son entonces de la forma + ai, + Bi, (a >Q, 
B > 0) y las mismas fórmulas anteriores nos dan las raíces: 


VUN+l(a+ pi  Vy—(a+8B)1; 


ON si es q >0, 
—V Y+la—B)i — V Yı + (B—a) 1 
—V Y + (a+ Bd —Vy—la+ pri] 
si es q <0, 


Vg+la—B)i,  Vy+(B—0) d; 


que son imaginarias conjugadas dos a dos, si a B; pero si 
«a = B, hay dos reales iguales y dos imaginarias conjugadas. 


TERCER CASO: Sea yı > 0; Yz e ya imaginarias conjugadas. 
Las raíces cuadradas de estas últimas serán de la forma 
+ (a+iß), + (a —1f8), y obtenemos como raíces: 


— VY+H2a;— Vy—2 45 VYy+218; Vy—21f8,8ies q >0, 


VYy+2a; VYy—2a5- Vyi +21 B;— Vy—2 1 B, sies q <0, 


luego, hay dos raíces reales desiguales y dos imaginarias con- 
Jugadas. 


Nora: La importancia teórica de la fórmula [19-32] estriba en que 
con ella queda resuelta la ecuación general de 4% grado, por medio de 
una expresión algebraica irracional respecto de los coeficientes; pero su 
valor práctico es casi nulo; por eso no ponemos ejemplos numéricos. 


EJERCICIOS 


1. Dos trenes parten a la vez de A y B. Al cruzarse, el tren de A 
ha recorrido 20 km más que el otro, y llega a B 45 minutos después, mien- 
tras que el otro tarda aún 1* 20" en llegar a A. ¿Qué distancia hay en- 
tre A y B? 

2. Un recipiente de 750 litros puede ser llenado por un grifo en un 
cierto tiempo. Si se agrega otro que arroja 200 litros por hora, se necesita 
una hora menos. Se pide: a) Cuánto arroja por hora el primer grifo y 
cuánto tiempo tardará en llenar el recipiente; b) Dar una interpretación 
física de la solución extraña que aparece en la ecuación resolvente. 

3. Obtener la relación que debe existir entre los coeficientes de la 
ecuación [19-1] para que una raíz sea doble de la otra. 
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4d. ¿Para qué valores de x los puntos de la recta y =2xw +3 distan 
tnos del eje x que los de la recta y = 6 — x? Gráfica. 

db. Resolver 8 z” + 999x = 125. 

O. Resolver V x —2 + Vz = x“ — 1. 

T. Resolver 10 x° — 19 xë + 11 x* — 28 x? + 11x? — 19% + 10 =0. 

K. Resolver: a) 8° — 8%”? = 30; 

140 i-r 
o EA) 

e 
c 


Y, Resolver el sistema: eN = E O ES 


Eje 


10. Resolver el sistema: 


A E. Y ¡ ryz=owm. 
a b o 
11. Un rectángulo de 34 dm de perímetro gira alrededor de su mí- 
«leon mediatriz y ongendra un cllindro de 550 dm* de volumen. Calcular 
lan longitudos de los lados del rectángulo, tomando T — 22/7. 


12. Para resolver la ecuación cuártica x* — ax*+bxw+c, basta de- 
locmianr un número z tal que el segundo miembro de (x*+2)? = 
(a. 22) 0" ba. (c+ 2*) sea un cuadrado perfecto en x. Así se ob- 
liouno una ocuación cúbica para z cuyas soluciones permiten hallar las de 
la ecuación dada. Hágase el desarrollo completo y discusión. 








NOTAS AL CAPÍTULO IV 


l. Números algebraicos y trascendentes. — a) Definiciones. Teorema 
de CANTOR.  - Como un número racional, x = p/q, es raíz de una ecua- 
olôn yw -p:=0, es natural generalizar el concepto de número racional, 
Hamando número algebraico a todo número real o complejo x, raíz de 


una ecunción algebraica ($ 18-1): 
[IV 1] f(x) = ax" + ax? ... + Onix + An = 0, 

(1>1, 0.0), e 
de aveficientes a enteros. Son números algebraicos: 3, 2/5, v2, 
M -iW5b, V2—V2, ..., y también otros que no pueden expresarse me- 
dinnte radicales (cfr. $ 23-8). 

Es inmediato, por sencillo cambio de incógnita en [1V-1], que tanto 
el recíproco como la potencia de exponente entero de un número alge- 
braico es algebraico. Puede demostrarse fácilmente, utilizando la teoría 
de la eliminación ($ 42), que las raíces de una ecuación algebraica con 
coeficientes algebraicos son también números algebraicos. De ahí se de- 
duce que las operaciones de suma, diferencia, producto, cociente, poten- 
ciación entera y radicación en número finito de veces entre números alge- 
braicos, dan como resultado un número algebraico. 

Los números no algebraicos se llaman trascendentes, pues “trascien- 
den la potencia de los métodos algebraicos'”? (EULER). Que tales números 
efectivamente existen en el campo real, resulta del siguiente teorema de 
CANTOR: 

El conjunto de los números algebraicos es numerable, 

En efecto, si llamamos “altura” de la ecuación [IV-1] al número 
natural 

h=l|al+]al+... +14] +8n.>—1; 
entonces, para cada número natural k hay sólo un número finito de ecua- 
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ciones de altura h, y como cada una tiene sólo un número finito de raíces 
($ 16-1, a), hay sólo un número finito de números algebraicos correspon- 
dientes a ecuaciones de altura kh. En consecuencia, podemos ordenar los 
números algebraicos en una sucesión, comenzando por los de ecuaciones 
de altura 1, luego de altura 2 no considerados antes, etc. 

b) Teorema de LIOUVILLÐ. — Diremos que un número algebraico x 
es de grado n, si es raíz de una ecuación [IV-1] de grado n, pero no de 
ninguna otra de grado menor con coeficientes enteros, Si n>1 el nú- 
mero es irracional, pero si es real puede aproximarse tanto como se quiera 
por números racionales p/g ($8 6-6 y 7-4). El siguiente teorema de LI0U- 
VILLE (que luego utilizaremos para la construcción efectiva de números 
trascendentes) muestra que la exactitud de esta aproximación queda aco- 
tada en la siguiente forma: 

Para todo número real algebraico x de grado n > 1, cualquier suce- 





sión p,/ q, (r=1,2,3, ...) de sus aproximaciones racionales cumple la 
desigualdad: 
[IV-2] |=| et 

q q 


desde un valor de q suficientemente grande en adelante. 
Supongamos, en efecto, que x es raíz de [IV-1], y sea r = p/q; se 
tiene: 
f(r) = f(r) — f(x) = an-ı (r — 7%) + Qn-a (1° — 2°) +... + a (r* — x”), 
de donde resulta, dividiendo por r —*: 
LS a h a(r EE) ce H l 0). 
Si r = p/q difiere de x en menos de 1, se tiene entonces: 


E) leltari+2 lam] de l+) +... + 


r — 
+n |a| (z| +1) = M, 
y si ahora suponemos que el denominador q es mayor que este número 
fijo M, tendremos: 











pjs Eml UEM 
“q |> M aq ` 
Por ser a," +4.19"*p + ... + aop” entero y distinto de cero 


(pues en caso contrario f(r) = 0 implicaría que f(x) es divisible ($ 16-5, 
0), por x—r, y entonces x sería raíz de una ecuación de grado menor 


que n), se tiene: 
aae An Q" + arq pheta > + 


Así, pues, para cualquier q > M, donde M depende sólo de x=, ha de 
cumplirse 





i 
qu * 


a a 
a 





ga —| > — 
| q 
como queríamos demostrar. 


c) Números de LIOUVILLE. — Por el teorema de CANTOR (a) hemos 
visto que existen números trascendentes sin necesidad de construir nin- 
guno, pero antes que CANTOR demostró J. LIOUVILLE (1809-1882), basán- 
dose en el teorema (b), que es trascendente todo número (llamado de 
LIOUVILLE) de la forma: 


dı da d d dy 
[IV-3] z = -ier + pr + ET T be. 5 


= 0. dıda © 00d, 000 000 000 000 000 00d, 000 000 .... 
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donde d, son dígitos cualesquiera, de los cuales hay infinitos no nulos. En 
efecto, sea r la fracción decimal obtenida tomando las cifras de x hasta 
d+ 10"*!; entonces, 
[IV-4] lz—r,| < 10.101, 
y si fuera x algebraico de grado n, poniendo en [IV-2] p/q = r, = p/10*!, 
tendríamos para k suficientemente grande 

lx — ra | > 10 10D, 
que conjuntamente con [IV-4] nos daría la desigualdad k!(n +1) > 
> (k +1)! — 1, falsa para k suficientemente grande. Por consiguiente, 
x es trascendente. 

EscoLIo: El conjunto de los números trascendentes tiene en virtud del 
teorema de CANTOR (a) la potencia del continuo (Cap. II, nota II). La 
misma potencia tiene el conjunto de los números de LIOUVILLE [IV-3], 
pues se pueden poner éstos en correspondencia biunívoca con todos los nú- 
meros reales de (0,1] asociando a [IV-3] el número 0, d,dada ..., y ob- 
servando que todo número real de (0.1] puede escribirse de una sola ma- 
nera con infinitas cifras (por ejemplo 0,35 = 0,84999 ...). 

d) Resultados recientes sobre números trascendentes. — El estudio de 
la aproximación de irracionales algebraicos por números racionales se ha 
proseguido recientemente. El noruego A. THUE probó que en el teorema 
de LIOUVILLE (b), el exponente n + 1 puede reemplazarse por ¿n + 1, y 
posteriormente, el matemático alemán C. L. SieGEL logró reemplazarlo 
por 2 Y n, lo que da un resultado más preciso para n grande. 

Pero los problemas más interesantes consisten en probar el carácter 
algebraico o trascendente de ciertos números tales como 7 (razón de la 
circunferencia al diámetro), e ($ 8-8, c,) y los expresados de ciertas ma- 


neras tales como 2V2. En 1873, CH. HERMITE (1822-1905) probó que el 
número e es trascendente, y en 1882, por una generalización del método 
de HERMITE, logró F. LINDEMANN probar la trascendencia de 7, resol- 
viendo así, en sentido negativo, la cuestión secular de la posibilidad de 
cuadrar el círculo con regla y compás, es decir, de construir el lado de 
un cuadrado equivalente a un círculo dado (cfr. nota II, e). Además, 
LINDEMANN estableció la trascendencia de e” para todo +0 algebraico 


(de donde resulta la trascendencia de 7, por ser e” =-1 ($ 45) alge- 
braico, así como la trascendencia de lInx para x 4 1 algebraico). 

En 1900, el célebre matemático alemán D. HILBERT presentó al Con- 
greso Internacional de Matemática de París 23 problemas de formulación 
sencilla, pero ninguno inmediatamente accesible con la técnica matemá- 
tica de entonces (Góttingen Nachr., 1900). Gran parte de los “problemas 
de HILBERT” han sido resueltos, entre ellos el siguiente: Probar que 2 
es trascendente, o aun que es irracional. En 1930, R. KUZMIN y C. L. 
SIEGEL demostraron, independientemente, que más generalmente, es trascen- 
dente a V™ sija Æ 0 ymn les algebraico y n un número natural no cua- 
drado. El ruso A. GELFOND descubrió métodos para probar la trascen- 
dencia de otros números, tales como 2 Y%, al probar en 1934 (Sur le 
septième problème de D. HILBERT: Comptes Rendus de l1'Ac. des Sc. de 
PrURSS, (II), 2, p. 1-6) la trascendencia de todo número de la forma a' 
con a 0 y +1 algebraico y b irracional algebraico. De aquí se deduce 
que también los logaritmos decimales de los números naturales que no 
sean potencias de 10 son trascendentes. [Que son irracionales, puede verse 
fácilmente demostrado en el ejercicio 15 del $ 45]. 

Posterior y recientemente, la escuela de GELFOND continúa publican- 
do resultados que generalizan y amplían los indicados. 


IT. Problemas clásicos del álgebra. — a) La ecuación de primer grado 
se resuelve por operaciones racionales; si sólo se admite esta clase de 
operaciones racionales, la ecuación general de segundo grado resultaría 
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irresoluble ($ 19-1, a). Si se admiten raíces cuadradas, se puede resolver 
la ecuación de segundo grado, pero no la de tercero, pues ésta exige raíces 
cúbicas ($ 19-3, a), es decir, la resolución de una ecuación binómica auxi- 
liar. Se ha visto ($ 19-4) cómo se logra la resolución de la ecuación de 
cuarto grado con radicales de segundo y tercer grados, no siendo extraño 
que no aparezcan raíces de cuarto grado, pues éstas se reducen a dos ex- 
tracciones de raíces cuadradas. 

Parecía natural, pues, que las ecuaciones de quinto grado fueran so- 
lubles con radicales de segundo, tercero y quinto grados, y las de sexto 
con radicales de segundo y tercer grados, etc.; tal fué el problema que se 
propusieron los algebristas de los siglos XVI, XVII y XVIII, fracasando en 
su empeño. Todos ellos admitían únicamente como ecuaciones auxiliares, 
para la resolución de cualquier otra, las ecuaciones binomias de la forma 
[IV-5] z =a. 
por considerarse Ya como una operación aritmética simple; de aquí el 
nombre de raíces que se aplica a las soluciones de toda ecuación, aunque 
no sean expresables por radicales. Así planteado el problema, la resolu- 
ción por radicales de las ecuaciones generales de grado superior al cuarto 
es imposible, como RUFFINI reconoció a fines del siglo xvii. Pero esta 
solución negativa al problema central del Álgebra durante tres siglos dejó, 
como sucede siempre en la ciencia, planteados otros problemas igualmente 
importantes, como son éstos: 


a) Ya que no es posible obtener una sola función de los coeficientes 
4%, Ga, ..., Un formada por radicales que satisfagan a toda ecuación de 
grado n, ¿no será acaso posible lograr, para cada ecuación numérica de 
grado n, una expresión formada por radicales numéricos que la satisfaga, 
aunque sea distinta en cada ecuación? He aquí un problema que no re- 
solvió RUFFINI, y que también tiene contestación negativa, dada por ABEL. 


da) Ya que no es posible esta solución general, ¿cuáles son las ecua- 
ciones de todos los grados resolubles por radicales? Esta cuestión queda 
contestada cumplidamente por la teoría de GALOIS, una de las más genia- 
les, fecundas y profundas de la Matemática; su autor, después de una 
Eras y tempestuosa juventud. murió en un duelo, a la temprana edad 
e 21 años. 


as) Entre las ecuaciones resolubles por radicales (como son, por ejem- 
plo, todas las de tercero y cuarto grados), ¿cuáles serán resolubles por 
radicales cuadráticos exclusivamente? 


b) He aquí un tema algebraico importante, por dejar resuelto con 
toda claridad el clásico problema griego de las construcciones geométricas 
que pueden realizarse con regla y compás. En efecto: si llamamos irra- 
cional cuadrático a toda expresión que resulta de combinar las cuatro 
operaciones racionales con la raíz cuadrada un número finito de veces, y 
entendemos que utilizar la regla y el compás significa efectuar un nú- 
mero finito de veces las siguientes construcciones geométricas: 1%) Tra- 
zar la recta que una dos puntos ya determinados o arbitrarios; 2%) Trazar 
circunferencias de centro y radio ya determinados o arbitrarios; 3%) Ha- 
llar la intersección de rectas y circunferencias ya trazadas; entonces pue- 
de afirmarse que: 

La condición necesaria y suficiente para que un problema geométrico 
sea soluble con la regla y el compás, es que la incógnita pueda expresarse 
en función de los datos, por medio de una expresión racional o irracional 
cuadrática. 

En efecto, las tres condiciones indicadas son precisamente las utili- 
zadas en Geometría métrica y en Geometría analítica elemental o cuadrá- 
tica, en donde los coeficientes de la ecuación de la recta o de la cireun- 
ferencia se obtienen racionalmente de los datos (coordenadas de los pun- 
tos y radio) y la intersección de una recta y una circunferencia, o de 
dos circunferencias, se expresa por medio de raíces cuadradas de los 


C. IV -II PROBLEMAS CLÁSICOS DEL ÁLGEBRA 269 


cocficientes, Por lo tanto, el segmento final, resultado de una serie de 
construcciones gráficas cualesquiera, efectuadas con los segmentos as, 
is, rs, ..., Sin otros instrumentos que la regla y el compás, vendrá dado 
por una expresión x = f (Qı, 42,43, ...), en la que sólo intervienen las 
cuatro operaciones racionales más la extracción de raíces cuadradas. Re- 
cíprocamente, toda expresión x— f(a;,, 4, ...), resultado de aplicar a los 
segmentos dados, 41, Az, ..., las cuatro operaciones racionales más la ex- 
tracción de la raíz cuadrada en número finito de veces, se puede hallar 
gcométricamente, mediante un número finito de construcciones efectuadas 
sobre los segmentos a, a, ... con la regla y el compás (construcción de 
terceras, medias y cuartas proporcionales, etc.). 

Hemos insistido sobre la condición de que el número de construccio- 
nes sea finito, porque toda incógnita real puede siempre aproximarse como 
límite de operaciones racionales, mediante desarrollos en series u otros 
algoritmos indefinidos o infinitos. Esto hace que el interés de tales pro- 
blemas sea exclusivamente teórico, ya que se puede siempre dar una cons- 
trucción aproximada con error teórico muy inferior al inherente a todo 
dibujo. Hemos precisado también lo que debe entenderse por construcción 
con regla y compás, ya que empleando escuadras, los dos bordes de la 
regla, haciendo marcas en ésta. etc., se amplía grandemente el campo de 
soluciones. 


c) La mayoría de los problemas de construcción con regla y compás, 
en los que fracasaron los matemáticos de la antigiiedad, son de tercer 
grado: la causa del fracaso está en que una ecuación de tercer grado con 
coeficientes racionales, que carece de raíces racionales, no es resoluble por 
medio de irracionales cuadráticos. (Véase, por ejemplo, la demostración 
en las Lecciones de Algebra, de J. REY PASTOR; citado en nota 1II1-3). 

El famoso problema de la duplicación del cubo, o problema de Delos, 
es éste: “Dada la arista de un cubo, construir mediante la regla y el com: 
pás la arista del cubo que tiene volumen doble”. Según cuentan, el pro- 
blema se originó porque sufriendo los de Delos una terrible peste (cinco 
siglos antes de J. C.), el oráculo les ordenó doblar cierto cubo que ofi- 
ciaba de altar. Adoptando la arista dada como unidad de segmentos, el 
problema algebraico equivalente es el de resolver por medio de radicales 
cuadráticos la ecuación x*=2, lo que no es posible, según el teorema 
enunciado anteriormente; por lo tanto, no puede efectuarse la duplicación 
de ningún cubo con la regla y el compás. 

Otro problema clásico es el de la trisección del ángulo: dado un án- 
gulo y, medido por el arco A B sobre la circunferencia de radio O A = 





Fig. 36. 


=r=1 (fig. 36), quedará determinado y/3=AC si conocemos la pro- 
yección C* del punto incógnito C. El problema equivale, pues, a construir 


OC'=cos(p/3) conociendo O B’ = cos ¢ = B, y en que por las fórmulas 
trigonométricas sobre ángulos triples es: cos p =4 cos'(p/3)— 3 cos(p/3) ; 
si llamamos 4= 2 cos (p/3), la ecuación que determina C’ es: 

[IV-6] w — 3u — 28 = 0. 
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Para y arbitrario (es decir, f cualquiera), la ecuación [1V-6] carece de 
raíces racionales, y por lo tanto, no puede haber una construcción general 
con regla y compás que efectúe la trisección del ángulo. 

Sin embargo, esto no impide que para infinitos valores particulares 


de f, tales como — 1, 0, — 11/16, ..., la ecuación [IV-6] tenga raíces 
racionales, y así, para los correspondientes valores de p=— 1800, 900, 
1330 25" 42” 9, ..., la trisección sea posible con la regla y el compás. Por 


otra parte, y por otros procedimientos, los griegos ya dieron muchas so- 
luciones prácticas al problema; una de las más ingeniosas es la siguiente, 
de ARQUÍMEDES: marquemos sobre el canto de la regla dos puntos: P y Q, 
a la distancia P Q = r; después, haciendo resbalar la regla sobre B, ha- 
gamos que los puntos P y Q tomen la posición de la figura 36; el ángulo 
a será el buscado, ya que a + (T — 4a)+ p = 7T, eg decir, a = ọ/3. Esta 
construcción equivale a encontrar la intersección de la circunferencia 
A BQ con la concoide de NICOMEDES de polo B, base POA e intervalo r. 
(Véase, por ejemplo, G. CASTELNUOVO: Geometria analitica, n? 65, ed. 
Mundo Científico, La Plata, 1943). 

d) La división de la circunferencia en partes iguales o la inscripción 
de un poligono regular en una circunferencia dada, mediante la regla y 
el compás, es también solamente posible en casos particulares; GAUSS 
resolvió completamente el problema, y en particular, si el número de par- 
tes p, es primo, este número debe ser 2, ó bien de la forma: 


[1v-7] p=2% +41, 

Para A=0, 1, 2, 3, 4 resultan los números primos p=3, 5, 17, 257, 
65 537, que dan polígonos inscriptibles, aun cuando para A= 5, 6, 12, 23 
ya el número [1V-7] no es primo y debe aplicarse el teorema general de 
GAUSS, que dice: 

La condición necesaria y suficiente para que la circunferencia pueda 
dividirse con regla y compás en n partes iguales, es que n admita una 
descomposición en factores primos del tipo 


poo» Aa Ap 
n=2 "(2 "41)(2 4 1)...(2 41), 
siendo desiguales todos los exponentes M, Ns ..., A,. (Véase, por ejem- 


plo, la demostración en Lecciones de Álgebra, de J. REY PASTOR; citado 
en nota 111-3). 

Así, resulta también que los polígonos regulares de 7, 9, 11, 13, 
15, etc., lados no pueden construirse sobre la circunferencia dada con la 
regla y el compás. El teorema [1V-7] fué descubierto por Gauss a los 
17 años de edad, y siempre estuvo particularmente orgulloso de esta pri- 
mera de sus grandes hazañas, la que le decidió a dedicarse a la investi- 
gación matemática, abandonando sus iniciados estudios filológicos; des- 
pués de su muerte se honró su memoria en la Universidad de Góttingen, 
donde profesó toda su vida, erigiéndole una estatua de bronce sobre un 
pedestal en forma de polígono regular de 17 lados; la inscripción con 
regla y compás del triángulo y pentágono, ya era conocida por los griegos. 

e) Otro problema clásico famoso, el de la cuadratura del círculo, o 
rectificación de la circunferencia mediante la regla y el compás, es tam- 
bién imposible, y ni tan sólo es de naturaleza algebraica, sino trascen- 
dente, por serlo T (cfr. nota I, d), y por lo tanto, no existe para T (que da 
a la escala 7° ó r el área del círculo o la longitud de la semicircunferen- 
cia) una expresión racional o irracional cuadrática en función del radio 7. 
Así, es imposible cuadrar el círculo o rectificar la circunferencia con re- 
gla y compás (b); insistir en el problema es como buscar un número 
entero cuyo duplo sea tres. 


f) Modernamente, el concepto de resolución algebraica se ha amplia- 
do, pues resulta injustificada, teórica y prácticamente, la importancia ex- 
clusiva atribuída antiguamente a las ecuaciones binómicas [IV-5]. En 


C. IV -III BIBLIOGRAFÍA 271 


efecto, el cálculo de raíces de números reales es una operación de tanteo, 
y por lo tanto, hay que proceder como para todas las ecuaciones numé- 
ricas. Por otra parte, no sólo las ecuaciones binómicas, sino también toda 
ecuación bien estudiada puede servir como ecuación auxiliar para la re- 
solución de otras ecuaciones algebraicas: tales son, por ejemplo, las ecua- 
ciones relacionadas con los movimientos de los poliedros regulares, útiles 
en muchas cuestiones. 

Así como se ha ampliado el significado de la palabra raíz para de- 
signar las soluciones de toda ecuación, también se ha generalizado el mé- 
todo de buscar soluciones mediante una resolvente, y así, actualmente se 
considera que resolver algebraicamente una ecuación es expresar sus rai- 
ceg como funciones racionales de los coeficientes de la ecuación y de las 
raíces de otras ecuaciones auxiliares bien conocidas. Por lo tanto, la cues- 
tión planteada se reduce a estudiar las ecuaciones que sean solubles me- 
diante otras ecuaciones auxiliares o adjuntas; esto significa que el método 
de estudio consiste en la adjunción de irracionales determinados al campo 
de racionalidad (§ 17-1, a) de los coeficientes de la ecuación. 


TIT. Bibliografía. — 1. Sobre cuerpos variables y divisibilidad alge- 
braica, recomendamos la consulta de las obras citadas en la bibliografía 
del Cap. I, en especial: G. BIRKHOFF y S. Mac Lane (Nota IV-5), B. L, 
VAN DER WAERDEN (Nota IV-7) y B. Levi (Nota IV-8). 

Particular atención a este tema dedica el volumen de la excelente obra 

F. SEVERI: Lezioni di Analisi (vol. I, 2% ed., Zanichelli, Bolonia, 1946; 
ción con G. ScCoRZA DRAGONI, vol. II, Zanichelli, Bolonia, 1944, traducción 
castellana, Labor, Barcelona, 1956; C. Zuffi, Bolonia, 4% ed., 1955). Esta 
obra responde a los programas italianos de iniciación universitaria en Ma- 
temática, y está dirigida tanto a los estudiantes de Matemática pura como a 
los de propedéutica de la ingeniería, a cuyos mejores alumnos procura 
abrir horizontes y elevar de la común mediocridad. Moderna, pcnderada, 
pedagógica, contiene valiosos complementos y ejercicios. 
cicios. 

Basados en los modernos conceptos algebraicos ($ 5-12, b, y $ 17), 
en forma accesible y didáctica para tema tan abstracto están los peque- 
ños volúmenes: 

H. Hasse: Höhere Algebra. I. Lineare Algebra (3% ed., 1951); II 
Gleichungen höheren Grades (3% ed., 1951); Aufgabensammlung zur 
Höheren Algebra (1934). (W. de Gruyter, Berlín). 

Desarrollo sistemático de carácter puramente algebraico, extremada- 
mente abstracto y de índole elevada, con deliberada y total ausencia de 
interpretación geométrica, incorporando los más recientes métodos e ideas, 
está: 

C. CHEVALLEY: Introduction to the theory. of algebraic functions of 
one variable. (Math. Surv. VI, Amer. Math. Soc., Nueva York, 1951). 


2. Sobre números algebraicos y trascendentes trata el último capí- 
tulo de la obra de O. PERRON (citada en Cap.. 11, nota IV-5). Puede tam- 
bién consultarse: 

J. F. KoksMaA: Diophantische Aproximationen (Ergebnisse der Ma- 
thematik, IV, 4, Springer, Berlín, 1936; Chelsea, Nueva York). 

H. POLLARD: The theory of algebraic numbers. (Carus Monograph 
Series, n% 9; Wiley. Nueva York, 1950). 

C. L, SIEGEL; Trascendental Numbers. (Annals of Mathematics .Stu- 
dies; Princenton, Univ. Press, 1949). 


3. Aunque en el capítulo X volvemos a tratar de las ecuaciones al- 
gebraicas, diremos ya que obras didácticas sobre las mismas, que contie- 
nen la teoría elemental y la aplicación de los grupos de sustituciones 
(Cap. III, nota 1) a la teoría de GALOIS en forma muy asequible, son: 

. REY PASTOR; Lecciones de Álgebra. (4% ed., Madrid, 1957). 
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F. CAJORI: An introduction to the modern Theory of Equations. 
(Macmillan, Nueva York, 1927). 

Obra modélica en su género, por lo atrayente, informativa y bien 
ilustrada, sobre problemas famosos de la matemática, es: 

H. TIETZE: Gelöste und ungelöste mathematische Probleme aus alter 
und neuer Zeit. (2 vols., Biederstein Vlg., Munich, 1949). 

La teoría algebraica de las construcciones puede estudiarse en la obra 
póstuma de 

H. LEBESGUE: Leçons sur les constructions géométriques. (Gauthier - 
Villars, París, 1950). 

- Desde L. MASCHERONI (1750-1800) se sabe que todo problema reso- 
luble con regla y compás puede resolverse también únicamente con el 
compás, Una breve pero completa exposición de esta Geometría del com- 
pás aparece en nota 3 del Cap. VI de la obra: 

J. REY PASTOR, L. A, SANTALÓ y M. BALANZAT: Geometría analítica. 
(Kapelusz, Bs. As., 1955). 


CAPÍTULO V 


EL LÍMITE ARITMÉTICO 


S 20. SUCESIONES DE NÚMEROS REALES 


1. Límites finitos e infinitos. — Se dice que una sucesión 

indefinida ($ 7-2) de números reales: 

[20-1] Al) (2) AB) »«.y Any +...) 

que indicaremos con 4an}, tiende al límite a, o tiene el límite a, 
o converge hacia a, si la diferencia «,— a llega a ser tan pe- 
queña como se quiera en valor absoluto, tomando a, bastante 
avanzado (cfr. $ 7-2). En términos más precisos: 

Se dice que a es el límite de la sucesión [20-1], cuanda para 
cada número positivo e, existe un número v = v(e) tal, que 

ah —al|<e, si n>v, 
es decir: todos los términos a, con n >v quedan dentro del 
intervalo (a— e, a+ e). 

Si a es el límite de la sucesión [20-1], se dice también que 
es el límite del número variable a, y se escribe simbólica- 
mente: 

œa = lim a,, O también: a >«e. 
n—> 00 

Cuando la sucesión es ai = æ = a3 = ..., es decir, cuando 
todos sus términos son iguales a un mismo número, éste es su 
límite. Por eso diremos: el límite de una constante es ella 
misma. 


EJEMPLOS: 1. La sucesión 
E NO MS: E A 
EN z , 2 , 3 , 4 TEE? n , Po 0.99 


tiene por límite cero, porque la diferencia es 





— 0 A < e, toman- 
n 





do n>——. Por ejemplo, es 2 < 0,01 desde el término que ocupa el 
lugar 101 en adelante. 
Escribiremos, pues: lim pa =0. 
n>o N 


2. También tiene el límite O la sucesión ip pues + —0= 
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1 E i f r 
S eE puede hacerse tan pequeño como se quiera; por ejemplo, será 


-< 0,001 desde el momento en que sea 2" œ> 1000, es decir, desde 
n = 10 en adelante. Por lo tanto, lim as 0. 
RN >% 
3. La sucesión 
0,79, 0,799, 0,7999, ..., 
tiene por límite 0,8; pues la diferencia 


n 


0,8 — 0,799 ... 9 = 0,000 ... 1 


puede hacerse menor que cualquier número positivo tomando n bastante 
grande. 


4. La sucesión (E tiene por límite 1, pues 2 = o 
puede hacerse menor que cualquier número positivo. 
5. La sucesión 
1 1 1 1 — 1)” 
0, g’ 0, ean 3” 0, T4’ 0, FRE E? 0, ..») 0, EA, ...y 


tiene el límite 0; pero así como en los anteriores ejemplos los términos 
eran constantemente crecientes o decrecientes, en ésta oscilan a uno y a 
otro lado del 0, al cual se aproximan indefinidamente, creciendo y decre- 
ciendo, y alcanzan infinitas veces el mismo valor 0, 


Si los términos de una sucesión llegan a conservarse su- 
periores en valor absoluto a cualquier número positivo, es de- 
cir, si fijado cualquier número positivo A, existe un número 
v= v(A) tal que: 

[20-2] lar | >A. si n>v, 

la sucesión no tiene límite según la definición anterior; pero 
generalizando el significado de esta palabra, diremos que tie- 
ne límite infinito, y escribiremos: 

lím an = œ, o bien: «a, > 00, 
n-> WQ 

sin que esto autorice a considerar el simbolo œ como un nú- 
mero, ni mucho menos a aplicarle las operaciones aritméticas. 

Si desde un cierto término en adelante se verifica a, > A, 
diremos, precisando más, que el límite es + o. Si desde un 
cierto término son todos negativos, y se verifica [20-2], dire- 
mos que el límite es — oo. 














EJEMPLO 6: 
5 2 3 10 19 6E—n 6—Y” 
A a a ts e e pu lím Z= 
1 2 3 4 5 n n>0 n 
7 10 15 22 31 6+n’ 6+n 
Dl AS) A TA m {v sses lím =+% 
1 2 3 4 5 n n>0 n 
—2 4, — 8, 16, — 82,0... (— 2)" a; lim (—2)*= 00 
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Nótese que no basta el crecimiento infinito de a, (es decir, 
que haya términos mayores que cualquier número A) para que 
la sucesión tenga límite infinito. Es preciso que sean mayores 
que A, todos, desde un valor de n en adelante. 


EJERCICIO: En los ejemplos 39°, 4? y 5° de § 6-5, c), comprobar cuá- 
les a las sucesiones que tienen límite infinito, con o sin signo deter- 
minado. 


DEF.: Una sucesión que tiene límite finito se llama con- 
vergente; una que tiene límite infinito, divergente; las que 
carecen de límite, finito e infinito, se llaman oscilantes. 

Algunos autores llaman divergentes a las sucesiones no convergentes 


a un límite finito. Nosotros seguiremos la nomenclatura más precisa que 
hemos expuesto. 


2. Propiedades de los límites finitos. — TEOREMA FUNDA- 

MENTAL. — Si es lim a, = a, desde un cierto valor de n en 
n-> %0 
adelante, se conserva a, superior a cualquier número menor 
ue a. 
j Porque si es c< a, desde un valor de v de n, se verifica: 
a — an < a — C, 

de donde resulta a, > c. Análogamente, desde un valor de n 
en adelante, se conserva a, inferior a todo número mayor que a' 
porque de la desigualdad «a, — a < c' —a resulta: a, < C. 


"COROLARIO: Desde un valor de n en adelante, tiene an el 
mismo signo que su limite a, porque si es 0 < a, llegará a ser 
adn > 0; y si es 0 > a, llegará a ser a, < 0. 

a) Sí dos sucesiones tienen límites distintos, los términos 
de la de mayor límite superan a los correspondientes de la 
otra desde un valor de n en adelante. 

Sea lim a,=a, lim f,=f  (a<B); 

n>% n> %0 
tomando un número c intermedio, tal que « <c < f, desde un 
valor de n se verificará: 

an <c y Bn>c; luego, an < Bn. 

COROLARIO: Si para todo valor de Nn es an < Bn y ambas 
sucesiones tienen límite, es lim a, < lim f,. Porque si fuese: 
lim a, > Im fn llegaría a ser an > fr, contra la hipótesis. 

Nótese que no excluímos la posibilidad de que los límites 
sean iguales, a pesar de que sea siempre «a, < Bn. Por ejem- 


n n+1 


i emente ———-— < ——, y sin embargo, tienen 
plo, es constantement üri < i y g 


el mismo límite 1. 

b) Una sucesión indefinida no puede tener más de un lí- 
mite. 

Porque si fuese 
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limo,=e y lim a, = Y, (4 > a), llegaría a ser: an > an 

n—>00 n> WQ 

c) Toda variable constantemente comprendida entre otras 
dos que tienen igual limite, tiene este mismo limite. 

Hipótesis: 

An < Yn < Bn, lim An = lim Bn =a. 
R—>00 NN 00 

Cualquiera sea el número positivo e, se verificará a la vez, 

desde un valor v de n en adelante: 


a — e L än <a +e, a— e < Bn < ate, 
porque basta tomar para v el mayor de los valores vY » , que 


correspondan respectivamente en las sucesiones Ja,» y 48,) a 
la aproximación e prefijada; y como a, < yn < Bn, 


resulta: a—e<y,<ate o sea: lim y,=«,. 
n—> 00 


3. Sucesiones contenidas en otra. — DEF.: Diremos que una 
sucesión indefinida anm ex, 1, ..., está contenida en la a, x, «3, 
«Qu +» «, Si cada uno de sus términos figura en ésta. 


EJEMPLO 1: Dada la sucesión 41/n), la sucesión 
1 1 1 1 1 1 1 1 


A dada No , > , 
3 2 9 4 7 gro qe gra 
está contenida en la primera, 











a) Si una sucesión es convergente (divergente), toda su- 
cesión contenida en ella tiene el mismo límite. 

Si la sucesión total es convergente y es « su límite, desde 
un valor n =v en adelante (es decir, para todos los términos 


que no sean ar az, ..., ay ,), se verifica: 

[20-3] | an—ea| <e; 

luego, tomando en la sucesión a, ax, œr, ..., Un término « bas- 
tante avanzado como para que no haya posterior a él ninguno 
de los a, 2, ..., ay, , para todos los términos posteriores a 
él se verifica [20-3], y por lo tanto, « es el límite de la suce- 
sión a, ax, 1, ... El mismo razonamiento sirve para el caso 


de divergencia. 


En el ejemplo 1, para e= 0,01 se verifica [20-3] en la primera su- 
cesión para » = 101 y en la contenìda desde n = 18 en adelante, pues 
ninguno de los términos 1, 3, ..., 1/100 figuran ya en los términos que 
siguen al 1/64 en la segunda sucesión. En cambio, si en los lugares 100, 
200, 300, ..., 100m, ... de la sucesión contenida dada hubiéramos inter- 
calado además los términos 1/5, 1/10, 1/15, ..., 1/5m, ... respectiva- 
mente, entonces se habría tenido que ir en ella a n= 2001 en adelante, 
para que se cumpla [20-3]. 


Nótese que la recíproca no es cierta en general, pues la 
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sucesión más amplia puede carecer de límite, a pesar de ser 
convergentes algunas sucesiones contenidas en ella. 


EJEMPLO 2: La sucesión oscilante 1, 2, 3, 3, 3, 4, 1, , tiene con- 
tenidas ias 41/n) convergente y Jnnt divergente. 


b) Si se altera el orden de los términos de una sucesión, 
no varía su carácter ni su límite. 

Es caso particular del teorema anterior, porque, por defi- 
nición, cada una de las dos sucesiones está contenida en la 
otra. 


4. Sucesiones monótonas de números reales. — Se presen- 
tan con frecuencia los siguientes casos, en que puede asegurar- 
se la existencia de límite: 


a) Toda sucesión monótona creciente, a S a E ES maw=..., 
cuyos términos se conservan inferiores a un número fijo k, 
tiene un límite < k. 


DEM.: Dado un número racional cualquiera, caben dos casos: es & 
que algún término «a, de la sucesión, o es mayor que todos. Es decir, o se 
verifica: 

a < a, para un valor de », 
o bien: 
a' > a, para todo valor de i. 


Como hay enteros de la clase a' de cotas superiores (desde luego, 
todos los mayores que k), la clase a tendrá un máximo entero ds y será 
d'a = 0 + 1 el mínimo entero de la clase a'; dividido el intervalo (do, a'o) 
de longitud 1, en n partes iguales por números intermedios, sea a, el úl- 
timo que todavía pertenece a la clase a, y a. =a1+ (1/2) el siguiente, 
que ya es de la a'; subdividido en n partes el intervalo (a,, a',), de lon- 
gitud 1/n, se deduce, análogamente, otro (az, a'») contenido en él, etc. Las 
sucesiones monótonas: 


de E 41 E dr E <a.r<qa,<qas 


cumplen, además, la condición: 
a';¡—a; =1/n! < e desde un cierto n Zv; 


luego, según $ 7-4 definen un número real a, tal que: 
ai Sa Sa, de donde: 0 < a— a S a'i — a < £ desde n Zr; 
luego, a es el límite de la sucesión «ai, por ser a — a S a—4'< e, 
El límite « debe ser S k, porque si fuese k < a, desde un valor de n 
en adelante sería (§ 20-2) æn > k, contra lo supuesto. 


Con razonamiento análogo, o cambiando «e; por — ai, re- 
sulta : 


b) Toda sucesión monótona decreciente Y, = 220%. 
cuyos términos se conservan superiores a un TAMTO fijo K 
tiene un limite Z K. 
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c) Con frecuencia se presentan pares de sucesiones monótonas de tér- 
minos reales (racionales o irracionales) : 
4a<S4<4€...E044<d1S<G,, 


que cumplen las tres condiciones de $ 7-4; las llamaremos también conti- 
guas, porque definen un número único «, que es elemento de separación 
y a la vez límite de ambas, según hemos visto ($ 7-6, d). 

Para estos pares de sucesiones contiguas subsiste la relación de equi- 
valencia [7-16]. 

Es decir: La condición necesaria y suficiente para que sean iguales 
log números a y f, definidos por los pares de sucesiones contiguas de 
términos reales cualesquiera: 

alasa... As a'a S a 

BSB Sh sS... B's Pm S PB 
es que todo número a, sea no mayor que todo número f",, y que todo nú- 
mero B, sea no mayor que todo número a'j. 

Desde luego, son tíecesarias estas condiciones. porque si es a= BB, 
todo número < a es inferior o igual a todo número > f. Recíprocamente, 
si tales condiciones se cumplen, es a = f; porque si fuese, por ejemplo. 
B > a, podríamos tomar ($ 20-2) un elemento $; > a, y después un ele- 
mento «e, < És. 


HANA 
HANA 


5. Límites de oscilación de una sucesión. — La definición de límite a 
de una sucesión Ja, se reduce a esto: fijado cualquier número positivo + 
desde un valor de n en adelante, todos los números de la sucesión quedan 
dentro del intervalo (a—.e, a + e). Si la sucesión no es convergente, este 
punto a no existe, pero ocurre generalizar así: 

Llamamos límite de oscilación (o de indeterminación) a todo número 
a que cumpla la condición de que en cada intervalo (a—e, a + e) haya 
infinitos números de la sucesión. Si entre los límites de oscilación hay 
uno máximo, a, se llama límite superror. y si hay uno mínimo, a, lo lla- 
maremos límite infertor. 

Estos límites superior e inferior de oscilación se representan así: 

a = lim sup a, = lim q,, a = lim inf a, = lim a, 
y se verifica: a la derecha de a +e, y a la izquierda de a — e, hay un 
número finito de términos æn. 

, Toda sucesión a, cuyos términos se conservan acotados (es decir, in- 
feriores en valor absoluto a: un número fijo), tiene un límite superior y 
un límite inferior de oscilación. 

En efecto, construyamos el límite inferior de oscilación a mediante 


una sucesión de intervalos encajados, obtenida en la siguiente forma: 
Por hipótesis, existe un intervalo Jo, al que pertenecen todos los términos 
de la sucesión «æ. Dividamos Jo en dos intervalos (cerrados) iguales, y 
tomemos como Jı al primero, empezando por la izquierda que contenga in- 
finitos términos'de la sucesión dada. Por lo tanto, a la izquierda del ex- 
tremo inferior de Jı queda a lo más un número finito de términos. Vol- 
viendo a dividir J, en dos segmentos iguales, elijamos Jz con el mismo 
criterio anterior, y sigamos así sucesivamente. La sucesión de intervalos 
encajados J, de longitud 1/2' tan pequeña como se quiera, define el nú- 
-mero «æ buscado. En efecto, en todo entorno (a— e, a -+ e) habrá inter- 


valos J, ($ 7-5, c), y por lo tanto, infinitos términos de la sucesión %,, 
es decir, a es límite de oscilación de ésta. Además es el menor, porque 
si 6 es un número real inferior a 2, existe algún intervalo J,= [a,, a';] 
tal que sea B< 4a;, y tomando e < a: — f, no puede haber en el entorno 
(B—e, B + e) un número infinito de términos de la sucesión, pues, por 
construcción, a la izquierda de todo intervalo J, hay a lo más un número 
finito de ellos. Por lo tanto, f no puéde ser límite de oscilación. i 
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En forma análoga se construye el límite superior de oscilación «q 
(hágase). 

Obsérvese que la sucesión 1, 2, 3, 4, ..., n, ..., está acotada infe- 
rlormente y no tiene límite inferior de oscilación finito. ¿Por qué no con- 
tradice esto el teoreme anterior? 

Efectuando una generalización análoga a la realizada con el concepto 
de límite infinito, diremos que una sucesión que no esté acotada inferior- 
mente (superiormente) tiene —00 (+00) como límite inferior (superior) 
de oscilación. Con ello, toda sucesión tiene siempre límites superior e in- 
ferior de oscilación; si por ejemplo, está acotada inferiormente y no 
tiene límite inferior de oscilación finito, existe límite único en +00, donde 
coinciden todos los límites de oscilación. 

Es esencial distinguir el concepto de límite de oscilación de una su- 
cesión (conjunto ordenado), del de punto de acumulación de un conjunto 
cunlquiera (Cap. VI, nota 11), y en el que un mismo punto no aparece 
repetidamente, como puede ocurrir en una sucesión para lugares distintos 
de su ordenación. También es preciso no confundir los límites superior 
o inferior de oscilación de una sucesión con los extremos de un conjunto 
($ 23-14) o con los límites de oscilación de los puntos de acumulación de 
un conjunto (Cap. VI, nota II). 





TT 
EJEMPLOS: 1. La sucesión an = sen + HÁZ cos => ; n=l, 
2,8, ..., tiene —1, —3, +32, +1 como límites de oscilación. Sin em- 
bargo, —1 y +1 no son puntos de acumulación del conjunto puntual 


correspondiente, en el que se abstrae el orden y se considera que los tér- 
minos repetidos en la sucesión dan un solo punto. Para este conjunto 
puntual, los extremos son — 2, +1, y los límites de oscilación (menor 
y mayor de sus puntos de acumulación) son — 2, +4, aquí únicos pun- 
tos de acumulación del conjunto (Cap. VI, nota 11). 

2. La sucesión [2-20] de números fraccionarios positivos tiene 0 y 
-4-0 como límites inferior y superior de oscilación, y todos los números 
rcales no-negativos son limites de oscilación de dicha sucesión. El con- 
junto puntual correspondiente tiene por puntos de acumulación los ante- 
riores límites de oscilación. Éstos forman, paradójicamente, un conjunto 
no-numerable (Cap. 11, nota 11), aun cuando intuitivamente parece que 
los límites de oscilación de una sucesión han de ser más “escasos” que 
los términos de la sucesión. 


6. Criterio general de convergencia. Sucesiones regulares. — 

a) La condición necesaria y suficiente para que una suce- 
sión a, 2, az, ..., de números reales tenga límite finito, es que 
para cada número positivo e corresponda un valor v de n, tal, 
que todas las diferencias an — anp, (Nn > v, p > 0), entre tér- 
minos posteriores a æ, se conserven en valor absoluto inferio- 
res a e (BOLZANO-CAUCHY). 

La importancia de este criterio general de convergencia ra- 
dica en el hecho de que nos permite asegurar el carácter con- 
vergente de una sucesión, aun sin conocer el valor del límite. 
Por ejemplo, si a partir de «o = 0, a, =1 introducimos sucesi- 
vamente a = $ (an-ı + an-2), podemos afirmar que la sucesión 
lan» es convergente, pues es an; — an = (—1)”/2", y, eviden- 
temente, se conserva |an — any < 1/2” para cualquier valor de 
p. Aquí no es muy difícil hallar el límite (2/3), pero siempre 
resulta un problema distinto que el de asegurar la convergen- 
cia de la sucesión. 
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Demostremos el criterio dado: 

La condición es necesaria; porque si es lím «a@,= «e, se verifica que 
desde un cierto valor n = v en adelante, todos los términos 4, quedan den- 
tro del intervalo (a— łe, a+ 3e), y por lo tanto, la diferencia entre 
dos términos cualesquiera de índices mayores que » es menor que €. 

Recíprocamente: si se verifican las condiciones | an — anp | < €, todos 
los términos se conservan acotados, pues quedan dentro del intervalo 
(4, —€, an + £); por lo tanto, son finitos ($ 20-5) el límite inferior 2 y 
el superior « de oscilación, Ambos deben coincidir, porque de lo contrario, 
tomando un número e <(a—a«):3, según la definición de límite superior 


e inferior, deberán existir elementos %, y @n+p de índices superiores a v en 
los intervalos 


a—e<o<a+s, a— eE [Laup Lla +E, 
y restando de la primera desigualdad esta última invertida, resultaría: 
a—a 2e <L an, — anp s 


luego, la diferencia &n — %,+p sería superior a e, contra lo supuesto. 
Por otra parte, si los dos límites, superior e inferior, de oscilación 


coinciden, a = a = a, la sucesión es convergente, y este límite a es su li- 


mite ordinario. En efecto, dado un entorno cualquiera (a — e£, a + e) de a, 
por ser «a —«, a la izquierda de «—e hay a lo más un número finito de 


términos an y por ser a =a, a la derecha de a +e hay a lo más un nú- 
mero finito de términos %, ($ 20-5); luego, desde un valor de n en ade- 
lante, todos los términos de la sucesión quedan dentro del intervalo 
(a—e, a+ €), como queríamos demostrar. 

b) Sucesiones regulares. El criterio general de convergencia de 
CAUCHY es válido en el campo real, pero no en el campo de los números 
racionales, es decir, existen sucesiones de términos racionales que cum- 
plen dicha condición general de convergencia y no tienen límite racional. 
Por ejemplo, las [8-10] que definen el número e. 

DEF.: Una sucesión de números racionales Jan se llama regular o de 
CAUCHY (o fundamental, según la nomenclatura inicial de G. CANTOR), 
si para todo número positivo e corresponde un número Ye tal que: 

| a, — anp | < € para todo n > Ye y cualquier p. 

Dos sucesiones regulares, ¿an), {bn}, se llaman equivalentes, si para 
todo número positivo e corresponde un número Ys tal que |an—b.|< e 
para n > Ve, relación que es reflexiva, simétrica y transitiva ($ 1-5). 

La adición de sucesiones regulares se define por: 

Jant + 4bn+ = Jan + bnt, 
y la multiplicación por: 
{ant {bn} = {an bnp, 


dando sucesiones que también son regulares. En efecto, dado e > 0, exis- 
ten Y. y Ys» tales que para n >œ». y cualquier p es |an—dnup|<że y 
análogamente | b,—d,+, | <¿e para n > »»; por tanto, si y es el máximo 
de Y, y Y»), para n >” y cualquier p es 

| (An + b,) — (anp + bnp) | < | An — Antp | + | bn — bnsp | Le, 
es decir {@n + br) es una sucesión regular. Análogamente se demuestra 
la ley uniforme, es decir, si 


dant = {anp y dba = ibat , 


Jant bat = {a'n b'at. 
Para el producto, la regularidad de {an} y de {b} implica que existan 
cotas M. y M, tales que |a.|< M, y |b.| < Mo para todo n. Entonces, 
dado e > 0, existen r. y v», tales que si n >", es | 4, — Gnsp | < E/(2M») 
y sin >" es |b.—Dbnep | < 2/(2M,) para cualquier p; por tanto, si » 
es el máximo de Y, y Y», para n >” y cualquier p será 


entonces 
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| tn bn — n+p bnp | < | An On — An Drip | + | æn bnp — anp Drip | $ 
< Ma. bn — bnp | + be |an — anp| < € , 
en decir, ¿an br) es una sucesión regular. La ley uniforme se demuestra 
pur el mismo método. 

Según CH. MERAY y G. CANTOR, el sistema de números reales se com- 
pune de todas las sucesiones regulares de números racionales, respecto a 
ns cuales se han definido la relación de equivalencia y las operaciones 
do adición y multiplicación, como antes. El conjunto de sucesiones regu- 
lures con límite racion=i resulta isomorfo ($ 3-5) al campo de racionali- 
dud formado por estos límites, y también se cumplen las leyes formales 
($ 6-2 y 5), como se demuestra más fácilmente aún que en los otros mé- 
todos de introducción del número real. En efecto, para la suma, las leyes 
nsociativa y conmutativa son inmediatas. Tomando como módulo de la 
suma la sucesión de elementos todos nulos 40), es inmediato ver se cum- 
plo la ley modular ($ 3-7). Dada una sucesión regular {an} y definida 
in opuesta mediante la sucesión 4—a,+, se verifica inmediatamente la 
ley de inversión ($ 3-6) respecto de la suma. Por lo tanto ($ 5-12, b) 
cl conjunto de sucesiones regulares de números racionales forma grupo 
nbliano respecto de la adición. Por otra parte, si de dicho conjunto se 
«excluye el módulo de la adición, queda un grupo abeliano respecto de la 
multiplicación. En efecto, si 1an} +40}, entonces existe un número ra- 
cional $ >0 y un número natural » tal que para n >” es |a,| > ó, 
pues en caso contrario, si para todo ¿> 0 y todo » natural existiese un 
mo >v tal que |an|< 8, tomando » suficientemente grande, para todo 
n>v sería también |a, —anl<8 y por tanto |a,|<28, dando 
Jan) =+40) contrariamente a la hipótesis, De aquí se deduce fácilmente 
«que el producto de dos sucesiones regulares no nulas da un producto 
uo-nulo. Las leyes asociativa y conmutativa del producto son inmediatas. 
Como módulo de la multiplicación tomaremos la sucesión 41) ++30|, que 
ovidentemente cumple la ley modular de la multiplicación. Para la ley 
do inversión, si Jan? +40) y es |a,| > $ para n >r, entonces la suce- 
sión Jan *p es regular, pues |an* —anp"|<e/8% para n >”, dando 
{ant}. Jan} = 41} con jan*+==30). Demostrado así ($ 5-12, b) que el 
conjunto que queda de las sucesiones regulares de números racionales al 
excluir 40} forma grupo abeliano respecto de la multiplicación, como la 
demostración de la ley distributiva es inmediata, resultará que el con- 
junto de todas las sucesiones regulares de números racionales forma 
cuerpo conmutativo ($ 5-12, d) que además es ordenado ($ 6-5, a), modo 
condensado de decir que se cumplen las leyes formales mencionadas. 

Aquí, la regla de los signos de la multiplicación se deduce como teo- 
rema y no entra artificialmente en la definición. Tampoco interviene en 
ésta el orden lineal, sino sólo la aproximación en valor absoluto, lo que 
da gran valor de generalización al método para ser aplicado en temas 
actuales de la Matemática superior, en particular a los espacios completos 
de FRÉCHET. 

Sin embargo, la condición de CAUCHY que define una sucesión regu- 
lar es poco intuitiva para ser captada fácilmente por el principiante, 


EJERCICIOS 


1. Determinar el menor valor de », para el que: 
(1/n) + ¿(— 1)"/n*p <0,000 001 desde n >. 
2. Límite para n >% de las sucesiones siguientes: 
A 1 _ n! 
{cos n; a+” , Tn ’ 


35” + (—8)"h; 4(— 1) .nl;, 3 (—1)"n—n'h 


n à 
3. Para a, = V n— 1, probar que lim «+, = 0 para n > œ. 
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1 1 1 
-m $ TERR A e TAR 
Vy V n#+2 T Va+n 
5. Determinar el carácter de la sucesión {a}, donde 


1 1 
ao wD 


4. Demostrar que a. = -> 1, 








1 
n+1 UPRO T za 
6. Si 44.) es monótona, lo es también en el mismo sentido la sucesión 
A+) +... + 4 
n . 


7. Probar que el límite de la sucesión V2, V2 + V2, V2+ V2+ v2, 
...; a) existe; b) es igual a 2. 

8. Dado k > 0 y a, >0 arbitrario, definamos por recurrencia las suce. 
siones (n > 1) :a) anı = V ka; b) anı = k/(1 + 2). Demostrar que 
ambas son convergentes y tienden: en el caso a), monótonamente a la 
raíz positiva de x*—x-—k=—0; y en el caso b), alternativamente, por 
la izquierda y la derecha, a la raíz positiva r de x? + x — k= 0. 

9. Si v(n) designa el número de factores primos distintos de n, pro- 
bar que lim » (n)/n—0 para n> 0, 

10. Si a, y % son positivos, y %. 4 (% + %-1), (n > 2), probar: 
a) que las sucesiones 4 ax-ı} y { am } son monótonas contiguas; b) que 
lim an = (a +202)/3. . 

11. Límites de oscilación de n? [1 + (—1)"]; (— 1)?1*+m, 


12. Si a, a, B, B, son los límites superior e inferior de oscilación de 
las sucesiones "3, ), “48Bn), discutir en todos los casos posibles la posición 
de los límites de oscilación de las sucesiones: y— an}, 41/0f, 

32, + Bat, 44 — Bat, da, . Banh, {anl Bat. 

13. Demostrar las leyes formales de la Aritmética (§ 2-6 y 7-5) para 

los números reales definidos mediante sucesiones regulares ($ 20-6, b). 


Ta = 





§ 21. CÁLCULO DE LÍMITES 


1. Límites de las operaciones racionales. — Dada una varta- 
ble x,, es decir, una sucesión indefinida 2,, X2, Ya, ..., la ope- 
ración que consiste en hallar su límite se llama paso al limite. 
Las demás operaciones aritméticas hasta aquí estudiadas tie- 
nen un número finito de datos; esta nueva operación aritméti- 
ca exige el conocimiento de infinitos números. 

En aquéllas se puede asegurar, por la simple inspección de 
los datos, si la operación es posible o no; en cambio, no hay 
criterio sencillo para reconocer si una sucesión indefinida tié- 
ne límite o carece de él, y aun demostrada su existencia, no 
hay regla general que permita hallarlo. 

Sin embargo, hay un tipo general de casos en que se puede 
hallar el límite de x,; esto acontece cuando x, es una combina- 
ción aritmética de otras variables, a,, Bn, ..., que tienen lími- 
tes conocidos. Estudiaremos separadamente estos diversos ca- 
sos. Empecemos por las operaciones racionales. 

a) Límite de una suma o diferencia. — a) Si an Y Bn tien- 
den a los límites finitos a y B, respectivamente, tiende an + Bn 
al límite «+ B Y an — Bn al límite « —B. 
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Por hipótesis, dado cualquier número positivo e, desde un 
valor de n en adelante se verifica: 
> < an —ea < => a < By —B < 
y sumando miembro a miembro: 


r < (an + Ba) — [a + B) < e; es decir; lim(e,+8,) = «+8. 


Análogamente, restando de la primera limitación la segun- 
da invertida: 


t < (an — Bu) — (a — B) < e; es decir: lim (a, —B,) =a—£. 


Aplicando repetidamente estas propiedades, resulta : 

Una suma algebraica de varios sumandos que tienen limites 
finitos, tiene como límite la suma algebraica análogamente for- 
mada con los límites de los sumandos. 

Se sobrentiende que los varios sumandos aparecen en nú- 
mero determinado y finito. En otro caso, nada podrá afirmar- 
se en general. 


2 e 








EJEMPLO 1: La suma de n sumandos iguales a 1/n, cada uno de los 
cuales tiende a cero, se conserva igual a 1, que es por lo tanto el límite 
de dicha suma. La suma de n* sumandos iguales a 1/n, tiende a +0; la 
de n sumandos iguales a 1/n*, tiende a cero. La suma de n sumandos 
iguales a (—1)"/n, cada uno de los cuales tiende a cero, carece de 
límite. 


a2) Si a, tiene límite + o, — œ O œ, Y Bn Se conserva en 
valor absoluto inferior a un número fijo k, la suma an + Bn 
tiene por límite + o, — œ ó œ, respectivamente. 

Por hipótesis: 

(21-1] — k<B, < k. 

Si es lim a, = + œ, dado cualquier número positivo A, será 
desde un valor de n en adelante, a, > A+ k, y sumando con 
[21-1], resulta: an + Bn > A; luego, lim (an + Bn) = + œ. 

Si es lim a, = — o, desde un valor de n será: an <— A — k, 
y sumando con [21-1], resulta: a, + Bn < — A; por consiguien- 
te: lim (an + Bn) = — o. 

El tercer caso resulta de reunir los dos anteriores. 

a3) Si an Y Bn tienden ambos a + œ, o ambos a — œ, 
también la suma tiene el mismo limite +% ó —oo. 


Porque para que sea a. + Bn > A, basta que sea: 
A A 
g’ B>- 
y esto se verifica desde un valor de n en adelante, si an Y Bu 
tienen límite + œ. Análogamente en el otro caso. 

ESCcOLIO: Si a, y f, tienen límites + o y — oo, respectiva- 
mente, o ambos tienen límite œ sin signo constante, nada pue- 
de asegurarse respecto de la suma, la cual puede tener límite 


An > 
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finito o carecer de él. Simbolizaremos este caso de indetermi- 
nación por œ — œ. 

EJEMPLO 2: Tienen límites infinitos los dos términos de cada una de 
las expresiones: 

n— 1 1— n’ 1+ 
AAA —_—_—_—_—— a — 9)” gr, 

la primera tiende al límite — 1/2; la segunda, a — œ; la tercera carece 
de límite. 

b) Limite de un producto. - - Puede hallarse el límite de 
un producto «, En de dos variables, en los casos siguientes: 


b,) Si el factor a, tiende al límite 0, y f. se conserva finito, 
es decir, inferior en valor absoluto a un número fijo K, es 
lim an Bn = 0. 

En efecto, puesto que desde un valor de n en adelante es 
lan] < z el valor absoluto del producto será, desde dicho 


valor de n: 


|an pa] = |a|- |a] <: K=; 


luego, lim An Br = 0. 


EJEMPLO 3: El límite de (1/n) cos n existe y es nulo, pues aunque 
cos n carezca de límite, se conserva acotado, y 1/n tiende a cero. 


bə) Si el factor «æ, tiene limite œ, Y Ba se conserva en valor 
absoluto superior a un número fijo k > 0, es lim a, f, = œ. 
Porque, dado cualquier número positivo A, desde cierto va- 


lor de n en adelante se verifica | a, | > Z; luego: 


i A 
| an Bn | = lan | ' | Bn | a a 
es decir: lim a, f, = oo. 
ba) Si an Y fin tienden a los límites finitos a y B, respecti- 
vamente, el producto an . B, tiene por límite a B. 
La diferencia a, f, — a B puede escribirse del siguiente mo- 
do, a fin de que aparezcan las diferencias a, —a y Ba — B: 
' -an Bn — a B = a (Bn — B) + Bn (an — a). 
En virtud de (bı) podemos asegurar que 
lim e (6,—f) =0, lim £, (a, —a) =0; 
luego, según (a), 


lim (a, 6, — «a 8) =0, 
es decir: 


lim an Bn = agb. 
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ESCcoLIO: Si a, tiene límite cero, y f, tiene límite infinito 
con o sin signo determinado, nada puede afirmarse, en general, 
respecto del producto que puede tener límite finito o infinito, 
o riada de él. Simbolizaremos este caso de indeterminación 
por 0,0. 


KJEMPLO 4: En cada uno de los productos siguientes, el primer fac- 
lor tiende a cero y el segundo a +00; 








a DA i (—1)* 
— n; — n; — A n. 
n n n n 
Los tres primeros tienen límites a, 0 + %, y el cuarto carece de él. 

Cc) Límite de um cociente. — cı) Si an y Br tienden a li- 
mites finitos a y B respectivamente, siendo B==0, el cocien- 
te — tiende al límite —. 

Bn B i i 

En primer lugar se tiene: lim —— = F En efecto: 
1 1 Ba — B " 1 
A A o a) e 
8 4 Br Bn B Bn g B 


Si es, por ejemplo, £ > 0, y elegimos un número positivo 
â < fB, desde un valor de n en adelante será f, > 3; luego, la 
fracción 1/f,/f se conserva inferior al número fijo 1/38; y 
como el primer factor f, — £ tiende a cero (bı), también el 
producto, 

Resuelto el caso anterior, tenemos en general: 

1 : , 1 a 

= (lim ,) (lim A 
a B Ba) B 

C2) Si el denominador f, tiene límite o y el numerador an 
se conserva finito (es decir, inferior en valor absoluto a un 








lim -+ = lim ( an . 


n 


An 


número K), el cociente tiene por límite cero. 





n 
Porque cualquiera que sea e, desde un valor de n en ade- 
lante es: 
An Z | an | < K E 
Bn Bn | K/e 
C3) Si el denominador f, tiene por límite cero, y el nume- 
rador se conserva en valor absoluto superior a un número 














K 
| Bal- > -> ; luego, 


An 


tiene límite infinito. 





fijo k, el cociente 
n 
En efecto, cualquiera sea el número positivo A, se verifica 
desde un valor de n en adelante: 


k An | k 
X ——; luego, — —— 
Ca) Si el denominador se conserva finito y el numerador 
tiene límite infinito, el cociente tiene límite infinito. 


An 


=Å, 
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Porque conservándose | n| < K, y siendo desde un valor 
de n en adelante |a| > KA, se verifica desde dicho valor 
de n: 


An lal, An | > K A 
Bn | [An] K 
EscoLI0: Si a, y fs tienen ambos límite cero, o ambos lí- 
mite infinito, nada puede afirmarse en general respecto del 
cociente a,/fn, que puede tener límite finito o infinito, o care- 


cer de él. Simbolizaremos cada uno de estos dos casos de in- 
determinación por 0/0 e w/oo. 


=A. 











EJEMPLO 5: De las igualdades siguientes, los primeros miembros ilus- 
tran el caso %0/00, y los segundos el caso 0/0: 
an _ aln n _ UN. np —i/n , (—1)".n (in 
bn " bin? nr” in” n 1/n2 ” n T 1/n 
En el primer caso existe límite finito a/b; en el segundo, límite cero; 
en el tercero, límite +00; en el cuarto no hay límite. 





2. Límite de los logaritmos y potencias. — Estudiados los 
casos elementales en el $ 8, tiene interés el teorema general: 


a) Si B, tiende al limite finito u positivo B, se verifica: 
lim (log a n) = log a B. 


Esto equivale a demostrar aue desde un valor de n en ade- 
lante es: 
121-2] — e < logg Bn— lga f <e. 

Si suponemos, para fijar las ideas, a > 1l,esat > 1 y ae<l; 
como lim (8,/8,) = 1, desde un cierto valor de n se verificará 


($ 20-2) : 
Bn 
$ 





art < 


de donde, tomando logaritmos, resulta [21-2]. 


< at, 


b) Si a es un número positivo cualquiera, Y An tiende al 
limite finito à (positivo, negativo o nulo), se verifica: 
lim A, = aà. 
En efecto, 
adn — a = ad (añ A — 1) 
[A — aà | = A| aò — 1, 
y como, tomando A, —A suficientemente pequeño, el valor ab- 
soluto de la diferencia adn A— 1 se hace < e ($ 8-5, b), su pro- 
ducto por al tiende a cero. 


c) Si an tiende al límite finito y positivo a, Y An tiende al 
limite finito A (positivo, negativo o nulo) se verifica: 
lim Am An = ak. 
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Tomando logaritmos en un sistema de base cualquiera, 
b > 1, log an Mm = A, .log a,; de donde: anAn = bAs log as; 
luego, según (a) y (b): 
lim a,M = bim (àn.log as) — pAloga_ (Pp 108%) dh = a, 
MNIJEMPLO: 


Yn -l 1 2. - 1 1 2 

1 a "a Ve Ja a 
lim y in = lim [22] 3 = (2) = L. 
1—2n 1—2n 2 y 2 


3. Límites de potencias en los casos singulares. — Al tratar 
do ln suma, la diferencia, producto, cociente y logaritmo, hemos 
considerado no solamente los casos normales en que los datos 
tengan límites finitos, sino también los casos singulares, en que 
Ins reglas generales dejan de ser aplicables. Aunque en la po- 
tenciación se puede seguir la misma marcha, es más sencillo 
reducirlos a los anteriores, tomando logaritmos en un sistema 
ctinlquiera, por ejemplo, de base b > 1; como hemos hecho en 
4 21-2, c, se obtiene: 

121-3] andn = blo, o, (b > 1), 

y basta aplicar al segundo miembro el teorema de $ 21-2, b, 
con lo cual el cálculo se reduce al del límite de un producto 
($ 21-1,b), y el estudio de la variación de potencias y logarit- 
mos realizado en $ 8. 

Convendrá aplicar esta regla en cada caso que en la prác- 
Lica sẹ presente. Sin embargo, puede ser útil resumir todos los 
caños posibles, y tenerlos a la vista cada vez que se necesiten. 

Recordando los teoremas de $ 21-2, b y c, resulta que los 
casos singulares (es decir, excluídos por las reglas generales), 
son aquellos en que el límite de la base es 0 ó + o; o bien es 
el límite del exponente + o ó — o; y finalmente, puede su- 
ceder que la base y el exponente sean singulares. 

Advirtamos una vez más que las bases de todas las poten- 
cias consideradas han de ser números positivos. 

Los casos de indeterminación serán aquellos en los cuales 
el producto A, log, «, tome la forma 0.0 6 «.0 ($ 21-1, b). 
Utilizando la fórmula [21-8] y el estudio de la variación de 
las potencias ($ 8-6) y de los logaritmos ($ 8-7), pruébense 
las conclusiones que siguen: 


a) La base a, >>+0. Esta expresión significa que an tien- 
de a cero, conservándose positiva. Entonces, log, an: > — œ 
($ 8-7). Si A. >A > 0, será aim — 0, simbolizado por 04 = 0, 
(A>0). Si A1>A<O0 será an —> + o, simbolizado por 
0 =+0%, (A < 0). 

El caso de indeterminación es aquel en que A, log, a, toma 
la forma 0, (— 0), es decir, A, >0. Este límite indetermina- 
de de potencia se simboliza por ©. 
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EJEMPLO 1: Si es a, =b""">0 con b>1, tomando 
An =1/M, An =— 1/2, An =—1/9?, àn = (— 1)”/n, se obtie- 
ne: a. M>0; an i>+03 ani >b;5 aim oscilante; respecti- 
vamente. 

b) La base an >>+> w. Entonces, log, a, >+ w ($ 8-7). 
Si An >A >0 será am —> + œ, simbolizado por 

(+ 0) =+ 0, (A >0). 
Si An >< 0 será ani — 0, simbolizado por 
(+ 0). =0, (A < 0). 

El caso de indeterminación es aquel en que A, log, a, toma 
la forma 0.(+ 0), es decir: A, >0, Este límite indetermi- 
nado de potencia se simboliza por (+ om). 

EJEMPLO 2: Si es a, =b"">-+ œ con b > 1, tomando A, 
como en el ejemplo 1 se obtiene, respectivamente: 

am —> +0, AA > 0, ani > b7, and oscilante. 

c) El exponente A,>-+00. La base tiene límite positivo 

finito, 

Si a, >a>1 será am > + œ, simbolizado por 
a = + œ, (a > 1), 

Si a, >a con 0< a< 1 será anħ — 0, simbolizado por 
ato = Q, (0<a<l1). 

El caso de indeterminación es aquel en que A, log, a, toma 
la forma (+ «w).0, es decir: a, > 1. Este límite indetermina- 
do de potencia se simboliza por 1*”, que en general no tiende 
a 1. 

EJEMPLO 8: àn =n? >+ œ; tomando 

an = D”, an =b/", a, =b”, an =b""”, con b >1, 
se obtiene, Oa e 
Anin > F O, andn O, anM —> b, ar oscilante. 
d) El exponente A,>-— œ. La base tiene límite positivo 
finito. 
Si a, >a > 1, será anm > 0, simbolizado por 
=0, (a > 1). 
Si an >a con 0<a< i será aoi > +0, simbolizado por 
ao =- 0, (0<a<1). 

El caso de indeterminación es aquel en que A, log, a, toma 
la forma (— o) .0, es decir: a, > 1. Este límite indetermina- 
e potencia se simboliza por 1-%, que en general no tiende 
a 1. 

EJEMPLO 4: A, =—M?*>-— o; tomando a, como en el 
ejemplo 3 se obtiene ia dae 

Ann —> 0, anida —> + 0, am > b7, and oscilante. 

e) El exponente A, > o cambiando de signo. La base tiene 
límite positivo y finito. 

Si an >a con 0< a 1 será arm oscilante, simbolizado por 
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«” -- oscilante (0 < a1). Por lo tanto, este caso no es inde- 
terminado. 

En cambio, es indeterminado el caso a, > 1, porque enton- 
cos, An log, an toma la forma œ.0. Este límite indeterminado 
de: potencia se simboliza por 1%, y puede tener límite finito no 
mulo o nulo, infinito o ser oscilante. Como ejemplos, basta to- 
mer sucesiones en que resulten intercaladas las de los ejem- 
plos 3 y 4. 


f) La base y el exponente tienen límites 0, + oo. 
St A —>+0, An > +00 será and — 0, simbolizado por 


)+w = Q. 
Si an —> +0, An >— o será anim— + 00, simbolizado por 
00 =-+ oœ. 


Si an, >+0, A, > œ cambiando de signo será «,M oscilante, 
nimbolizado por 0% = oscilante. Por lo tanto, este caso no es 
indeterminado. Por ejemplo, «, = 1/2; A,= (—1)”mn. 


Stan =>+ 0, An >+ 0 será a^n =+ œ, simbolizado por 


(+ œ) =+ œ. 
Si a, >>+ 00, An >— o Será an — 0, simbolizado por 
(+ œ) =0, 


Si a, >+ 0, An > œ cambiando de signo será an^ oscilan- 
te, simbolizado por (+ œ) = oscilante. Por lo tanto, este caso 
no es indeterminado. Por ejemplo, 

an = b”, b>; n= (—1)”n. 

Resumiremos los casos anteriores en el siguiente cuadro: 

a) 0 =0, (A>0); 0 =+ œ, (à <0); 
0% indeterminado. 

b) (+o)=+0, (A>0); (+o)=0, (A<0); 
(+ o)” indeterminado. 


C) a4t%=+0, la > 1); a4%=0, (0<a<1); 
1+% indeterminado. 
d) 4% =0, la > 1); a2 =+ æ, (0<a<1); 


1-% indeterminado. 
e) a«% = oscilante, (0< «41; A, cambia de signo) ; 
1% indeterminado. 
f) 0% =0; 0% =-+ «0; 0% = oscilante (A, cambia de signo). 

(+ 0)+=+0; (+0o0)%=0; (+0) %=oscilante (A, cam- 
bia de signo). 

Insistiremos en que estas igualdades mnemotécnicas tienen 
solamente un sentido convencional; así, por ejemplo, a“ = 0, 
(a > 1) no quiere decir que el número « ha de elevarse al ex- 
ponente — oo, locución ésta vacía de sentido, sino que expresa: 
una potencia cuya base «a, tiene un límite a > 1, y cuyo expo- 
nente negativo A, crece infinitamente en valor absoluto, tiende 
al límite cero. 
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4. Límites indeterminados. — a) Quedan, después del es- 
tudio general efectuado au los apartados anteriores, siete ca- 
sos en que el límite del resultado de la operación no depende 
solamente del límite de los datos, sino de la ley con que éstos 
tiendan a aquéllos en cada caso particular. Así, el límite del 
resultado es distinto según cuales sean las sucesiones dadas, y 
en general no existe. Estos casos de límite indeterminado son 
los representados por los símbolos : 

A AA A a 
0 00 
en que para las potencias «a, los casos de indeterminación 
se obtienen ($ 21-38) al tomar logaritmos de base b > 1, y re- 
sultar el producto A, log, a, de la forma 0.0 ó «.0 ($ 21-1, b). 

No pueden establecerse criterios generales para asegurar 
la convergencia en cada caso, ni aun, sabida ésta, pueden darse 
reglas que permitan hallar el límite. Para los casos en que los 
datos de la operación puedan considerarse funciones continuas 
y derivables del índice n (no ya entero), los recursos del Cálcu- 
lo infinitesimal, en particular la llamada regla de L'HosPITAL 
($ 36-1), pueden ser aptos a resolver la indeterminación. Va- 
mos a considerar ahora otros tipos generales de expresiones 
indeterminadas. 


b) Límites de expresiones racionales. — Las sucesiones 
más sencillas son aquellas en que el término n-simo es una fun- 
ción racional de n. Reducida esta expresión a su forma típica: 


_ Untan... +a do ==0 
[21 4] X, = bo n! + bı n= + ... +0; bo =0, 
hallaremos fácilmente su límite para n> «o, separando como 


factor común en cada término de la fracción, la potencia de n 
de exponente máximo. Resulta: 











wt E 
X => qqhk a 
n b, k 
gu e T n* 
luego, 
lim X, =0, lim X, = q. lim X, = 0, 
según sea: i 


h<k, h=k h>k. 


NoTAS: 1. La demostración no exige que k y k sean números natu- 
rales, y vale aunque sean fraccionarios o irracionales, 


2. En el último caso, el límite infinito existe con signo determinado: 
el de a/bo. 


Quedan resueltos los casos œ — œ, 0.%æ, 0/0, æ/% pa 
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rn toda clase de expresiones racionales, bastando reducirlas a 
mu forma típica [21-4]. 





EJEMPLOS: 
n (mD) o E a. 
lim ( n mi) m-pa 
Es (V2n+n)—a"_ 3v2. lim 7 —20(4n—1)  14n? __y 
niasa 2”? B 1-4+n 
5. El número e. — a) Hemos introducido el número +.e 


($ 8-8, c,), mediante las sucesiones monótonas contiguas [8-10]. 
Puede también directamente definirse e por: 

, 1y 
9]- e = lim [ 2) j 
21-5] MS 1 + T 


(de la forma indeterminada 1+4) al probar que es monótona 
convergente la sucesión. 


1 | 
Goi 
En efecto, desarrollada la potencia y simplificando, puede 
eseribirse en la forma; 


ii li 


o 1) al 1-2) 
n n 
Al crecer n aumenta el número de términos, y cada uno de 
los anteriores crece, por disminuir los sustraendos; luego, la 
sucesión es creciente. Pero está acotada; pues si sólo conside- 
ramos los ADA e za a 


1 1 
A a 


luego, en a del principio á 20-4, a) del crecimiento aco- 
tado, tiene un límite < 3, 

Este límite es el número más importante de la Matemática 
superior, y se designa siempre por la letra e; sus primeras 
cifras decimales son: e = 2,71182818284... 


b) Más general: Toda sucesión (1-+ 1/A,) M9 donde A>0, cual 
quiera sea seu signo, tiene por límite e para n>0%, Es decir: 


[21-6] lim ( 1+ 
m=> 00 
En efecto, si A, >-+-00, y es €, la parte entera de ^, se verifica: 
% = Ay < % +1 


an (1r) <l 





1 ' 
An ) An = e, si M>, 








a 
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Al crecer n infinitamente, también crece infinitamente «n; y como las 
sucesiones 








S 
(y to, 
pa n+i 


1 qr+1 1y 1 ) 
(1+ 1) A z) (1+ =) 
tienen límite e, por (a), también estas dos sucesiones [21-7], que com- 
prenden a la dada, tienen el mismo límite e según $ 20-3, a, y por lo 
tanto ($ 20-2, c), se cumple [21-6]. 
Si A, >-— œ, llamando gn = — `n, resulta: 


An — ln t n n—1 
aae a S e 


y como in > + 0, el límite es también e. 
Por lo tanto, la igualdad [21-6] subsiste para ^, > œ, cualquiera sea 
su signo. 








Ln 

Un 
u 

mando T S M, se transforma en: 


lr e 


en virtud de [21-6] y de § 21-2, c. 
Resulta, por lo tanto: 





Un 
c) Si la potencia es (1 + , donde x. > y in >0%, la- 


[21-8] lim ( 1 + ==)" = 0 para n8, Hn, 
y también: E 

1 
[21-9] lim (1+2x%,%») "== e para .>%, n>O0, 
siendo especialmente importante el caso £ = «x. 


Un 
d) Toda potencia a, cuya base a. =1 + ô, tiende a 1, es decir, 
8, > 0, y cuyo exponente tiene límite œ% puede escribirse en la forma an- 
terior, llamando x,= ôn., pues resulta: 


Hn Hn En Ln 
a, =(1 + 5, ) =( 14) : 
Por lo tanto se verifica: 
Hn 
lim an = e7" siendo œ = limæ, = lim [n. (æn — 1)]. 
6. Sucesiones de números complejos. — a) Se dice que una 
sucesión indefinida de números complejos: 
ar =+ ibio a2=0d2 + 1d, ..., Qn =n tibm ..., 
tiende al límite « =a+1b, o que tiene este límite, si desde un 
cierto valor n en adelante es: . 


[21-10] Je—a!l<e, osea: y (ai — an)? + (b — bn)? < e. 
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Puesto que |a — an| < | e—a | y [b—db | < |a— a l, 
será también 
[21-11] lima, =a; limob,=0, 
y recíprocamente, de [21-11] resulta [21-10], por ser 
| an — a| S | an—a | +| ba — b |. 
El problema de hallar el límite de una sucesión de números 


complejos se reduce, pues, al de hallar los límites de dos su- 
cesiones de números reales. 





EJEMPLOS: 

a n- +1 . (ny+1y” E i 
1. lim (242 + i( ) Jauieie 
2. lim (cos « + ¿sen a) —0. 


Aquí también diremos que la sucesión de números comple- 
jos an tiende a infinito sı los valores absolutos de sus términos 
ye conservan superiores a cualquier número positivo A para 
todo n superior a un cierto v =v (A), es decir, si se cumn!. 
[20-2]. Entonces, la clasificación de las sucesiones en concer- 
gentes (límite finito), divergentes (límite infin':0) y oscilan- 
tes (sin límite, ni finito ni infinito) dada en la definición de 
$ 20-1, subsiste para las sucesiones de números reales o com- 
plejos cualesquiera. 

Obsérvese que es necesario, pero no suficiente, que los mó- 
dulos de los términos de una sucesión tengan límite finito dis- 
tinto de cero para que la sucesión converja a un límite finito 
distinto de cero, mientras que es necesario y suficiente que di- 
chos módulos converjan a cero o a infinito para que la sucesión 
sea, respectivamente, convergente o divergente. ¿Qué pasa con 
los argumentos? Examínese el ejemplo 2 anterior. 


b) Para las sucesiones de números complejos, también es análoga la 
definición de límite de oscilación ($ 20-5): lo será todo número complejo 
a tal, que haya infinitos números de la sucesión (no decimos todos desde 
un valor de n en adelante) que cumplan la condición [21-10]. Aquí, en 
cambio, no tendrá sentido hablar de límite superior e inferior de oscila- 
ción, por haber salido del orden lineal. Sin embargo, podremos formular 
el siguiente teorema, esencialmente el mismo que el de BOLZANO - WEIERS- 
TRASS para conjuntos (Cap. VI, nota II): 

Toda sucesión Ja, cuyos términos reales o complejos se conservan 
acotados (es decir, inferiores en valor absoluto a un número fijo), tiene 
por lo menos un límite de oscilación finito. 

En efecto, si k es la cota, todos los términos de la sucesión tendrán 
sus afijos dentro de un cuadrado Qı, de lados paralelos a los ejes de 
coordenadas, centro 0 y semilado k. Subdividamos Q. en cuatro cuadra- 
dos, congruentes entre sí por medio de paralelas a sus lados. Por lo me- 
nos uno de estos cuadrados, tomados con sus perímetros, tiene que con- 
tener infinitos puntos de la sucesión (considerando como distintos los pun- 
tos de igual afijo y con distintos lugares en la sucesión). Si hay más de 
uno, escojamos el primero que se presente por abajo primero y por la 
izquierda después: llamémosle Q:.. Si con Qa se procede como con Qu ob- 
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tendremos otro cuadrado, Qs, cuarta parte de Q: que tomado con su perí- 
metro contiene infinitos términos de la sucesión. Coptinuando indefinida- 
mente este proceso, vemos que las proyecciones de los cuadrados Q, sobre 
los ejes coordenados forman encajes de intervalos que determinan los pun- 
tos de abscisa a y ordenada b, tales que el número complejo e =a + ib 
tiene su afijo contenido en todos los Qa. Por lo tanto, « es límite de os- 
cilación de la sucesión. 

Si la sucesión no se conserva acotada, se dice que el “punto 00” es 
límite de oscilación de ella. 


c) Las propiedades de las sucesiones contenidas en otras 
($ 20-3) subsisten aquí. 

Es muy importante observar que el criterio general de con- 
vergencia de BOLZANO-CAUCHY ($ 20-6) para la existencia de 
límite finito se enuncia para las sucesiones de números comple- 
jos con las mismas palabras que en el caso particular visto de 
términos reales. 

La demostración de que la condición es necesaria, es la misma que la 
vista antes. Para el recíproco, por razón análoga al caso lineal, se con- 
servan acotados todos los términos de la sucesión, y por consiguiente, 
existirá por lo menos un límite de oscilación finito, el cual es único por 


la misma condición de BOLZANO-CAUCHY, es decir, será el límite de la 
sucesión, cuya existencia queda así demostrada. 


EJERCICIOS 


(2n + 1)? — (2n — 1)’ 
3n + 1 S 


Z 5 2 \ (8n+4)/(9n-5) 
Vat de =y We ToN An (4) 
2. Demostrar que lim (Vn+1 — Vn) Vn+3 = 32. 
8. Sia > b > 0, hallar el límite de V an + br para n>00. 
Lo mismo para V a” + aP +... F a”, ShU an. oO 
4. Hallar los límites ae 
1 n 1 n >) nI 1 F 

(1-5) , (1+-=7) (14 (1 7 

5. Hallar los límites de 


($ A 3n+5 
2n+4 A 3n— 4 


n 
6. Probar que «+, = ù (Va — 1) In a (con a > 0) para 1n > x,y 
aplicar el resultado para demostrar que ln (ab) = na + lnb cona y b 
positivos. 


a 
7. Aplicando la propiedad de ser lim V aras... @an = lim a,, cuan- 


1. Hallar el limite para n > o, de 





n/4 
) para n > 0, 


do este último existe (cfr. nota I-b), demostrar que V n!/n=>1l/e para 
n—> 0, 
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1 <= 
8. Aplicando la propiedad de ser lim V «+, = lim (a,/%,-,), cuando 
wde último existe (cfr, nota 1-b), hallar para n —> œ el límite de 


LA A 
n Vin+ 1D) (n+2) ... (2n). 
9. Aplicando el criterio de STOLZ (nota 1-d), demostrar que si k>—-_1: 
(1 -H 2 p ... + nt)/n™! > 1/(1 + k) para n> œ, 


10. Hallar los límites de (= — ) i 7 m 


pnra n—> œ. Gráficas correspondientes. 


aE 
11. Hallar los límites de oscilación de la sucesión (1E + > ) 
. . Bp 1 1 

12. Para z, arbitrario, la sucesión <2,), tal que Znı = > Zn + za] À 


converge o no según que R(2,) 40 ó R(z,) =0, y en el primer caso, el 
hmite es + 1; según que R(2,) 2 0, Generalización para 21.1 = L(a, + 2) 
con a Æ 0. 


§ 22. SERIES NUMÉRICAS 


1. Propiedades generales de las series. — a) Se llama al- 
goritmo indefinido a toda combinación de las operaciones ele- 
mentales con la nueva operación que hemos llamado paso al 
límite. El algoritmo indefinido más importante resulta de com- 
binar la adición con el paso al límite. 

Dada una sucesión indefinida de números reales o com- 
plejos cualesquiera : 


[22-1] Us, Un, Ugy «e.p Ung seus 
se llama serie al algoritmo siguiente: 
[22-2] Ui F Uz + Ua +... HUn t., 


pero, como sólo hemos definido la suma para un número finito 
de sumandos, no puede interpretarse sin más como suma de 
infinitos sumandos, sino que su significado es el siguiente: for- 
memos las llamadas sumas parciales: 

U; = U1 

Uz = u, + u2 

U; = Ui + Uz + Usg 

Un = U F U tH Ust on HUn 
y como a n podemos darle cualquier valor natural, obtenemos 
una sucesión indefinida de números: 
[22-3] Ui Ua Uz, Ua iu Un. 24% 

1) Si esta sucesión es convergente, es decir, si existe un 

número U tal que 


[22-4] lim U, = U, 
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este número se llama suma de la serie [22-2], y se dice que 
ásta es convergente. Entonces suma de una serie convergente 
as el límite de la sucesión de sumas parciales; se escribe sim- 
bólicamente: 


[22-5] U = u -F Ug H- Uz + cc. Fut... 


Esta igualdad simbólica no expresa, pues, otra cosa que 
la igualdad [22-4] ya definida *. 


2) Si la sucesión [22-3] es divergente, esto es, si 
lim U, = oo, 
se dice que la serie [22-2] es divergente. 


3) Si la sucesión [22-3] de sumas parciales carece de lími- 
te, la serie [22-2] se llama oscilante. 


NoTAs: 1. Obsérvese que en [22-2] ó [22-5], los últimos puntos sus- 
pensivos no expresan una abreviatura para términos no escritos, sino que 
representan un símbolo matemático, equivalente a “lim”. 

2. La simo de una serie no es una suma (en el sentido aritmético) 
sino 1 límite de sumas. Por ello cabe investigar cuáles propiedades de 
la adición subsisten para las series y cuáles no. Por ejemplo, no vale en 
general (cfr, c y 8 22-2, a) la propiedad asociativa. 

“. Muchos autores modernos llaman divergentes a todas las series 
no convergentes, y las clasifican así: series simplemente divergentes si 
tienen límite %, y series discrepantes, oscilantes o impropiamente diver- 
gentes, las demás, 


hY Serie geométrica. Suma de los n primeros términos. Se 
llama progresión geométrica a una sucesión de números tales 
que cada uno es igual al anterior multiplicado por un número 
fijo llamado razón. Si llamamos a al primer término, y k a 
la razón, la progresión tendrá la forma: 


[22-6] a, ak, ak?, ak, ... 
EJEMPLOS: 
1. 1, 2, 4 8. 16,... (a=1.k=2) 
1 1 1 1 1 
2 1, — => — —sm fla =1, k= —) 
2 4 8 16 2 
3. 2, —4 8, —16, 32... (a=2, k=—2). 


El término que ocupa el lugar n-ésimo en la progresión 
[22-6] es el: a.k”-*. Calculemos la suma U, de los n primeros 
términos: 


U, 
U,.k 


a + ak + ak +... + ak", 
ak + ak? + ... + ak + ak”. 





p E Como ya hemos hecho en apartados anteriores, suprimimos la notación n > £, ad- 
virtiendo de una vez para siempre, que n es el índice que crece infinitamente. 
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Restando, queda: 
U, — U,„.k = a — ak” 

ó: (kÆ1) 
122.7] e l 


1—k 


fórmula que nos da la suma de los n primeros términos de una 
progresión geométrica para kÆ l1. 


EJEMPLOS: 4. En la progresión 
1; 2; 4; 8, 18,024 
ol primer término es a= 1, y la razón k= 2. El décimo término será 
entonces: 
a. k — 2% — 512 
La suma de los diez primeros términos será, por [22-7], 
1—20 1—2 x 512 
A 
Calcúlese la suma Us. ¿Cuánto debe valer la diferencia Us — U»? 
Verifíqueselo, 


= 1023. 


5. En la progresión geométrica 
1 1 1 1 


l, — — —, — +... 
2 4 8 16 
de primer término a = 1 y razón k = 1/2, se tienen, por ejemplo, las si- 
guientes: 











1 l 1024— 1 2 
ETT — 1 
Us = —— 024 = 2 a = 2? — z 92 — — 
Deh 1024 1024 512 
2 
1 1 
1 > 1 1— 006 1 
Uaz —— 8B _o_ , Wi Eno E , etc. 
1 1024 ia 2048 
2 7 


Como vemos, las sumas sucesivas se van aproximando cada vez más 
al número 2. 


Llamaremos serie geométrica, 


[22-8] a + ak + ak? +... tak t.. 


a la formada con los términos de la progresión geométrica 
[22-6], cuyas sumas parciales valen [22-7], es decir, si k Æ 1: 


Basándose en esta expresión se puede estudiar el compor- 
tamiento de la serie [22-8] para los distintos valores de k. 


Si el valor absoluto de k es menor que 1; | k | < 1,k">0, 
según $ 8-5, b y $ 10-1, se tiene: 
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i z a 
o ER FRI 
es decir, la serie [22-8] resulta convergente con suma: 
E a 
a 


En cambio, si | k| > 1, el valor absoluto de k” crece infini- 
— es un nú- 
mero fijo, y por lo tanto finito, crece U, infinitamente en valor 
absoluto. La serie es divergente. 


tamente con n, según $ 8-5 y $ 10-1, y como 


Si |k|=1 y el argumento principal de k no es nulo (k +1), las 
potencias sucesivas k", de módulo 1, oscilan, pues el valor absoluto | k—1| 
de la diferencia de dos consecutivas es constante, en vez de hacerse arbi- 
trariamente pequeño al crecer n, según exigiría el criterio general de con- 
vergencia de BOLZANO-CAUCHY ($ 21-6, c). Por lo tanto, para |k|=1, 
con k1, la serie geométrica [22-8], de suma parcial [22-7] acotada, es 
oscilante. Si k = 1, se ve directamente que la serie geométrica [22-8] es 
divergente. 





EJEMPLOS: 
2 4 8 1 
a) A A 
is 
3 
1 1 1 1 2 
4 eP A 
1+5 
2 
3 3: 3" ; 
8. 13 +9 p t ... Divergente. 
9. 
[22-9] i—1—i+1+...+7 +... Oscilante. 
c) Ley de formación de los términos. — La ley de forma- 


ción de los términos de una serie puede ser completamente 
arbitraria. En los ejemplos anteriores, todos los términos ve- 
nían dados por una expresión f(n), donde f designa una fun- 
ción racional muy sencilla; pero esta función puede ser com- 
pletamente arbitraria. Un modo sencillo de definirla consiste 
en dar una ley que permita deducir cada término de algunos 
anteriores. O bien se puede dar una regla cualquiera que 
permita obtener cualquier término de índice prefijado. 


EJEMPLOS: 10. La serie 
1 1 1 1 1 1 1 


— + — +— Y — E — +t — t H 
1 1 2 3 5 8 13 
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ao define dando los dos primeros términos y expresando el denominador 
de cada término siguiente como suma de los denominadores de los dos 
anteriores, 


11. La serie 
1 1 1 
[22-10] A IA 
4 


ms define estableciendo que los términos que ocupan lugares dados por 
potencias de 2, son unidades decimales sucesivas; los que ocupan lugares 
múltiplos de 3, son los inversos de los números naturales; los demás son 
ulternativamente 1 y —1. 


Para averiguar el carácter de una serie, no es" necesario 
comenzar por U,, sino que se puede formar la sucesión de 
sumas parciales a partir de una U, cualquiera más avanzada; 
esto equivale a suprimir los ¿— 1 primeros términos de la 
sucesión U}, Uz, Us, ..., lo cual no altera el límite. 

Esto suele hacerse cuando no hay regularidad en la forma- 
ción de los términos desde el primero de ellos. 


d) Condición necesaria para la convergencia. — La defini. 
ción de convergencia es ésta: 
lim U, = U, 
pero entonces es también ($ 20-3) : 
lim U, = U: 
luego, 
lim (U, —U,-1) = lim u, = 0. 
En toda serie convergente, el término general tiene por l- 
mite 0. l 
Obtenemos, pues, una condición necesaria para la conver- 
gencia. Con .ella podemos asegurar que las series [22-9] y 
[22-10] no son convergentes. 
La condición lim u, = 0 no es suficiente para la conver- 
o T 
gencia de la serie (cfr. $ 22-3, a). 
Un ejemplo muy notable de esto es la serie 
1 1 1 1 1 1 
[22-11] 14+— E— += HH. +... 
2: 3 4 5 6 n 
llamada armónica, porque cada término es media armónica 
($ 6-9, a) entre los dos contiguos. Designaremos siempre por 
H, la suma de sus n primeros términos, la cual es mayor que 
la suma U, análogamente formada en la serie 
1 1 1 1 1 1 1 
1+=+=+=+=t+k=+H+—=Hk..., 
2 4 4 8 8 8 8 


obtenida de [22-11] sustituyendo los términos que están entre 
1/(211+1) y 1/2) j =1, 2, 3, ..., incluídos éstos, por el va- 
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lor menor 1/2'. Para cada j, el número de estos términos es 
2) — 2-1 = 21-1, 

Si sumamos los 2 primeros términos, es decir, si elegimos 
n = 2, tenemos: 


ges) ++ +2) 
14 o ttt 


Luego, dado un entero cualquiera A, sin más que tomar 
v=2A, para todos los valores n Z= 274, se verifica: 


H, >U,>A 
es decir: lim U, = + œ, lim H, = + œ. Por lo tanto: 

La serie armónica es divergente. 

e) Propiedades asociativa y distributiva. — En una serie 
convergente o divergente se pueden sustituir varios términos 
consecutivos por su suma efectuada, sin que varie el carácter 
ni la suma de la serie. (Propiedad asociativa.) 

Asociando los términos de 

Ui F Uz F Us F Us F Uus F.c 
resulta la serie 
(UY + UH... +4) + (Usa +. FU) + (Ur +... EU) + ..., 
cuya sucesión de sumas parciales; 
[22-12] U’ = U;, U’, == Ú,, U’; = U,, ....y 
está contenida en la sucesión U,, Uz, Ux, ..., y por consiguien- 
te, tiene el mismo límite ($ 20-3). 


NOTAS: 4. No subsiste, en cambio, la propiedad disociativa, es decir: 
no se pueden descomponer arbitrariamente los términos en sumas de va- 
rios, pues de que la sucesión [22-12] tenga un límite finito o infinito, no 
se puede deducir que lo tenga la sucesión total. 

5. Ni la propiedad asociativa ni la disociativa subsisten para las 
series oscilantes. 


EJEMPLOS: 12. De la serie convergente 

1 1 1 1 3 7 
gtg Etb o 1) + 1) + 13) + 
se deduce por disociación: 
1 


œ] -a 


3 
+1— aE 1— 
que es oscilante. 


13. De la serie oscilante 
1=141—14+1—1+... 
obtenemos, por asociación, las series convergentes: 


(1—1) + (1—1) + (1—1) + ...=0; 14 (14D) +(—14+1)+...=1. 
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Si se multiplican por un mismo número k todos los térmi- 
nos de una serie convergente, su suma queda multiplicada por 
k. Si la primera serie es divergente, y k 0, la nueva serie 
ex también divergente. (Propiedad distributiva.) 

En efecto, dadas las series 
[22-13] Urt Uz + Uat... 
|22-14] ku +ku kut..., 
se tiene DU”, =XU,. Si [22-13] es convergente, lim U, = U; 
luego, lim U’, = k U, es decir, también es convergente [22-14], 
y su suma es k U. Si[22-13] es divergente, U„, —> œ y kÆ0, 
también U’, —> œ ; luego, [22-14] es divergente. 


f) Si agregamos a una serie h nuevos términos, y es A 
in suma de éstos, la suma Un en la nueva serie, tomando n 
bastante grande para que en ella entren todos los nuevos tér- 
minos, difiere en A de la correspondiente suma U,, en la pri- 
mera serie, es decir: 


Uni = A+ U,, y por lo tanto, lim U”,., = A+ lim U,. 

Si se intercalan (suprimen) en una serie un número finito 
de términos cuya suma es A, la nueva serie tiene el mismo ca- 
rácter que la primera; y si ésta era convergente, de suma U, 
la segunda tiene por suma U+A o U— A, respectivamente. 


g) Criterio general de convergencia. Límites de oscilación. 
Según $ 20-6,a y $ 21-6,c, la condición necesaria y suficiente 
para que la sucesión [22-3] sea convergente, es que fijado un 
número cualquiera e exista un valor n = v tal que para todos 
los valores mayores que él se verifique | U, — Unp | <£. Y ob- 
servando que la diferencia entre estas sumas parciales es la 
suma de los términos de la serie, desde u,., hasta u..,, resulta : 

La condición necesaria y suficiente para que una serie sea 
conve. gente, es que para cada número positivo e corresponda 
un valor n = v tal que la suma de cualquier número de terminos 
consccutiv:s, posteriores al uv, sea en valor absoluto menor 
Ue a, 

Es decir. 'a serie es convergente cuando, y sólo cuando, 
[22-15] 

| Pur E He E... FU | <e, n >v, p natural cualquiera. 


E: verticuar, si conservamos fijo n y hacemos crecer p 
infin tamente, supuesta la serie dada convergente, según (f) 
y $ Z1-65. a podramos tomar límites en la desigualdad anterior, 
y aplicando $ 2C-2, a, cor., será: 

[22-16] | ra F Una F.. F Uno t o Se. 

Eis decir: dada una serie convergente, la serie obtenida 
pres:indiendo de los n primeros términos (serie llamada resto 
de li serie dada) ha de tener una suma cuyo valor absoluto 
sea inferior a e, desde n = v en adelante. 

Obsérvese que la forma en que está escrico el primer miem- 
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bro de [22-16] presupone la convergencia de la serie resto, y 
por lo tanto (f), la de la serie dada. Designando por R, la 
serie resto, el teorema (f) nos permitirá escribir, en caso de 
ser la serie convergente: 

[22-17] i U = U, + Ra. 

En las aplicaciones de las series tiene mucha importancia 
establecer la acotación del resto dada por [22-16], ya que en- 
tonces sabremos el grado de aproximación alcanzado por las 
sumas parciales respecto de la suma de la serie dada, cuyo 
valor exacto es desconocido en general, aun cuando pueda ase- 
gurarse su existencia. 

Si la serie es de términos reales, podemos afirmar siempre que la 
sucesión indefinida [22-3] tiene un límite superior y un límite inferior 
de oscilación finitos o infinitos. Así, por ejemplo, en la serie 


1 2 —1 


8 7 
1— 2 tise LS A 


gr 
tenemos: 

1 1 

ar Unn = 2 — Dn , 

luego, las sumas de orden impar convergen hacia 2, y las de orden par 
hacia 1. La serie tiene, pues, 1 y 2 como límites inferior y superior de 
oscilación. A veces éstos reciben el nombre de suma inferior y suma su- 
perior de la serie dada. 


h) La serie [22-2) se llama absolutamente convergente si 
es convergente la serie 





Un = 1 — 





[22-18] |w |+ [|u| +| us| +... Hlut... 
formada por los valores absolutos de sus términos. 
Por ser: 


| Unir F -e E Up | S [Unas | F | Unse | + a a l, 
la condición [22-15] nos asegura que una serie absolutamente 
convergente es convergente, pero el recíproco puede no ser cier- 
to (§ 22-4,4a). 


2. Series de términos positivos: criterios de convergencia. 
— a) Propiedades fundamentales. — Son las series de térmi- 
nos positivos las más importantes, porque al estudio de ellas 
se reduce el de las demás; y son las más sencillas, porque for- 
mando una sucesión creciente las sumas parciales: 

[22-19] U< Us < Uz L. Uran 
tiene U, límite finito o infinito ($ 20-4), es decir: 

Toda serie de términos positivos es convergente o diver- 
gente, pero nunca oscilante. 

Por la misma razón, la condición necesaria. y suficiente 
para que una serie de términos positivos sea convergente, es 
que las sumas parciales U, se conserven acotadas, U, < K in- 
dependiente de n, y entonces la suma U es no mayor que dicha 
cota K, es decir: U = K. 
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También las series de términos positivos son más fácilmen- 
te manejables, pues para ellas subsisten muchas propiedades 
de la suma, no válidas para series de términos cualesquiera 
(ver X 22-4). 

Hemos demostrado ($ 22-1, e) que si en la serie 


[22-20] Wr F U F Ug H... E STE A E 
se asocian arbitrariamente los términos consecutivos : 
[22-21] (u +- + ti) + (tii H e H w) F Uja H o H Uk) H ooe 
esta serie tiene el mismo carácter que la [22-20], y si [22-20] 
es convergente, tiene [22-21] su misma suma. Es cierta, asi- 
mismo, la recíproca, es decir, si [22-21] es convergente, tam- 
bién lo es [22-20], pues si ésta fuese divergente, lo sería 
[22-21] por la propiedad asociativa. Análogamente, si [22-21] 
es divergente, también lo es [22-20]. Por consiguiente: 
Asociando términos consecutivos de una serie de términos 
positivos, un número finito o infinito de veces, o descompo- 
niendo arbitrariamente cada uno en varios sumandos positivos, 
no se altera el carácter de la serie, ni varía su suma. (Propie- 
dades asociativa y disociativa). (Cfr. $ 22-1, notas 3 y 4). 


DEF.: Diremos que en una serie se han reordenado sus 

términos, o que: dos series: 

[22-22] Ui H Uz +H ust... 

[22-23] Vtv tvt... 

tienen los mismos términos en orden distinto, cuando a cada 
término de cada serie se le asigna el puesto que debe ocupar 
en la otra. 

Si [22-22] es convergente y es U su suma, desde un valor 
n=v en adelante es U—U, <e Tomando m= y bastante 
grande para que en V,, figuren. todos los v términos de Uy, se- 
rá Vma = Uv. Por otra parte, todos los términos de V,, están 
contenidos en una suma parcial de [22-22], y por lo tanto, es 
Vin < U. De estas desigualdades resulta : 

—e< U—Vm<U-—Uv<e de donde: lim V,, = U. 

° m-—> 0 

Si [22-22] es divergente, también [22-23], pues si fuese 
convergente, lo sería [22-22], como acabamos de demostrar. 
En resumen: 

Reordenando arbitrariamente los términos de una serie que 
los tiene todos positivos, no se altera su carácter ni varía su 
suma. (Propiedad conmutativa.) 


EJEMPLO 1. Las series 





1 1 
2 + + 
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tienen la misma suma que la serie 
EF AA AN 


pues la primera resulta de alterar el orden de los términos de ésta, y la 
segunda, de haber asociado cada dos consecutivos. 


b) Comparación de dos series de términos positivos. — bı) 
Hay series especiales cuyo carácter se determina fácilmente; 
conviene por esto saber deducir del carácter de una serie el de 
otras más complicadas. 

Una serie cuyos términos son menores o iguales (mayores 
o iguales) que los correspondientes de otra serie, la cual es con- 
vergente (divergente), es también convergente (divergente). 

Si las series 
[22-24] Ui + Ya + Ut... 

[22-25] vr + Vo + V3 + DEA 
están relacionadas por las condiciones Un S Vn, (n = 1,2, 3....), 
se verifica también: U, S Vn. 

Si [22-25] es convergente, V, se conserva acotado; luego, 
también U,,, y por lo tanto, tiene límite finito, es decir: [22-25] 
es también convergente. 

Si [22-24] es divergente, es decir, si U, excede a todo nú- 
mero A desde un valor de n en adelante, también V, = U,, 
luego [22-25] es divergente. 

Si se conserva U, < %,, suele llamarse a 3 v, serie mayo- 
rante de 3, un, y a ésta, minorante de 3 Va. 

Este criterio de comparación se llama de primera especie 
porque en cada desigualdad un < V, figura un término de cada 
serie. 


EJEMPLO 2. La serie 


1 1 1 
— + + +... ` 
x +1 +2 


es divergente, cualquiera sea el número æ% (no siendo un entero negati- 
vo). En efecto, desde un cierto término, todos son positivos, y eligiendo 
un número natural p >œ x, la serie dada tiene sus términos superiores a 
los de la serie armónica: 


1 1 1 


p p+1 p+2 

Corolario inmediato del criterio anterior es: 

Si la serie Ev, es convergente (divergente) y la razón 
Un/V, Se conserva inferior (superior) a un número positivo A, 
la serie X un es también convergente (divergente). 

En efecto, la serie 3v, es convergente con la 34%, ($ 22-1, e), 
y basta aplicar el criterio anterior. 

Se llama criterio de comparación de segunda especie al si- 
guiente: 














+... 
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Una serie 3, Un, de términos positivos tales que la razón de 
cada uno al anterior Un,,/U, se conserva menor o igual (mayor 
o igual) que la correspondiente razón U,../, de una serie 
Y, de términos positivos convergente (divergente), es tam- 
bién convergente (divergente). 

En efecto, desde un cierto valor de n= . en adelante será: 


Uv oo. 
UV+p < y O p = 1, 2, S, . .3 
v 


es decir, Un S ÀV, para n >v con A= dr/cv, y 3e aplica el 
corolario del criterio de comparación de primera especie entre 
Y, y E(AV,), teniendo ésta el mismo carácter que Xu, (3 22- 
l,e). 

b.) Las series más importantes que se toman como patrón 
de comparación son las geométricas ($ 22-1, 0) y la armónica 
($ 22-1, d). Más en general, suele llamarse armónica a toda 
serie del tipo 


[22-26] 1Ha tart tante 


; 1 
PRIMER CASO: «<l. Entonces, siendo -L = e es [22-26] 


divergente. 
SEGUNDO CASO: a > 1. La serie [22-26] es convergente. 


En efecto, la serie [22-26] tiene entonces sus términos inferiores a 
los de ésta: 


1 1 1 1 1 1 1 
qa Pg Pg ga a a Ta 








1+ 


obtenida de la [22-26] sustituyerido los términos que están entee 1; (2”)a 
y 1/(2”")a, r=1, 2, 3, ..., por el valor mayor 1,(2”)2. La serte obte- 
nida es convergente, pues asociando los 2”-* — 2” — 2” términos de igual 
denominador (2%)a resulta: 


1 1 1 
Leai ba Pip Foru 


serie geométrica convergente, por ser su razón < 1, ya que es 


1 
2a-1 
a—1>0. Por lo tanto, [22-26] es convergente. 
Resumen: 

La serie armónica [22-26] es divergente o convergente, se- 
gún sea el exponente «a < 1, ó bien a > 1. El valor de la suma 
[22-26] se designa por ¿(a). 


De la comparación con la serie armónica generalizada resulta el si- 
guiente criterio de convergencia, de muy fácil y útil apiicación, que suele 
olvidarse en muchos textos, a pesar de su analogía con el criterio fre- 
cuentemente empleado para investigar la convergencia de una integral 
generalizada: 

Si puede determinarse un exponente a mayor que uno, tal que nau, 
se conserve acotado: 

[22-27] Naun < K independiente de n, a > 1, 


entonces la serie N u, de términos positivos es convergente. 
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En cambio, si desde un valor de n en adelante se conserva n.u, ma- 
yor que un número positivo h, es decir: 


[22-28] N. Un > h>0 para n>sr, 
entonces la serie Y U, de términos positivos es divergente. 


Porque basta comparar, respectivamente, $ u, con las series armó- 
nicas K2(1/na2a) y h2(1/n). 


Obsérvese que por [22-28] hemos demostrado ser necesario (aunque 
no suficiente, ver el siguiente ej. 4) para la convergencia de la serie 
È Un, de términos positivos, que 
[22-29] lim inf n un = 0, 
mientras que no es necesario ni suficiente para dicha convergencia que 
N.un tenga límite cero (ver ejemplos siguientes). Claro está que si È us 
de términos positivos es convergente, y el límite de n ux existe, enton- 
ces ha de ser nulo, al cumplirse [22-29]. 


00 y/s , 
EJEMPLOS: 3. La serie Y -== converge, pues sus térmi- 
n Vn’ —N+ 1 
nos son del orden 1/3 — 3/2 = — 7/6, es decir, tomando «a = 7/6 > 1, es: 
n/o 
lim n" u, = lim ge A 1, 


n” (1 — npn) 
y por lo tanto, n*/”u, se conserva acotado. 


4. Multipliquemos los términos de la serie armónica [22-11] situados 
entre los lugares 2” + 1 y 2"* inclusive, por 1/(r+1), (r=0, 1, 2, ...), 
para obtener la serie 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
O A teet 
283 24 385 36 37 38 S 
1 1 1 1 1 1 
+——— +—— Hr oto=+... 
r 2741 r 2742 r 2 


la que por método análogo al visto en $ 22-1, d), es mayorañte de la 


serie 
1 1/1 1 1/1. 1 1 1 
er Je lo) 
2 2\4 4 3l8 8 8 87 


1 1 1 1 
=14 [14 2+2+ T +=) 


que es divergente. Así, pues, la serie [22-30] es divergente, y sin em- 
bargo se cumple [22-29], pues lím n. ur = 0. 

Por otra parte, las series armónicas generalizadas convergentes (expo- 
nente a œ> 1) tienen lím n. un, = lím. 1/n %—1 = 0. 


5. Si en los lugares 2”, (m = 1, 2, 3, ...), de una serie convergente 
de términos positivos, intercalamos los nuevos términos 1/2”, resulta una 
nueva serie, también convergente, cuya suma es la de la anterior aumen- 
tada en 1. Para dicha nueva serie, n.u» no tiende a cero, pues en los 
lugares 2” vale 1; como ha de verificarse [22-29], la sucesión n . Un será 
oscilante. 


6. Cualquiera sea a > 0, es divergente la serie 


1 1 1 
—— + —— + ... +—— ++ .. 
x+a x+ za x+na 
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de denominadores no nulos, pues aunque x sea negativo (++ — na), desde 
un valor de n en adelante tiene todos los términos positivos, y además: 


n 1 
lim ————— = — > 0. 
æ+na a 


b3) El criterio de comparación de primera especie sirve 
también para acotar el resto de una serie, problema muy im- 
portante en conexión con el cálculo aproximado de su suma U 
mediante una suma parcial (§ 22-1, g). 


EJEMPLO 7. La serie: 


1 1 1 
[22-31] LO 51 +- t I TRAT (n—1)! EA 


es convergente, pues sus términos son respectivanente menores o iguales 
que los de la serie 


1 1 1 1 


que a su vez converge, por ser geométrica de razón 3. 


En efecto: 
(n—1)! = 1.2.... (n—1) >1.2.2....2=2"* 
En dicha serie [22-31] el término n-ésimo es: 
ie 1 
"T (n--1)!? 
y el resto de orden n se acota así: 
1 1 1 
o S (n + 1)! T (n + 2)! TSS 
1 1 1 
A EL AD MY BRR 
1 
SF UA A) 
A O e ts e Ea 
=T on! ¿ L n!(n—1) — (n—1)! (n—1) 


c) Criterios clásicos de convergencia. — C,) La aplicación 
de los criterios de comparación de primera y segunda especie a 
las series geométricas da lugar a los dos criterios siguientes: 


Criterio de CAUCHY (1821): Si desde un valor de n en 


n , 
adelante se conserva Y un inferior a un número positivo k < 1, 
la serie de términos positivos es convergente. Si para infinitos 


= 1, la serie es divergente. 


valores de n es V un 
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En efecto, si es y un < k, es decir, u, < k”, basta aplicar 
el criterio de comparación de primera especie a la serie geo- 
metrica convergente X k” de razón menor que 1 (§ 22-1,b). 

En el segundo caso existen infinitos términos u, => 1 
($ 8-5, a), y por lo tanto, la serie es divergente, pues su tér- 
mino general no tiende a cero ($ 22-1, d). 

Criterio de D'ALEMBERT (1768): Si desde un valor de n 
en adelante, la razón u,/un-, de un término al anterior se con- 
serva menor que un número k < 1, la serie de términos postti- 
vos es convergente. Si desde un valor de n en adelante es 
UnJUn-1 = 1, la serte es divergente. 

En efecto, la condición U4,/Un-- < k equivale a U,/Un-1 < 
< k"/k"-", y basta aplicar el criterio de comparación de se- 
gunda especie entre Xu, y la serie geométrica convergente Èk” 
de razón menor que 1 ($ 22-1, b). 

En el segundo caso, los términos no decrecen, y no tendien- 
do a cero, la serie diverge ($ 22-1, d). 


n_ 
Nota 1. Las condiciones Vu <1ó20/1n.,< 1 no implican que 
Dec 
exista un número fijo k<1, tal que sea para todo n: Via <k, 
u/s: <k y no permiten ninguna conclusión sobre el carácter de la 
seric (ver ejemplo 14). 


EJEMPLOS: 8. Es convergente la serie 





1 2 ag 9: 1 2 
g t ogot g togra togo t. 
mos ol 1 E a sd Far va . 
pues O > 73 S) es H mpar, y Yip = 3 SI eS n»n par, y 


tanto 1/3 como V 2/3 son inferiores a 1. 
9. Es convergente esta serie, formada por los recíprocos de los tér- 





minos de la sucesión de FIBONACCI (Ara =r + üri aa = 0, a= 1): 
1 1 1 Ed 1 1 
y il real —— + — ... PA Ns . à 
Lia taet pT a O 
pues siendo: 
UA e 
is a Ar F alra 


esta fracción está comprendida (8 6-8) entre las dos fracciones ante- 
riores: 





(la Y (a-z 
an (la 1 
: À 1 2 A s, 
y como los dos primeros valores son: =- Yy z’ la fracción ra 
e ¿ ¿FA 


z . a . Ur 
está siempre comprendida entre ambos, «.ucndo por lo tanto, —— < 
n 
< zS 
3 
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t») En los casos sencillos que con más frecuencia se presen- 


n 
tin, tienen límite Y Un Y Un/Un-1. Cuando uno de estos lími- 
les A puede hallarse, caben tres casos: 


1° Si es à< 1 y k es cualquier número comprendido entre 
Aa y 1, es decir: à < k < 1, desde un valor de n en adelante 


($ 20-2) se conserva Y u, (o bien, 4,/4,-1) inferior a k < 1, 
y por lo tanto, la serie es convergente. n 


AR Si es A>1, desde un valor de n se conserva y U, (o 
bien 4,/4,-1) superior a 1, y por lo tanto, la serie es diver- 
gente. 


39 Si es A= 1, en general nada puede asegurarse; pero si 
dicha raíz o cociente se conserva constantemente superior v 
igual a 1, la serie es también divergente. 


n 
Puede suceder que V u, tenga límite, sin tenerlo un/un-ı; por el con- 


W 
trario, si este cociente tiene límite, también tiene el mismo límite V ùn, 
en virtud de nota I. El criterio de la raíz parece, pues, preferible al del 
cociente, pero este último suele ser de aplicación más cómoda. 


En su aplicación a las series de potencias ($ 43), es útil poner el 
criterio de CAUCHY en la sigu.ente forma: 


La serie Xu, de térmivos positivos es co-vergente (divergente) si el 


limite superior de Vu, es menor (mayor) que 1. 


El caso dudoso corresponde a lim sup V”, = 1. 


NoTA S. Obsérvese que en el criterio de D'ALEMBERT, no bastará que 
lim SUp un/Un-ı > 1 para asegurar la divergencia de la serie; para que 
ásto ocurra, es er cambio suficiente (no necesario) que lim inf unr/un-ı > 1, 
y para que la serie sea corvergente, es suficiente (no necesario) que 
lim sup 4/41 < 1. 














x a? a” 
EJEMPLOS: 10. 1 + + eo SE 
1! 2! n! 
es convergente, cualquiera sea el número positivo x, pues: 
Cn gra Y 
: ———— = — >00. 
n! (n—l1)! n 
11. 1 + 3x +52 +T +... + ntle H... 


Se tiene 
(2n +1) 2n +1 
— = —— r > y; luego, 
(2n—1)a"” 2n— 1 


Si es x< 1, la serie es convergente; 
Si es > 1, la serie es divergente; 


Si es æ = 1, la serie es divergente, por conservarse el cociente supe- 
rior a 1, 
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12 A + 
; 3 t 3 +7 bie 


n! 
(n +1)" 


A A A O 
miD ` ia Se > <1. 


1 
(14—)" E 
n 


Hs 


(Convergente). 
1 1 1 1 1 1 
DATES GIA 


1 
Tn Pa 


según sea n = 2m — l impar, ón = 2m par, tendremos : 


2 
» 


E = ES DS a. 
-(n+1)"" SAG 0, ne — m FE 


luego, la serie es convergente. 





El criterio del cociente no es aquí aplicable, pues no sólo carece de 
límite la razón U,/.-1, sino que toma valores tan grandes como se quiera, 
sin que por ello se conserve siempre mayor que 1. 


14. Si aplicamos los criterios de la raíz y del cociente a la serie ar- 
mónica generalizada [22-26], tendremos ejemplos del caso dudoso, pues 
es (nota 1): 


lim n = lim -2DE 
V na 


=1, 


y ya sabemos que la serie puede ser convergente o divergente según el 
valor del exponente a, 


Cg) Cuando los criterios anteriores no son aplicables, por 


ser igual a 1 el límite de Vun, o el de u,/u,-1, se acude a 
otros criterios, resultado de la comparación con otras series 
típicas. 


El más importante de ellos es el siguiente: 
Criterio de RAABE (1832): Si desde un valor de n en ade- 


lante la expresión n (1 — a 





) se conserva superior a un nú- 
n-1 

mero fijo, 1+e > 1, la serie 3 u, de términos positivos es con- 

vergente. Si dicha expresión se conserva inferior o igual a 1, 

la serie es divergente. 


Un 





En efecto, de la hipótesis n (1— ) >1+e>1l se deduce: 


Un -1 


(n— 1) Unix — N.Un > Ena. 


Prescindiendo, si es preciso, de un número finito de primeros térmi. 
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nos ($ 22-1, f), podemos suponer que esta desigualdad se verifica desde 
ol primero; dando a n los valores 2, 3, ..., m, resulta: 
U— 24M > £. , 
2u2 — Bus > tU , 
(m—1)Un-1 — MUn e wg 
y sumando queda: 
Yu — M Um > e Un-1 , 
de donde: 
YU1 mu ui 
Um < —= < a 
os decir, las sumas parciales de la serie dada se conservan acotadas, y 
por lo tanto, la serie es convergente, con suma no superior a ue. 


z )s1 se deduce: 
Un-1 

a > n— 1l e 1/n , 

Uni ~ n 1/(n— 1) 
que demuestra, por el criterio de comparación de segunda especie res- 
pecto de la serie armónica [22-11], que la serie 5 u, es divergente. 





En el segundo caso, de n (1 





En los casos en que exista lim n (1 — ==) =A,siesaA > 1l, 
'n-1 
la serie es convergente; si es à < 1, la serie es divergente. Si 
el límite es 1, nada puede asegurarse en general; pero si tien- 
de al límite 1 conservándose inferior a él, la serie es diver- 
gente. 

Es natural que aquí las desigualdades que dan la conver- 
gencia (divergencia) sean de opuesto sentido a las del criterio 
de D'ALEMBERT, porque el decrecimiento lento de 1 — (u,/Un.1) 
(o sea el crecimiento lento hacia 1 de u,/u,-.) es indicación 
favorable de convergencia. 

NOTA 3. También la primera parte puede demostrarse aplicando el 


criterio de comparación de segunda especie, pero ahora a la serie armó- 
nica generalizada de exponente 1 +4 e, pues para probar que 














Un 1/n1 +* | 1 1 ++, 
—— = | 1-— , 
Un-1 1/(n—1)1+* n 
de la hipótesis 
Un Un 1+e€ 
n[1— >1+e, es decir: <1— f 
Una Un n 


bastará probar que 





l+e 1 l+e 
ep 
n n 
Siempre podemos suponer 1 + £ = p/q racional, y tomando 


O< (1— 1/n)'” =b <1,es decjg;.  1/n = 1— b, para probar la anterior 
desigualdad habrá que demostrar que es: (1— b’) /p< (1—b*)/q para 
0<b<1 y p>49 números naturáles. Esto quedará demostrado por re- 
currencia, si para todo m natural probamos que (1—b"”*)/(m-+1) < 
< (1—b”)/m, (0<b<1), lo que se deduce de la desigualdad evidente 
m.b” < bp bran‘ H s al inultiplicar ambos miembros por 1— b 
y sumar luego m(1— b”). 
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EJEMPLOS: 15. En la serie 


1 1.3 1.3.5 1.3 ... (2n— 1) 


geada aag OF AE S 
es: 
Un 2n—1 
"ea an Th (Caso dudoso). 


Aplicando el criterio de RAABE, tenemos: 





>. 2w— l1 1 1 AEI 
(1) < 2. 2n ~ <1. (Divergente). 


16. Sea la serie 


1 1.2 1.2.3 1.2...n 
ra 


sat PEO a PAD a) 
siendo a un número positivo cualquiera. 
Un n , 
Un- xp n—l >1. (Caso dudoso). 
n (1—— 7) =n a 
x+n— 1 x +n— i 


Si es x > 2, la serie es convergente. 

Si es æ < 2, la serie es divergente. 

Si es x —2, la serie es divergente, pues aunque el límite es 1, se 
conserva siempre menor que 1 la expresión de RAABE. 


17. Análogamente, o bien por comparación con la serie armónica, re- 
sulta la divergencia de las series: 


3. Series alternadas. — a) Una serie se llama alternada si 
sus términos son alternativamente positivos y negativos. Se 
la puede escribir así: 


Uy — Uz + Ug — Us F... F Uri — Un F... 
indicando ahora con u, no el término n-ésimo, sino el módulo 
o valor absoluto del mismo. 

Criterio de convergencia para series alternadas (LEIBNIZ, 
1704). Si una serie alternada cumple la condición 
[22-32] wi > U > U>... DUn.. 


es decir, si los módulos de los términos son decrecientes, la 
condición 


[22-33] lim un = 0 
n0 


es necesaria y Sujiciente para la convergencia (cfr. $ 22-1, d). 
En efecto, cada segmento u, (transportado de acuerdo con 
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nu signo sobre el eje de la figura 37). está contenido en el an- 
terior, en virtud de [22-32]. Las sumas parciales de índice par 
(impar) forman una sucesión no-decreciente (no-creciente). 
Ambas sucesiones son contiguas por [22-33], y definen enton- 
cos un número S tal que lim S, = $. 

En el caso de aplicación del criterio anterior, la figura nos 


0 S2=u -U3 Sa S S5 S3 $ı=u; 


Fig. 37. 


muestra que el resto S—S, es en valor absoluto menor que 
el primer término despreciado : 
|S— 8, | < Uns 

y del mismo signo que él. l 

Si una serie alternada de términos decrecientes no cumple 
la condición lim u, = 0, es oscilante, pues S, no tiene límite 
finito ni infinito. 

Si una serie alternada no tiene los términos constantemen- 
te decrecientes, puede ser divergente u oscilante, a pesar de 
cumplir la condición lim u, = 0. 


EJEMPLOS: 1. Son convergentes las siguientes series: 


1 1 1 log 2 log 3 log 4 
1 — + — — — + ...51— + 
2 3 4 2 3 4 


Obsérvese que ninguna de las dos es absolutamente convergente 
($ 22-1, h), pues basta aplicar a ambas el criterio [22-28]. 


2. Calcular la suma de la seríe convergente: 
1 1 1 1 











+. 


1! 2! 3! 4! 
por defecto y por exceso, con error menor que una cienmilésima: 


1 1 1 1 1 1 1 1 
— — — + — = — Y — = — + — — — = 0,63212... 
1! 21 3! 41 5! 6! 7! 8! 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
— — — $ — =— + ——— + —— — + — = 0,63218... 
11 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 
Solución: 0,63212 < U < 0,63213. 
3. Es divergente la serie 
1 1 1 1 1 1 1 


A a a a E 


cuyas sumas de orden par coinciden con las de una serie armónica. 
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4. Es oscilante la serie 
l par 2 pares 4 pares 
1— i +- ł— i +i — hd tih HI HM HIH, 


pues tomando grupos completos de términos, resultan las sumas 0 y i 
indefinidamente, 


b) Constante de EULER. — Una serie alternada muy notable es ésta: 
2 1 3 1 1 m+1 +1 
1—In—+——= ln =4==...4+=+>—In——— + 
1 2 2 3 m m m +1 


cuyos términos son constantemente decrecientes en valor absoluto, pues 
siendo ($ 8-8, cr): 


1 A m 1 mH 
[22-34] (1+—)] <e<[14+—) 
m m. 
resulta tomando logaritmos neperianos: 
m41 m41 
m In ———— <1 < (m 4 1) In ————, 
m m 
de donde: 
m-+i 1 1 m-+1 
la —— << y —_—_———<Iin———, 
m m m-+1 m 


Como además se verifica: 


m + 
lim —- = 0, lim In —- = ln 1 = 0, 
m m 


la serie es convergente. Su suma es 0,5772156649... Este número notable 
(pero del que ni siquiera se sabe si es irracional), se presenta en muchas 
cuestiones de Análisis, y se llama constante de EULER o de MASCHERONI. 
Suele designarse por C o por Y. 

La suma Usm-. de los 21m -—1 primeros términos se expresa por me- 
dio de la suma Hm de los m primeros términos de la serie armonica, 
porque 


1 1 1 2 3 m 
(14 + +...+ i) inm o +1m=— = 
2 3 m 1 2. m—1 


E Hn — In m, 
y como dicha suma parcial es mayor que la suma total C, y la diferencia, 
Em = Um- — C, tiene por límite 0 para m— œ, resulta la siguiente 
igualdad notable: å 
[22-35] Hn=Inm+C+€n,  (límen = 0), 
que permite calcular cómodamente Hm con error €m < 1/m, tomando 
Inm 4+- C, y de la cual se deduce además: 














C En H, 
[22-36] =1 4- + 5 luego, lim St 
Inm inm lnm lnm 
c) Ejemplos de series sumables. — La notable fórmula [22-35] per- 


mite sumar multitud de series que se presentan en el cálculo con fre- 
cuencia. Comenzaremos estudiando las dos series: 

1 1 1 1 
[22-87] — + — 4 — +... + [m 

1 8 5 2m—1 
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1 1 1: 1 
(22-88] — 4 — 4+- — +... +--— +... 
2 4 6 2m 
Las sumas An y Ba de los m primeros términos de cada una están 
ligadas por la relación Aa + Bm = Həm, por lo tanto, es: 


1 





1 
122-39] B, =-——H, An = Hya — 
2 2 
Toda serie cuyas sumas parciales se compongan de éstas, se podrá 
aumar. El ejemplo más importante es la serie alternada convergente: 
1 1 1 1 1 
[22-40] A A ia 
2 8 4 2m— 1 2 m 
cuya suma 2 m-ésima es, teniendo en cuenta [22-39] y [22-35], 
Lin = An —Bn = Ham — Hn = (In2m + C + èm) — (lnm + C+ Em) = 
= ln 2+ tin — tm > ln 2. 
La suma de la serie [22-40] es, por lo tanto, ln 2 = 0,69374718... 


Ha. 





EJERCICIOS: 1. Si con los misnios términos de la serie [22-40] forma- 

mos la serie 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 
(22-41] ——+=>3+==— +++ —+ =——<+..., 

2 1 3 4 5 7 9 11 6 
on la cual ocupan las fracciones de denominador bar los puestos cuyos 
números de orden son cuadrados perfectos, demuéstrese, por el mismo mé- 
todo anterior, que la nueva serie [22-41] es divergente. 


2. Si con los mismos términos de la serie [22-40] formamos la serie 


LC E DE DE o aaa 
[22-42] =====-—-=-— $ — === === a 
2 


en la que las fracciones de denominador impar ocupan los puestos cuyo 
número de orden es múltiplo de 5, demuéstrese por el mismo método an- 
terior, que ahora la suma de la serie [22-42] es cero. 


4, Series de términos positivos y negativos. — a) Vimos 
(§ 22-1, h) que la serie 
[22-43] Wr F Us +... F Urt... 
converge toda vez que converge la serie 
[22-44] ¡ui+]ul+.. +junlit+..., 
es decir: toda serie absolutamente convergente es convergente. 
La recíproca no es cierta, como lo muestra la serie 
1 1 1 1 (—1)” 

1 2 Tia av 5 a 
que es convergente por el criterio de series alternadas 
( $ 22-3, a) ; pero no es absolutamente convergente, pues la se- 
rie de los módulos es la serie armónica [22-11], que es diver- 
gente, como vimos ($ 22-1,d). 

Cuando la convergencia es absoluta, pueden efectuarse so- 
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bre la serie operaciones que no son legítimas en caso contrario, 
como veremos en este apartado, y también en el $ 22-6. 


b) Reordenación de términos. — La propiedad conmutati- 
va de la suma: u; + Uug = U, + ùr no vale en general para se- 
ries. No sc puede alterar el orden de los términos de una serie 
sin peligro de modificar su carácter o su suma, salvo cuando 
aquéllos es absolutamente convergente, como lo muestran los 
dos teoremas siguientes : 

b,) TEOR.: Reordenando arbitrariamente los términos de 
una serie abselutamente convergente [22-43], no se modifica 
su carácter ni su suma. 

El teorema es cierto si la serie [22-43] tiene todos sus tér- 
mincs positivos ($ 22-2, a), y en consecuencia, también cuando 
hay sólo un número finito de términos negativos o un número 
finito de términos positivos, por lo cual nos bastará limitar- 
nos al caso en que hay infinitos términos con cada signo. 

De la convergent ia absoluta de [22-43] siġue la convergen- 

cia ce las series de términos positivos : 
[22-45] ai +a: + serg +o..j bi+ba+...+Fdb.+..., 
f. rmadas, respectivamente, con los términos positivos de la se- 
vie [22-43] y cor los valores absolutos de todos los términos 
negativos en su mismo orden. 

La suma parcial U,, de [22-43], contiene n' y n” términos 
de las series [22-45], de modo que llamando A, y B, a las 
sumas parciales que ellos forman, se tiene: * 

Ue = Ar — Br. 

Al crece: n, crecen w y n”; y llegan a ser w y n” mayores 
que cualquier número H, pues bi tomar n bastante grande 
para que en U, figuren más de H términos positivos y más 
de H negativos. Luego, para n — œ se verifica también n’— œ 
y N'>«<.. ¡iesulta, entonces, llan. ando A y B a las sumas de 
las series [22-45], 

lim U, = lim A; — lim B,» = A — B, 
n—/s n¡n—s nt) 
es decir, la serie [22-43] es convergente con suma A — B. 

Cualquier reordenación de los términos de [22-43] equiva- 
le a reordenar los términos en las series de términos positivos 
[22-49], y como esto no hace variar ($ 22-2,a) las sumas res- 
pectivas A y B, la suma de la nueva serie vale, como antes, 
A—B. `. 

bə) TEOR. DE RIEMANN. Si lz serie [22-43] es convergen- 
te, pero no absolutamente convergente, reordenando convenien- 
temente sus términos se obtiere vna serie convergente con su- 
ma prefijada, o una serie divergente, o una serie oscilante. 


En este caso, las dos series [22-45] son divergentes, pues si lo fuera 
una sola (ninguna), diver jerfa (convergería absolutamente) la serie 
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[22-43], contra la hipótesis. Por otra parte, como por la convergencia 
do [22-43] es limu, = 0, resulta lim a, = limb,=0. 

Mostremos ahora cómo reordenando convenientemente los términos 
pS H serie [22-43], puede conseguirse que su suma sea un número pre- 
ijado S. 

Puesto que la primera serie [22-45] es divergente, la suma a+ 
| d+... +4, llega a exceder a cualquier número, sea p el número 
estrictamente necesario de términos para formar una suma mayor que 
YN, y se tendrá (fig. 38): 
| 22-46] U, < U: < U < ... <U S S < U,. 

Restando de a,+01+ ... + 4, términos sucesivos suficientes, b,, 
ha, ..., dy Megaremos (puesto que b,+b2+... +b, llega a exceder a 
cualquier número) a una suma menor que S; de modo que: 

[22-47] U; > Upa > Upa > ... > Upa = S > Ups. 

_ Agregando a Ups, términos sucesivos, Qp+1, Opre, ..., en número su- 
liciente, llegaremos a exceder a S, después de pasar por las sumas suce- 
vivas: 

[22-48] Upra < Up+o+1 a < ... < U prqrpi-1 < S < U prap. 

Restaremos ahora términos sucesivos bai, Doro, ..., hasta lograr: 
[22-49] Uprgrp > Upapa > . > Unagprga  S > Upigiprro 


, 
y así podemos seguir indefinidamente. 


Usto Us+o-1 Up+1 
————A <%93%4Y— 
0 U) U,-1] S Us 


Fig. 38. 


En el intervalo (Up, U,), cuya amplitud es a,, está contenido S, 
y entre S y Up están Upa, Upo, ..., Up+g-15 luego, todas estas sumas 
difieren de S en menos de a,. Análogamente, en el intervalo (Upa 
U»+-) está S, y entre Up. y S están Up+rg-1) Upro, ...) Upsgrpr-15 Jue- 
go, estas sumas difieren de S en menos de b¿; etc. Como lim a, =0, 
limb,=0, resulta que desde un valor de n en adelante difiere U, de 
S en menos de e; y por lo tanto, lim S, =S. 

Si se quiere obtener una serie divergente de límite +00, tomaremos 
términos suficientes para que sea 41+02+... +0 >b,+ 1; restare- 
mos después bı; sumamos ahora términos suficientes, para que su Suma 
sea Qp +... + Gp+g > da +1; restamos después bz; etc. Así obtenemos 
la serie: 

Qi + ta +... + ap — bi + Opa +... + Opa —bda+ ..., 
en la cual se verifica: 
Sp+1 > 1 , Sp+g+3 > 2 , Spsq+rr +9 > 3 , e 

De modo análogo se obtiene una serie divergente de límite —oo. 

Si se desea obtener una serie de oscilante, con límites de oscilación 
prefijados s y S, la marcha es análoga a la seguida arriba, sumando 
y restando alternativamente términos bastantes para que las sumas su- 
cesivas queden a la izquierda de s y a la derecha de S. 


Puesto que la propiedad conmutativa vale para algunas se- 
ries y no para otras, es oportuno dar la siguiente definición : 


DEF. :Una serie se llama incondicionalmente convergente, si 
su suma no varía si se reordenan arbitrariamente sus térmi- 
nos; se llama condicionalmente convergente, si su suma varía 
o deja de existir para ciertas reordenaciones de sus términos. 
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Análogas definiciones valen para las series condicionalmente 
o incondicionalmente divergentes. 

Para el caso de la convergencia, estos conceptos equivalen 
a los de convergencia absoluta y no absoluta, pues de los teo- 
remas (b,) y (b2) resulta: 


ba) TEOR. de DIRICHLET: Para que una serie sea incondicio- 
nalmente convergente, es necesario y suficiente que sea abso- 
lutamente convergente. 

En adelante clasificaremos la convergencia en absoluta y 
condicional. 


EJEMPLOS: 1. La serie 


1 1 1 1 
[22-50] Ipi (050) 

929 3° 42 ne 
es absolutamente convergente si a >1. Si es 0<a< 1, diverge la serie 
de valores absolutos, ($ 22-2, b), pero directamente se ve ($ 22-3, a) que 
[22-50] converge, y por lo tanto, es condicionalmente convergente. Si es 
a=0, la serie es oscilante. ` 


2. La serie 





x x’ a 
[22-51] 1 + —— + — + +... 
1! 21 31 


es absolutamente convergente, cualquiera sea x, positivo o negativo, pues 
siempre es convergente la serie de valores absolutos: 


2 |x| ¡oc |? | æ l° 
1+ + 
1! 21 3I 


La divergencia incondicional de [22-43] se presenta cuando una y 
sólo una de las series [22-46] es divergente. Según que lo sea la primera 
o la segunda, resulta lim U, = + œ ó lim U, =— œ. Una reordenación 
cualquiera de los términos de las series [22-43] reordena los de las series 
[22-45], sin alterar el carácter de ellas; luego, la nueva serie es también 
divergente. ' 

Si en cambio divergen ambas series [22-45], puede destruirse la di- 
vergencia de [22-43] con una reordenación conveniente, pero se presentan 
dos casos, según que se cumpla o no la condición lim u, = 0. 

m=->00 

Si esta condición se cumple, la demostración del teorema (b.) nos 
muestra que existe una reordenación que hace convergente la serie [22-43] 
con suma prefijada: caemos en la convergencia condicional. 

Si la condición lim un = 0 no se cumple, la serie no puede ser con- 
vergente para ninguna reordenación de sus términos. 

c) Criterios de convergencia condicional. — El de LEIBNIZ, para se- 
ries alternadas ($ 22-3), es uno de ellos. Puede generalizarse mediante 
el siguiente lema: 











+... 


00 
LEMA de ABEL. Si se da la serie de términos reales, È an, con sumas 
Ral 


parciales An acotadas, es decir, si existen números reales m y M inde- 
pendientes de n, tales que: 

[22-52] m<A,=04 +04 +...+0<M, 

y si además se da la sucesión de números positivos decrecientes: 
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[22-58] b>b>...>0b>... >0, 
entonces se verifica para todo p la acotación : 
[22-54] mb, < abı + aab: + ... + a&b, S< Mb. 


En efecto, expresemos los factores an de la suma 2 a, b, mediante sus 


numas parciales, A, — An-1, y reordenemos respecto a las A,: 
122-55] a,b, + abr +... + apbp = Arsb, + (As — Aj) ba + 
+ (A, —AsNb +... + (Ap — Ap) bp = Aı (bı — ba) + 
+ Asíba—b3) + ... + Ap-1lbp-1 —bp) + As dy. 


Por ser positivas todas las diferencias b,— ban, (n = 1, 2, 3, ..., 
p —1), el último miembro de [22-55] disminuirá o aumentará, respectiva- 
mente, si sustituímos todas las A,, (n=1,2,3,...,p), por sus cotas infe- 


rior o superior m ó M, respectivamente. Sacando entonces m ó M factor co- 
mon: resulta [22-54], por ser (b,—b3) + (bi—b3) + ... + (bp-1— bp) + 
+F p = bi. 
De aquí se deduce: 
0 
CRITERIO de DIRICHLET: La serie 2 a,b, es convergente si Za, tiene 
nd 


nus sumas parciales acotadas y la sucesión de números reales, b, bs, .. 
bn, ..., tiende monótonamente a cero. 

Obsérvese que no suponemos sea Za, convergente. 

Demostraremos que se cumple el criterio general de convergencia 
($ 22-1, g): 
[22-56] ' | Anri bari t... + Un+p Disp | < e, 

En efecto, la hipótesis [22-52] implica que para todo n y q sea: 
(22-57] 

| Ansa + Orea o... + Ansa | < la + ... +alle ... + an | < K, 

si se toma K >2(|m| + | M]|) independiente de n y q. Podemos supo- 
ner las b, positivas, multiplicando, si es necesario, por — 1 la serie dada. 
Entonces, basta tomar » tal que para n >r sea 0 < bnn < e/K, para que 
en virtud del lema de ABEL, aplicado a la acotación [22-57], con la su- 


cesión 
e/K > bari > banes > e... 2 Dasp > e. > 0, 
se verifique [22-56] para n > » y todo p, como queríamos demostrar. 
Del criterio de DIRICHLET se deduce fácilmente: 
00 


CRITERIO de ABEL: La serie 2 a,b, es convergente si la serie Za, es 
mel 


convergente (aunque lo sea sólo condicionalmente) y la sucesión de nú- 
meros reales bi, ba, ..., bn, ..., es monótona y acotada. 

Porque entonces la sucesión ¿b,) tiene un límite B ($ 20-4) (aunque 
ahora no se suponga haya de ser precisamente cero), es decir, tiende mo- 
nótonamente a cero la sucesión Jb,— Bj). Por el criterio de DIRICHLET, 
será entonces convergente la serie Za,(b,—B), y al serlo también 
Za, B ($ 22-1, e), habrá de ser convergente Za, b,, como queríamos de- 
mostrar. El criterio de ABEL puede formularse así: Una serie convergente 
continúa siendo convergente si sus términos se multiplican, respectiva- 
mente, por los de cualquier sucesión monótona y acotada de números 
reales. 


EJEMPLOS: 1, Por estar acotadas las sumas parciales de la serie 
2(— 1)", el criterio de LEIBNIZ para la convergencia de las series alter- 
nadas (§ 22-3, a) es un inmediato corolario del de DIRICHLET. 

2. Vimos que la serie geométrica ($ 22-1, b} de razón k=cos8 + 
+ i sen O XX 1 tiene sus sumas parciales [22-7] acotadas, por lo cual tam- 
bién permanecerán acotadas sus partes real e imaginaria (§ 21-6), es 


320 V. EL LÍMITE ARITMÉTICO $ 22 -4 


decir, las sumas parciales de las series 2 cosn0, Z senn 9, para todo va- 
lor real de O, no múltiplo de:27 en el primer caso. Por el criterio de 
DIRICHLET resultan cónvergentes las series 2n"*cosn0, Zn "sennó si 
a >0, a menos que para la primera sea € múltiplo de 27 y 0<axsl. 
Estúdiese la convergencia absoluta y condicional de dichas series. 

3. Por el criterio de ABEL, son convergentes con Za, las series 


Za/n, La,/nn, 3 V na, E(1+1/n)” 02. 


5. Series de términos complejos. — En el $ 22-1, a) se han 
dado las definiciones generales de carácter convergente, diver- 
gente u oscilante, y de suma de una serie de términos reales o 
complejos. Si se supone que el término general u, de la serie 
toma la forma u, = a, + ibn, la serie 
[22-58] (a, + 1b,) + (a +1b2) +... + [an Fibra) +... 
es convergente, y tiene por suma A + 1B, si es ($ 21-6, a): 

lim U, = lim (A, +1B,) =A+1B; 
es decir, si se verifica: 
aıt aa +... +a = ån > A, 
b, +b + O +b,=B,>B; 
luego: La condición necesaria y suficiente para que la serie 


[22-58] sea convergente, es que lo sean las dos series de tér- 
minos reales : l 


[22-59] a+ a:+... +art...; bibat... Fbat...; 
y si A y B son sus sumas respectivas, la suma de [22-58] es 
A + Bi 

Si, por el contrario, crece infinitamente | U, |, es decir, si da- 
do un número cualquiera H, desde un cierto valor de n es 
| U, | > H, la serie es divergente; y si U, no tiene límite finito 
ni infinito, es oscilante. 

La serie [22-58] será divergente si lo es una de las dos se- 
ries parciales [22-59] o las dos. En efecto, basta observar que 
el valor absoluto de U, es: 


|U,|= V]A, |?+|B, |?, 
y por lo tanto, es mayor que | A, | y | B, |; luego, también cre- 
ce infinitamente. 
Por exclusión, resulta: la serie [22-58] será oscilante si 


una de las series [22-59] es oscilante, siendo la otra conver- 
gente u oscilante. 


Definida en § 22-1, h la convergencia absoluta de una serie 
por la convergencia de la serie de los valores absolutos : 
[22-60] [a +1b1| Ela +idel] +... +lar+tibrI+..., 
vimos ya que entonces la serie [22-58] es también convergen- 
te. También las series de términos positivos : 

[22-61] — Jarl+lasl+...+Hlani+...5  |di+ldel+...+Flbnl+... 
son convergentes, por tener sus términos inferiores a los de 
[22-60]. 
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Siendo absolutamente convergentes las series [22-59], se 
puede alterar el orden de los términos, sin que varíe su suma 
($ 22-4, b3) ; luego, lo mismo acontece con la [22-58]. En cam- 
bio, si [22-58] es convergente, sin serlo [22-60], serán con- 
vergentes las series [22-59], pero no pueden serlo las dos series 
|22-61], porque entonces también lo sería [22-60], cuyos tér- 
minos son inferiores a los de la serie que resulta de sumar las 
dog [22-61]. Por consiguiente, alterando el orden de los tér- 
minos de [22-58], lo cual equivale a alterar los de [22-59], 
puede variar la suma, y hasta hacerse divergente u oscilante. 

Resulta, pues, una clasificación de las series convergentes 
en absolutamente convergentes (o incondicionalmente conver- 
gentes) y condicionalmente convergentes, según converja o no 
la serie de los valores absolutos de los términos, cumpliéndose 
Lambién el teorema de DIRICHLET: 


La suma de una serte absolutamente convergente no varía 
reordenando arbitrariamente sus términos; pero esta reorde- 
nación no puede hacerse arbitrariamente en las condicional- 
mente convergentes. 


Criterios de convergencia absoluta son los dados en el $ 22-2 para 
las series de términos positivos. Los criterios de DIRICHLET y ABEL, de 
convergencia condicional ($ 22-4, c). subsisten también aquí, con las mis- 
mas palabras con que han sido enunciados, es decir: los términos a, pue- 
den ser complejos, pero la sucesión monótona bi, ba, ..., bn, ... se supone 
de números reales. 

Porque si se supone que existe una cota K independiente de n tal 
que: 

[22-62] ¡Al 04004... +4.|<K, 
y se cumple [22-53], entonces será: 


| Aı (bı — bz) + Ar (ba—b3) + ... + Ap- (bp-ı — br) + Ar brp | <S 
< l A, | (bı — bə) + | As | (b. — ba) + E + | Ap- | (bp-i: — bp) + 
+ | Ap | b < Kb, 


y por [22-55] podremos poner: 

[22-63] | m bı + azba + ... H obp | < Kb, 

para cualquier p. Las acotaciones [22-62] y [22-63] son las que interven- 
drán ahora en las hipótesis y demostración del caso complejo. 


EJEMPLOS: 1. Son absolutamente convergentes las series: 





dit (1 4 1)" (1 +12) + A+) 
A AS E E E VS 
i E P i" 
12 taa ram 
cosa + isena cos 2a +isen?2a cos 3a 4 ¿senBa 
1: — 2: 3: >.. o9 


pues las series de valores absolutos son: 


— 


/ TON? / 3 / r 
A (2) +( A) +...+ (=) + .. . convergente 
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1 1 1 1 
— + —— + —— +... +— +... convergente 
1.2 2; 3.4 n(n +1) 
1 1 1 1 
— + — + +... + ———— +... convergente. 
1! a 3” n 


2. Dada la serie de términos complejos 








i P e pr 
[22-64] S = — + +— +... + +... 
1 2 3 n 
es divergente la serie de módulos 
1 1 1 
e a E 
2 3 n 


Por conservarse acotadas las sumas parciales de la serie geométrica 
oscilante [22-9] y tender monótonamente a cero 1/n, el criterio de DI- 
RICHLET asegura que la serie [22-64] es (condicionalmente) convergente. 

Para hallar su suma, problema distinto y más difícil que el de deter 
minår su carácter, descompondremos [22-64] en su parte real e imagi- 
naria, y aplicaremos el resultado obtenido en § 22-3, c), y el que se ob- 
tendrá en §§ 45-4 y 45-6, dando: 


ES E o a 3 o ) = EE 
rs == m2 | 
1.1. 1 dl OT Pp 
ke a id aa o E | 


luego, la serie [22-64] es condicionalmente convergente, y su suma (no 
alterando el orden de sus términos), es 


1 TT 
S = ——-In2+i—. 
2 4 





6. Operaciones con series. — a) Suma. 


aı) Sumando término a término dos series convergentes 
cualesquiera: 


[22-65] EE dc 
Vi vat V+ OA > 


o bien intercalando en su mismo orden los términos de una 
serie entre cada dos consecutivos de la otra, se obtiene una 
serie: 

[22-66] (u, +01) + (uz + v2) +... H Unt n) +... 

o bien: 

[22-67] Ur FV FH U tH Vv +... + Un tH Unt... 

que es convergente % es la suma de ambas. 
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Porque la suma de sus 2 n primeros términos es U, + V,; 
ln suma de sus 298 +1 primeros términos es U, + Vn F Uni; 
y en ambos casos, por ser: 

lim U, = U, lim V, = V, lim u,.,=0, resulta: lim S¿=U+V. 
n ->00 n—0 n>0 ¿> 0 

En virtud de la propiedad asociativa ($ 22-1, e), pueden 
„sustituirse términos consecutivos por su suma efectuada, sin 
que varíe la suma. Por ejemplo, pueden asociarse como en 
[22-66]. 

Sin embargo, para obtener una serie [22-66] convergente, 
no es necesario que lo sean las [22-65] ; así por ejemplo, basta 
tomar u, = + 1, Va = — 1, Un +%,=0 para que las series di- 
vergentes 1 + 1 + 1 + ...; — 1 — 1 — 1 — ...; den suma 
122-66] convergente 0 + 0+0 +... 

az) Si las dos series [22-65] convergen absolutamente, se 
pueden ordenar arbitrariamente los términos de la serie suma. 

Porque basta considerar las series de los valores absolutos 
de las [22-65] y aplicar a la serie suma [22-67] el teorema de 
DIRICHLET sobre convergencia incondicional. 

Para restar, bastará multiplicar la serie sustraendo por — 1 
($ 22-1, e). 


EJEMPLOS: 1. Por el resultado obtenido en el § 22-3, c), y la descom- 


pia e o e es? 
posición yI T a mpi’ e 
1 1 1 1 
i — —- + — - — + — — = In 2 
2 3 4 5 
[22-68] 
1 1 1 1 1 
beaa ara 
1.2 2.3 3.4 4.5 5.6 


Puesto que la primera serie es condicionalmente convergente si de 
elia restamos la segunda, habremos de efectuar la intercalación en el 
orden [22-67]. es decir: 


y asociando cada tres términos consecutivos de suma nula, resulta: 


1 1 1 1 
A A A A, 
2.3 4.5 6.7 2n (2n+1) 


2. Análogamente, si sumamos las dos series [22-68]. habremos de 
intercalar precisamente sus términos en el orden [22-67]: 


l l 1l O A 1 
1 +——— + — + A O — RÁ OA n2, 
1.2 2 2.3 3 3.4 4 4.5 5 


y asociando cada tres términos consecutivos de suma nula, resulta: 
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1 1 1 1 
1 — + — E — + — +... =l 2 + 1. 
1.2 3.4 5.6 (2n —1)2n 


b) Producto. — bı) Se trata de ver en qué medida se con- 
serva para el producto de dos series [22-65] la propiedad dis- 
tributiva que ya aplicamos al producto de dos sumas (§ 4-8), 
obteniendo una nueva suma, expresada de varias maneras se- 
gún la ordenación de sus términos. 

En nuestro caso, todos los productos 4; v; forman un cua- 
dro infinito en dos sentidos: 


Ui Vi UaVı Ug Vi UUl à. 

U Uaz UVa Uz Vz Uy UVa 
[22-69] Uy Va UzVg UzgVz U“UV3 

UVa UV, UgVa UgzVg ... 


pero sus elementos pueden ordenarse en una sucesión de pro- 
ductos, Pis Pas crap Parsia de varias maneras; de las cuales 
las más importantes son: 


Ordenación por cuadrados u ordenación principal: Se to- 
man los términos de [22-69] que vayan figurando en los suce- 
sivos cuadrados con “vértice” superior izquierdo u;, v,, de ma- 
nera que al primer término u, v, siguen los Us V;,, Us Va, Uy Va, 
que dependen del subfijo 2, pero no de otro superior; luego 
siguen los ug Vi, Uz Vo, Uz Vz, Un V¿, Uy Vg, que dependen del sub- 
fijo 3 pero no de otro superior; y así sucesivamente. Las sumas 
de estos grupos de términos van siendo U, Vi, U: Va — U; Vı, 
U; V — U: Va, ..., y la suma parcial que corresponde a los 
primeros n grupos es l 


Ú, V; + (U: V. E U, V,) + (Uy Va -- U, V») + En + 
+ (U, V, — Un. Vni) iT U, Na z5 
= (u FU F.. r Un) Wi F V Hoe F Y). 


Ordenación dic:jonnl: En el diagrama [22-69] se toman los 
términos según diagonales (por ejemplo, ascendentes), de ma- 
nera que al término u, v,, cuya suma de índices es 2, sigan los 
Ur Vao, Uz V, cuya suma de índices es 3, y luego los u; Uz, Uz Vz 
Uz vı, cuya suma de índices es 4, y así sucesivamente. 

b») Cuando la convergencia es absoluta, subsiste la propie- 
dad distributiva, como indica el teorema siguiente: 

Si son absolutamente convergentes las ues:es, 


[22-70] ii ed 
V =v ttt tst Hnt...’ 


toda serie 5 u; v; en la que figure una sola vez el producto de 
cada término u; por cada término v,, es absolutamente con- 
vergente, y su suma es UV. 
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Aunque el teorema es válido para cualquier ordenación, consideremos, 
pura fijar las ideas, la serie obtenida con la ordenación diagonal: 
ER 71] Ui h F Ui Ve F Ue F Ui Va F UV F UV p.e 
Por ser absolutamente convergentes [22-70], son convergentes las 
pries: 
U= |, +l wal H.. 
V= vnit |iiti nit... 
Si formamos la suma S', de los n primeros términos de la serie de 
vulores absolutos: 
122-72] naf Je uj [vap hele | alH, o vj le Vve 


y si es p el mayor valor de los subíndices de las u que en ellos figuran, 
v q el mayor subíndice de las v (por ejemplo, para n = 5 es p= 2, q = 3), 
en el producto 

Cul+lml+...+101)Cndi+it +... +!) =U.V”, 
liuran todos los términos de S',; luego, 


Sa S U's. Va <U’. V; 


por lo tanto, la serie de términos positivos [22-72] tiene sus sumas par- 
vinles acotadas, y por consiguiente es convergente ($ 22-2, a), Siendo, 
pues, convergente [22-72], la serie [22-71] converge absolutamente. 

La suma de [22-71] no varía, por lo tanto, alterando el orden de 
uus términos, y cualquiera haya sido la ordenación adoptada, podemos 
considerarlos ahora según la ordenación principal y agruparlos de mane- 
rą que la suma parcial S, sea S, = U,.V,, y por lo tanto, la suma de la 
serie producto en cualquier ordenación será lim S, = U.V. 


b3) Producto por la regla de CAUCHY: Es el formado por 
la ordenación diagonal, agrupando los términos que tienen 
constante la suma de índices, es decir: 

Uy V1 + (41 02 + U2V1) + (UVa — Uz Vo + Ua v) +... 

Por lo tanto, el producto CAUCHY de las series [22-70] es 
la serie 5 10, cuyo término general viene dado por: 
[22-73] Wn = Ur Vn F Uz Vn- +... + 4,01. 


b4) Como aplicación de los algoritmos generales de conver- 


gencia y sumación, se probarán (en nota I) los dos siguientes 
teoremas: 





TEOR. de MERTENS: Si una serie converge y la otra es ab- 
solutamente convergente, converge y es igual al producto de 
ambas la serie obtenida por la regla de CAUCHY: 


U101 + (4201 + U1 02) + (Ua Vi + Uz Va + 4108) +... + 
F (Un Vi + Uni 02 F ... F Uo Vna + 410.) +... 


TEOR. de ABEL: Aunque uno o ninguno de ambos factores- 
series no sea absolutamente convergente, basta que la serie 
producto por la regla de CAUCHY tenga carácter convergente 
para que su suma sea el producto de las sumas de las series- 
factores dadas. 
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EJEMPLOS: 3. Multiplicando por sí misma la serie absolutamente can- 
vergente 


[22-74] E =14 04 0d (rr i); 


resulta: 


1 


YE S 1+ (pr) + (Hara) + onn m pB 


4. Multiplicando de nuevo par [22-74], resulta: 


A) (ie 


5. Multiplicanda la serie 


[22-75] 1— 











por sí misma, resulta: 


1 1 1 1 1 
la E SÍ a a 
V2 VZ V3.1 V 2.2 V1.3 
1 1 1 1 
dE RE RR RR + 82) + + 
a v(m— 12 V2(m—1) Vin)? 


a+b 
cuya término general recordando que es Vab « t ) es mayor 





que: 
1 1 1 2n 

— + — + ... + —— = o > 2 £ 0; 
(n+1):2 (n+1):2 (n+1):2 n+1 


luego, no es convergente ($ 22-1, d). Esto es debido a no ser absoluta- 
mente convergente la serie [22-75]. 


6. El producto por la regla de CAUCHY (que por b. es absolutamente 
convergente si la son las serjes-factores) puede resultar absolutamente 
convergente, aun cuando ambas series-factores sean divergentes o cuando 
uno de los factores sea divergente y el otro absolutamente convergente, 
o cuando una de los factores sea absolutamente convergente y el otro sálo 
sea condicionalmente convergente. 


Para el primer caso, basta considerar la serie absolutamente conver- 
gente 1+ (3/4) + (3/4)? + (3/4)? + ... como producto formal par la 
regla de CAUCHY de las series divergentes: 


II 
«(+ 


a 


E RN 
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la paradoja se explica porque la ley asociativa aplicada a una serie 
uncllante puede convertirla en convergente ($ 22-1, e). 


De modo análogo, para el segundo caso resulta que la serie absoluta- 
mente convergente, ¿+ (1/22) +... + (1/2) + ..., es el producto for- 
mal, por la regla de CAUCHY, de la serie divergente, 3+1+2+2*+ 
LL... +2*%?+..., por la serie absolutamente convergente, 1— (3/2) — 

(3/2) —... — (3/2?) — 

El tercer caso está menos divulgado, aunque ha sido detenidamente 

raludiado por A. PRINGSHEIM (Math. Ann., 21, p. 358, 1883). Como caso 


particular del método general que este autor expone, construyamos el si- 
wulente ejemplo: La serie absolutamente convergente: 


1 L L (— 1)" 

oo. ==  .. ___ ——_————— ... = 2 , 
122-76] +33 > 3 toi +... + en + 2ln2 
por la serie condicionalmente convergente 

1 1 1 (— 1) m-i 

99. A Ds == —— a $ 

[22-77] LA ytet + In 2 


dan un producto, por la regla de CAUCHY, absolutamente convergente: 


9 1 9 1 1 2(—1)” m— 1 1 

99. A — | — a A 

perlita Heri, haa Zh 
+... = 2m2 


En efecto, por los ejemplos 1 y 2 se han considerado las series 
[22-76] y [22-77]. El término general w, de su producto por la regla de 
CAUCHY se obtiene así: 


20m —= iUn + Va Um + ... + Um Ur = 
tr 1 - A AS 
5) l 1(m—1)m En 2(m—2) (m—1) A 


o A EERS: OA -|- 
»(m—r) (m—r+1) ES (m—1)1.2 m |` 


ET 1 Has 2 

E [í m—l m ) + 2 m—2 — m—l ) ++ 
1/1 1 1 (1 1 Y 

+5 mo — m—r+1 Je. tmi (1-7) m |= 


i 1 1 1 e 
E I mo Parma Pi + 131) 














(4 do E A: -4) | 
A A 2(m—1) e (m—1)2 Pa y 


1 1 1 1 
Si se descompone cada sumando, ——_—_—_— = —| — + 
»(m—») m r m—? 





resulta: 
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$ 22 € 
1 1 1 1 1 
m 1 m—1 2 m—2 
1 1 1 1 1 1 
+...+ pj [— 4 — 4 
m—1 1 m+1 1 m 
1 1 1 
+ + +—+—)]= 
m— m 1 
m—1 1 1 1 2 
=(—1*| 2 | z -[=- - — r ]= 
p=1 v m m+1 mím-+ 1) 
2(—1)” m- 1 1 
= — 2 ), 
mim41) \=2 v 


que es el término general de la serie [22-781. 


Si se tiene en cuenta que, según [22-36], de $ 22-3, b), es: 


m 1 1 
y Ss 
p=2 P 
lim —-—— = 1. 
mX lnm 


mientras que al comparar los órdenes fundamentales de infinitud (§ 37-3). 


se verá que lim (ln m/ V m)= 0, entonces resulta lim »*/lwn|=0, 
m_> 20 m > 0 
y por el criterio de comparación [22-27] con exponente «=3/2 > 1, se 


deduce la convergencia absoluta de la serie [22-78], como queríamos de- 
mostrar. 


EJERCICIOS 


1 


1. Simplificando U., sumar por descomposición: an” 
1 


NY 
4 
ad 











oc 00 oc 2% 
7 1 1 7 1 f 1 
A 
T1Nn(n+2) z n”— 1 i n(n + 1)(n +2) o (2n +1)(2n+7) 
2 a. 
2. Acotar el resto de las series >: (1/04); 5 (1/21"). 
1 
2% x 
3. Clasificar las series: a) X ao 5 b) -© E 
1 Mi l up Vn 
x ac 
dy 3—tesid z 
tl uV 1 


Van (na 1) 


4. Aplicar los criterios del cociente, la raíz y comparación a las series 
de términos positivos, y expresar sus sumas: 
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S=a+b+æt+tb+a +d... (O0<a<b <1); 





1 1 1 1 
T =1 + —— + — + — + +e’ 
2” 38 47 5f 
(a >1, 6 >1, a £€ B). 
5. Clasificar las series: 
i S 1.3.5... (2n—1) Ll.» S 2.4.6... (2n) 1 
1 2.4.6... (2n) 2n+ 1” 1 1.3.5... (2n—1) 2n+41" 


6. Averiguar para qué valores reales de a y b es convergente: 
a a (a+1) a(a+1) (a + 2) 
1 E A E E A a a T ... 
Pan tOr 
7. Si Sun es una serie de términos positivos monótonamente decre- 
cientes, y para un número natural k>1 es V, = k" u,n probar que las 
rics EUn y Ev, convergen o divergen simultáneamente (CAUCHY). 

8. Aplicar el criterio anterior a demostrar por inducción, respecto 
de r, que la serie  u, ” converge si a > 1, y diverge si 0< a< 1, don- 
n 
do 1/Un P —= n.Iln n.In n. ... Inr, 
In (Inn), s=1, 2,3, ... La serie 

($ 22-2, b). 
9. Generalizar el criterio de RAABE ($ 22-2,c), probando que si 
Un 1 An ] >a>1 
a E SA sonog < 1 , 
`X una en el primer raso converge y en el segundo diverge. Deducir así el 
criterio de GAUSS, según el cual, si 


. (In-n)*, con In n=M, In, n = 
Un'”? es la armónica generalizada 


3 v3 








Un a d 
un Z 0, sicn en 
Un-1 n n 


con p > 1, | d,|< K independiente de n, para a > 1, Zu, converge y para 
a S1, Èu, diverge. Caso particular del anterior, toma la expresión 


Un Y” jan”... +4) 


Un-1 n? -A bina t... H bp’ 
con as, b, constantes, en que para bı— a: > 1, Z un converge, mientras que 
para bı— m £S 1, E un diverge. 
10. Estudiar para qué valores positivos de a es convergente la se- 
00 s. n 
rie È un con unr = (2 — a) (2 — Va) (2 — Va) ... (2 — Va). 
1 


, , O  nanß ; 
11. Carácter de la convergencia de E (—1)}) n e  , según sean los 
n-i 


valores reales de « y £. 
00 


12 Explicar por qué 2 (—1)”u, es divergente, aunque 
$ 


1 
= ————— > 0. 
vn +(—1)" 
00 (— 1)™ R 
13. Dada la serie S = E ———— ,escribir los diez primeros tér- 


1 n 
minos de una serie reordenada como en $ 22-4, bz, convergente hacia. 1, 1. 


14. Si S(1;1) designa la serie S del ejercicio anterior, y S(p; q) la 
obtenida de la S colocando p términos positivos seguidos de q negativos, 
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otros p positivos y otros q negativos, y así sucesivamente, demostrar que 
es S(p;q) = ln 2 + ì ln (p/q). 
15. Hallar el límite de la sucesión del ejercicio 5 del § 20. 


o ı a O gn 
16. Demostrar que [ 2 ar) = 2 q. 
no N, no N: 


17. Sumar, relacionándolas con series geométricas, las siguientes: 








00 œ 00 00 
1 
S(n+1)a" 23 (2n+1)0 E]; 23(—1)" ar ; 
RaQ nu 1 2 0 20 
(læ | <1). 
18, Averiguar para qué valores complejos de z convergen las series: 
SNA s2., o 
ao | 142]? nm Ú’? m n(z—e")?* no (n+1)" * 


00 $ 
19. La serie 2 (+ + (—1)* i) no es absolutamente convergente. 
ang 


NOTAS AL CAPÍTULO V 


I. Algoritmos generales de convergencia y sumación. — a) Tranafor- 
mación de TOEPLITZ. — TEOR. 1: Si una matriz infinita de números rea- 
les o complejos 


f tia be aa dam aa) 
ban tays LEA 


cumple las condiciones: 
a1) Cada columna tiene límite nulo, es decir: 
lim tap = 0, v=1,28 01. 
n— 00 


as») Existe una constante K, independiente de n, tal que para todo 


n>0 es: 
| tan | + | tna | + .... < K; 
entonces, cualquier sucesión real o compleja +8.» de límite nulo. 8, > 0. 
se transforma por la matriz T en una sucesión: 
x 
[V-1] t, = tnst 8 + bos Sa + gam Ee z, tap $8», 
p= 
que también tiene limite nulo, ta > 0. 
Obsérvese que la condición as) implica la convergencia absoluta de 
las series formadas con los elementos de cada fila: 
a n 
Tn = 2 ba. 
p=1 
TEOR. 2: Si la matriz T, además de cumplir las condiciones as) y 0), 
cumple la condición: 
04) lim Ta = r, (r finito), 
n—>00 
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entonces, toda sucesión real o compleja 48.) de límite finito s, es decir, 
tn >8, 8e transforma por la matriz T en una sucesión [V-1] que tiene 
límite re, es decir: 
00 
lim ta = lím ( 2 tas 8p) = 
n=> 00 n=% .p=1 


TE0R. 3: Si la matriz T tiene todos sus elementos reales no negatí- 
vos, y Además cumple las condiciones a) y a), entonces toda sucesión 
le,» de elementos reales, transformada por [V-1] en la 4t,), verifica: 


[V-2] lim inf (Te) S lm inf ta < lm sup t, < lim sup (7 8.). 


Las matrices que originan la transformación [V-1] en las condicio- 
NS Gr, do Qs se llaman matrices T o de TOEPLITZ (1911). Si se toma 
lap =1/n para pEn, tap =0 para p >n, se obtiene una matriz T que 
cumple las condiciones de hipótesis de los tres teoremas anteriores con 
r=1, y origina una transformación, ya estudiada por CAUCHY (1821), 
de una sucesión Je,» en la de las medias aritméticas de sus n primeros 

Obsérvese que en el teorema 3, la condición as) implica la az), y que 
en los teoremas 1 y 2, por conservarse acotados los términos s,, la condi- 
ción az») asegura la convergencia absoluta de las series [V.-1], es decir, 
la existencia de la sucesión transformada ļt„}. 


DEM. de teor. 1. — Dado e > 0, tomemos m=m(e) tal que para 
p > m se conserve |s,| < e/(2 K). Entonces, por as) es: 
e 


| Capm+ 8m+1 F tnm Bm +... | < ( Vta + | Innes | + P E < 3 2, 


para cualquier n, y podremos poner 
[Al l< has H tas 8a H oen H tansa A 


Por a, se puede tomar | tap» | < IN p=:1 2,..., m, para todo 
n > (e), en que c > |s,|, p=1,2, ..., m. Por lo tanto, 7 tn8sa+... + 
+ tum 8m | < cm e/(2mc) = 4 ese es decir: |t,j|<e si n > (e), como 
queríamos demostrar. 
DEM. de teor. 2. — Expresemos s, =8+ ô, con ô, — 0; entonces, 
aplicando en [V-1] las leyes del § 22-1, e), se tiene: 
00 


th="8+ 2 tapó, 
p=1 
La condición as) asegura que el primer sumando del último miembro 
00 


tiende a 7s, mientras que la suma de la serie 2 t,,p8, tiende a cero 
p=1 
para n > 0% por el teorema 1, lo que demuestra el teorema 2. 

DEM. del teor. 3. — Probemos, por ejemplo, la primera desigualdad 
[V-2]. Supuesto lim inf s, =8 > — %, sea un número cualquiera c< a. 
Entonces, 8), > c para p >m=m(c), y por ser los elementos de T rea- 
les no negativos, es th. > (tu18 +... + nm 8m) + (tnm + inme- +. ..)C, 
para cualquier n. Fijado m, para n >r(8,c) por a) y a) queda 
tn >7c—8, y por ser 8 >0 arbitrario, es lim inf t,>7c, es decir: 
lím inf t, => lm inf (78,). 

Para una matriz que tenga elementos no todos positivos o nulos, puede 
no ser cierto el teorema 3. 

EJEMPLO 1. La matriz T, de elementos 
i J: 1s 2r, 
0 si p Æ 2r +1, arp ae 2 si 2r +1, 


t n e 
r+lyp — si 
Pera los demás p, 
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cumple las condiciones as), as), a.) con 7= 1. Pruébese que la sucesión 

8a =0, 8-1 =(—1)"*, r—=1,2,8,..., se transforma por [V-1] en 

tar =2(—1)", tera =(—1)"*, r=1,2,8,..., y no se cumple la conclu- 

sión [V-2]. Sin embargo, subsisten para esta matriz T los teoremas 1 y 2. 
Si la matriz T hubiese tenido como elementos 


a (—1)"' sip = n, 
pe 0 si p Æ n, 
se cumpliría el teorema 1, pero no el teorema 2, y por consiguiente, tam- 


poco el teorema 3, como se comprueba tomando s. = 1 constante, mien- 
tras que tn = (—1)"* oscila. 


b) Medias aritméticas y geométricas. — El resultado de CAUCHY 
antes mencionado, referido al teorema 2 dice: 

Si una sucesión real o compleja isn} tiene límite, sn > 8, entonces la 
sucesión de medias aritméticas de log n primeros términos tiene el mismo 


81 + 81+ DS + 8n 


límite, —— IL > g, 


n 
Análogamente se formula el teorema 3 para este caso. 


n ——— 

Si s, > 0, resulta Sı S2... 31 — S, como se verifica tomando loga- 
ritmos, es decir, también las medias geométricas de los n primeros tér- 
minos de una sucesión convergente de términos positivos s. > 0, tiene el 
mismo limite. 

Como corolario importante obtenemos: 


A si x 5 š sis . . An 
Si en una sucesión cualquiera de términos positivos existe lim —— = 
“1 
n 


= Y, entonces es lím V a, =Y. 
A3 a An 
Porque la media geométrica de a, ; EE es 
a Ca Ap-1 











n 


Qa Qs Qn Toa 
(1 ... = v Gn. 
Ar Qa Qn-1 


n — n 
EJEMPLO 2. Para demostrar que V n—> 1, basta ver que Li 
Obsérvese que el recíproco del corolario anterior puede no ser cierto: 


Así, para &: = 1/2’. a1 = 1/2, p=1, 2, 3, ..., lim 











> 1. 





no existe, 





n-1 
pues y= 1, y= 3, mientras que es lim Va =1/V2. 

c) Más generalmente, suponiendo como antes, s. >38, y elegida una 
sucesión de números positivos b, > 0, tales que B.= bi+ bi+... + db, > 
—> + œ, se verifica: 

bi Sı + bz8a H... H Dns 
lim ————— 38. 
B. 

Porque la matriz de elementos, tnp = bp/Bn, si p& n, trpp—0, si p>N, 
cumple las hipótesis as), as), a.) con 7=1. 

Para 3, = 4./ b, deducimos el corolario: 

Siesb,>0conbi+b2+... +b, > + œ, entonces hm an/b, = Y 
implica lim ¡e a = Y. 


bi + ba +... tbh 
EJEMPLO 3. Si en la potencia de un binomio (§ 12-1) toniamos a = 


=0=1, resulta 2% =( y e) + ña + (7) y por lo tanto, 
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(Ja +(7)a +(5)0+ ALAS +4(%)a. 
S 0 1 2 n 
ni ea > 8, también Ba e a ON AO -> e8 
EJEMPLO 4. Si se toma an = log(n + 1), bn = (n+1) log(n + 1) — 
n log n, con logaritmos de base mayor que 1, resulta log(n!) /log (n”) > 1. 
CYIRLING ($ 53-4) mejoró esta fórrrula, útil para el cálculo de factoriales 
xiuundes. 


d) Criterio de STOLZ. — Si existe: 


Qn — Ua-1 s, : an 
lim ———— = y, es también lim —— = Y 
Ba— Bn $ Bn 


m los dos casos siguientes: 
19) Si la sucesión 48.) es monótona divergente. 


29) Si es lím a, = lím £, = 0 y la sucesión 48.) es monótona. 
Para demostrar 1%), en caso de ser f, > f,-., basta tomar en el coro- 


lario de c): an = an — Gp) Dn = Bn — Bana, (n = 2, 3, ...); a = a, 
. $ An — Añ-1 . 
b, = Bı. Si Bn n1) €s lim 52 = — Y y se aplica el caso 
as E) yanap 
anterior. 
Para demostrar 2%), fijado cualquier e > 0, para todo n >” se veri- 
lica por hipótesis Y — e < EEA N <Y+e. Es decir, las fracciones 
n n-1 
(p > 0,n >»): 
Cn+p — AUnrp-1  On+p-1 — Qnep-a Ansa — Ant QAn+1 — An 
ps e IR | A e 
Bn+p — Bn+p-1 Bnep-1— Bnon-a Brea — Bnri Bra — Ba 


están comprendidas entre y—+* y Y+E€; luego, la fracción obtenida de 
numerador igual a la suma de todos los numeradores y denominador igual 
n la suma de todos los denominadores, siendo éstos de igual signo, está 
comprendida entre estos números ($ 6-8, b), y por lo tanto: 


On+p — On 
Y =e < ——— <YF+2, 
np n 
válida para n> v(e) y cualquier p > 0. Haciendo tender p a œ, al con- 
servar n fijo, como anp > 0, Bnsp > 0, queda Y — e€ < an/Bn <L Y +e, cier- 
ta desde n > » en adelante, lo que demuestra el teorema. 
En nota III del capítulo IX, generalizamos este criterio para límite 
funcional. 


COROLARIO: Del primer caso obtenemos que si existe lim (a, —a,-1) = 





= Y, es también lim (“,/n) = Y. 

EJEMPLO 5. Para «, = log n de base mayor que 1, es lim log T = 
= log 1 = 0, y por el corolario será: lim a = 0. 

Obsérvese que el recíproco puede no ser cierto; así, para a, = (—1)” 
existe lim (a,/1) 0, mientras que (— 1)” — (—1)"” oscila entre — 2 y 


2. Más generalmente, para el teorema 2, aunque la convergencia de 4s, 
implica la de +*.|, el recíproco no se cumple en general, y en esto radica 
la fecundidad de la transformación de TOEPLITZ, como veremos en gy). 

e) Teorema de MERTENS. — El teorema 2 permite una demostra- 
ción inmediata del teorema de MERTENS (§ 22-6, bı). En efecto, si 
Zun es absolutamente convergente, y Ev, es convergente, se tiene para 
el producto por la regla de CAUCHY con términos Wa = Ur Va + Ua Va- + 
+H... H Unt, que la suma parcial Ws = Uun Vi + Una Vat... +41 V, es la 
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transformada [V-1] de la sucesión {V„} con coeficientes tn,p = Un-p+1) Bi 
pEn, tap =0 si p >n9. Por cumplirse as), pues lím u, = 0, as) ya que 
| Un | + | una | +... + |a | < K independiente de n y a), pues 
lím (un + Un- 4 ... + 1%) = hm U, = U, y además, ser lim V, = V, exis- 
tirá y será lim W, = hm (un Vı + UnaVs + ... + 41V,) = U.V, como 
queríamos demostrar, 


f) Teorema de ABEL. — Es el enunciado en el $ 22-6, b,), y puede 
también demostrarse por aplicación del teorema 2 aun cuando en $ 43 
lo obtendremos como inmediato corolario de otro teorema de ABEL para 
las series de potencias. 

Por hipótesis, U, => U, Va > V, W, => W, donde U, y Va son, respec- 
tivamente, las sumas parciales de las series convergentes È un y Evn y 
W, la de la serie producto por la regla de CAUCHY con término general 


Wn = Un F UVa +H ... + Und. De la suma parcial W, = u Va + 
+ Ue Vai + ... + Un Vr, obteremos: 
[V-3] WaiW+..+W, = UV, +U Vr1+... +U,V, 
n n 
U.—U U.—U U,—U 
= (BA Va + SONE TE += Va) + 
+U Vtt. + Va , 
En virtud de a), teor. 2, es 
i U-—U U,—U i 
hm ( i Va +... + a V:) = 0, 
Un-pı — U 
pues tomando ta para pEn, ftp =0 para p>n, se 
andar 0 as pi + TaT] + 
n>n n n | n 





AAE | 1 e.’ n 
B-U] g [Ti+ y uo jul, por b), que 


+... +| 


también justifica a): 





U:— U U, — U 
TH + RÁ =0, 


n 
quedando probada la convergencia a cero del paréntesis del último miem- 


bro de [V-3]. También por b) es lim AS = V, por lo que siem- 


T = lm 


pre existirá el límite de [V-3] para n —>%, y será igual a U.V. 

Así, podemos afirmar que es suficiente suponer convergentes las se- 
ries factores 2u,, 2 v,, para que la serie producto por la regla de CAUCHY 
tenga siempre la media aritmética de suas n primeras sumas parciales con- 
vergente al producto U.V de las sumas U= Zu, y V=20,. 

La existencia del límite del primer miembro de [V-3] no implica la 
de W, (cfr. $ 22-6, ej. 5), pero si además suponemos dicha serie producto 
convergente, su suma W habrá de ser, por b), igual al límite de dicho 
primer miembro de [V-3], y el teorema de ABEL queda demostrado. 


g) Algoritmos generales de convergencia y sumación. — La serie 
N 

E (1) =1-—1+1—1+1— ..., que se obtiene de la serie geo- 

n—0 . 


métrica 
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1 


IV 4] a e .. (|x<1), 
para x = — 1, o la sucesión de sus sumas parciales ys.) = 1, 0,1,0,1,..., 
N 

"u son convergentes. Tampoco lo son la serie © (—1)"(n+1)=1— 

n=0 
2 + 3 — 4 + ..., obtenida (§ 22-6, ej. 3) de: 

IVb] AEREA (le |<D, 

parn x= —1, o la sucesión de sus sumas parciales 48,) = 1, —1, 2, —2, 

i 3, ... Sin embargo, antes de la «definición clásica de CAUCHY 


(h 22-1,a; $ 20-1), que en la forma expuesta en el texto precisó el concep- 
lo de convergencia, LEIBNIZ, D. BERNOULLI y EULER asignaban a dichas 
neries los valores 3 y 4 respectivamente, lo que es justificable dentro de 
on cierto orden de ideas, como ahora veremos. Intuitivamente, podemos 
suponer extendido a x = — 1 el valor bien definido de los primeros miem- 
tros de [V-4] y [V-5], para calcular la llamada suma de ABEL de las se- 
dex desarrolladas en los segundos miembros de dichas desigualdades. Sin 
embargo, © (— 1)" no sólo se deduce de (1— x)”, sino también de 

| V-6] 

liz Lo —a” E 

me para x = 1 daría para suma de 3 ( — 1)" cualquier valor m/n. 

LAGRANGE dió ya una explicación intuitiva de este hecho, al observar 
ins “lagunas” que tiene la serie de potencias [V-6], y así para m=2, 
n = 3, la [V-6] es 1 + 0.x — 1.2 +1. +0.xt— 1.x + ..., y por lo 
tanto, 2/3 debe ser asignado no a la serie 1 — 1 + 1 — 1 + ..., sino a la 
1! -+ 0 — 1 + 1 + 0—1 +— ... cuyas "sumas”, a priori, no tienen por 
qué ser iguales. 

Modernamente se han sistematizado estos métodos funcionales, así co- 
mo otros aritméticos, mediante la transformación de TOEPLITZ, a), que da 
una síntesis de los más usados en Análisis. Si una serie, o lo que es lo 
mismo, la sucesión de sus sumas parciales +<8,», no es convergente, puede 
suceder que mediante una transformación “lineal” del tipo [V-1], la suce- 
sión 4t,| resulte convergente, dando así cada matriz T un método de suma- 
ción o de convergencia generalizada más amplio que el definido por CAU- 
CHY en $ 20-1 y $ 22-1,a). La condición de consistencia exige que si 48.) 
es convergente a 8, según la definición clásica, la sucesión transformada 
ita} sea también convergente clásicamente hacia el mismo límite s. Una 
transformación T que para toda <8.p convergente cumple esta condición, 
se llama regular. La importancia de la transformación de TOEPLITZ radica 
en que las condiciones a;), a2), as) con 7 =1, no tan sólo son suficientes, 
como asegura el teorema a-2) para que una transformación [V-1] sea 
regular, sino que también son necesarias (cfr. Divergent series, de G. H. 
HARDY, citado en nota 1V-2). Por lo tanto, cualquier método de sumación 
de series no convergentes, consistente con el clásico, y obtenido mediante 
una transformación “lineal” [V-1], habrá de venir dado por una matriz 
T que cumpla a,), az), as) con T= 1. 

La transtormación por medias aritméticas vista en b), fué estudiada 
en forma completa y sistemática por E. CESARO (1890). El método de su- 
mación (C,1) consiste en transformar ¿s,) en {tn}, con polio 

00 
y así resulta que la serie YX (— 1)” cs sumable (C, 1) hacía £, pues 


n -0 


oo AL OA, 1 
E ed 


1+ GI 1 
4n En 
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De la misma manera, en f) hemos demostrado que el producto por la 
regla de CAUCHY de dos series convergentes, È un = U, 2 v, = V, es siem- 
pre sumable (C,1) hacia U.V. Esto ya demuestra ($ 22-6, ej. 3) que la 
serie 1 — 2 + 3 — 4 + ... es sumable (C,1) hacia ł. 

Si se pone Sn = B®, s.P= 9 Y +... + hE; A l, A, Y S 
= A p A p o FAO)... An P ALA A... + An +”, puede 
reiterarse el método de CESARO, diciendo que la sucesión {s4} es sumable 
(C,k) al límite s si 8, '/An*” > s para n > 0, Según a), teorema 2, 
la sumabilidad (C,k) implica la (C,k-+ 1). 

Otros muchos métodos de sumación, debidos a O. HOLDER, M. RIESZ, 
L. EULER, etc., se aplican también frecuentemente en Análisis superior. 


h) Aceleración de la convergencia. — Otra de las aplicaciones de 
las transformaciones [V-1], importante para el cálculo numérico median- 
te series, es la de buscar una sucesión transformada 4t,) que converja 
hacia el límite de 48.) más rápidamente que ésta. Esto quiere decir que 
una determinada acotación del resto ($ 22-1,g) para la {ta} pueda ha- 
cerse desde un valor de n mucho más bajo que para la Js,), y por lo tan- 
to, que sea factible alcanzar un determinado grado de aproximación 
prácticamente inasequible con la serie dada a pesar de su convergencia 
teórica. Así, por ejemplo, para calcular In 2 con seis cifras exactas 
(Nota 11,b), mediante la serie [22-40], necesitaríamos calcular la suma 
parcial de un millón de términos ($ 22-3, a), mientras que mediante una 
adecuada transformación, puede obtenerse la aproximación deseada con 
sólo siete términos. 


IT. Aritmética decimal de los números aproximados, —a) Error ab- 
soluto, Redondeo. — La expresión decimal de todos los números, racio- 
nales e irracionales ($ 7-3), ofrece la ventaja de uniformar los cálculos, 
pues todas las operaciones se efectúan como si los datos fuesen enteros; 
pero en cambio tiene el grave inconveniente de exigir infinitas cifras, no 
sólo para representar a los números irracionales, sino también los racio- 
nales, cuyos denominadores tienen factores distintos de 2 y 5. Es forzo- 
so, pues, para operar con tales números, prescindir de las infinitas ci- 
fras desde una de elias en adelante, con lo cual los resultados dejan de 
ser exactos. Si a esto se agrega que los datos experimentales, resultados 
de medidas, están afectados siempre por errores, de los que sólo se cono- 
ce un número al cual se mantienen inferiores en valor absoluto, se com- 
prende la necesidad de un estudio especial de los números aproximados. 


Designaremos por A’, B’, C’, ..., los valores aproximados conocidos 
de los números desconocidos A, B, C, ... (valores exactos); las dife- 
rencias; 


AA=A'-—A, AB=B'"-—B, AC=C'-—C,.... 
entre los valores aproximados y los exactos, se llaman errores absolutos. 
Sus opuestos se llaman correcciones: son lo números que hay que agre- 
gar a los valores aproximados para obtener los exactos: A’+ (—3A) = A. 

El símbolo A se lee: “error de” o “incremento de”. 

Se dice que la aproximación es por exceso o por defecto, según que 
el error sea positivo o negativo. 

Como los errores AA, AB, ..., son desconocidos, en cada caso da- 
remos números positivos A* A, A*B, ..., llamados límites superiores de 
error o cotas de error, a los que dichos errores se conservan inferiores en 
valor absoluto: | A A | < A* A, etc. 

Suelen adoptarse como límites de error las unidades decimales suce- 
sivas: 1/10, 1/10?, ... o las unidades de orden superior 10, 10?, 10*, ..., 
según se trate de errores menores o mayores que 1. 

DEF.: Si en la expresión decimal de un número se reemplazan por 
ceros todas las cifras que siguen a una de ellas, diremos que el número 
se ha redondeado al orden de la última cifra conservada. El redondeo 
será; 

1%) Por defecto, si esta última cifra no se altera. 
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2%) Por exceso. si ésta se incrementa en 1 (con la posible repercu- 
nión sobre las anteriores, cuando es 9). 

3%) Al valor más próximo, si es por defecto o por exceso, según que 
In cifra siguiente sea <5ó = 5. 

EJEMPLO 1. Para el número 107 se tienen los redondeos siguientes, 
de los cuales los subrayados son al valor más próximo: 

Por defecto: 3.10; 31; 31,4; 31,41; 31,415; ... 

Por exceso 4.10; 32; 31,5; 31,42; 31,416; ... 

TEOR. FUNDAMENTAL: En todo redondeo (redondeo al valor más próxi- 
mo), el error no supera una unidad (media unidad) del orden decimal 
correspondiente. 

ln efecto, si el número A tiene la expresión E,ab ... kl ..., se ve- 
nica ($ 7-3): a n 
[V-77] E.ab... k SA < E,ab... (k41); 
luero, cada uno de estos dos números extremos difiere de A menos que 
llos entre sí, es decir, menos que una unidad decimal de orden n. 

Consideremos la cifra siguiente, l; si es l< 5, sustituyendo en vez del 








nrl 
lercer miembro el término siguiente, más aproximado: E, ab... k (1+1), 
resulta: a n+1 n+l 
à — E,ab...k <00... 0(1+1) £00... 5, 

Si es ? > 5, sustituyendo el primer miembro de [V-7] por el término 
signiente, más aproximado: E,ab ... kl, resulta: 

” n+l n+2 
E,j,ab... (k--1) -—A<00...0 (10—/) <0,0, ... 5. 

Un método más preciso es no redondear a la última cifra, sino con- 
servar la aproximación acotada, indicando entre paréntesis a la derecha 
del valor aproximado, la cota de error en unidades de la última cifra es- 
crita; así 1,1872 + 0,0023 — 1,1872(23). También puede emplearse la 


acotación dual 1,1849 < x < 1,1895, escrita a veces LEA 

? 
dable si se dispone de una máquina de calcular. Es el método aplicado 
en las operaciones con números reales (§ 7-5), pero tomando sólo una 
aproximación por defecto y otra por exceso; ello obliga a duplicar el nú- 
mero de operaciones a efectuar. 

b) Cifras exactas de un número aproximado. — DEF.: Se dice que un 
número tiene exactas todas sus cifras, cuando su error absoluto es en mó- 
dulo inferior a una unidad del orden de la última de ellas. 

Muchas veces se escriben sólo las cifras exactas de un número, mul- 
tiplicadas por la potencia de 10 que corresponda. 

Si la aproximación es por defecto, estas n cifras exactas figuran to- 
das en la representación decimal indefinida del número; pero si es por 
exceso, la última es superior en una unidad. Sin embargo, precisado bien 
el sentido de la definición, no puede dar origen a confusiones. 


EJEMPLO 2. Todos los números del ejemplo 1 son valores aproximados 
de 10 7, con todas sus cifras exactas. 

bı) Cuando se conoce el sentido de la aproximación de un número, 
es fácil hallar otro, con el mismo límite de error, y que tiene todas sus ci- 
fras exactas, de acuerdo con el siguiente teorema, cuya demostración es 
inmediata: 

Si el error absoluto de un número es por defecto (exceso), y menor 
que una unidad decimal de cierto orden, redondeando a dicho orden por 
exceso (defecto) se obtiene un número que tiene exactas todas sus cifras. 

c) Error relativo de un número aproximado. — La cuantía del error 
absoluto no mide bien el grado de exactitud de las aproximaciones; esto 
se logra más bien conociendo el error que corresponde a cada unidad. 


| , recomen- 
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DEF.: Se Hama error relativo, el cociente del error absoluto por el 
valor exacto. Por lo tanto, el error absoluto es igual al relativo multipli- 
cado por el número. 

Designaremos así los errores relativos: 

AA AB AC 
[V-8] AY B = B ? y == C? no’ 
y por a*, B*, y*, ..., los límites superiores o cotas de error relativo, es 
decir, números positivos cualesquiera a los que se conservan inferiores los 
valores absolutos de a, f, Y, ...: |a| < a*, ete. 

De la definición resulta: 

cı) El error relativo de un número no varía al multiplicar o dividir 
éste por un número cualquiera, Por lo tanto, podemos correr arbitraria- 
mente la coma, y lo más cómodo es suprimirla, así como la potencia de 
10 ó los ceros no indicadores de cifras exactas que queden a la derecha, 
en los números que tienen exactas todas sus cifras, resultando entonces el 
error absoluto menor que 1. 

ca) La dificultad que se presenta para acotar el error relativo, es 
el desconocimiento del valor exacto A que figura en el denominador; por 
esto, y por comodidad del cálculo, se adopta como denominador un número 
sencillo, que seguramente sea menor que A, para obtener así un límite 
superior del error relativo. 

cs) La misma dificultad se presenta al pasar de la cota del error re- 
lativo a la del absoluto. 

Si supiéramos que el valor A’, comprendido entre 10" y 10", está 
aproximado por exceso, podríamos asegurar que es AA<X A .a; pero si la 
aproximación es por defecto, o no se conoce su sentido, la acotación an- 
terior no vale. Ocurre entonces redondear por exceso a la primera cifra 
exacta del número aproximado, y como el número así obtenido (a + 1) 10" 
supera al valor exacto de A, tenemos: el límite del error ahaoluto es me- 
nor que el límite del relativo multiplicado por (a +1).10". 


EJEMPLOS: 3. Si el número 75425,43 ha resultado de una medición 
realizada con un aparato que da un errur inferior a media centésima por 
1 2 
e = 400, y el número 75000 
tiene, por lo tanto, dos cifras exactas, pues la suma de los dos errores no 
llega a 1000. 


4. Sí el error relativo del número 0,01901 es menor que 0,001, sola- 
mente puede asegurarse la exactitud de las cifras 0,0190; pero si el error 











unidad, el error absoluto será *, < 80000. 


2 
d) Problemas fundamentales. En el cálculo con números aproxima- 
dos surgen inmediatamente dos cuestiones de importancia fundamental: 
dı) Problema directo. Cuando se realizan determinados cálculos so- 
bre números aproximados, ¿cuál es el grado de aproximación del resul- 
tado? En otras palabras: ¿en qué medida influyen los errores en los datos 
sobre el error del resultado? 

d:) Problema inverso. Si se desean resultados con una determinada 
aproximación, ¿qué grado de aproximación debe exigirse para los datos? 
Y en particular, si éstos se dan en forma de números decimales, ¿cuántas 
cifras decimales deben conocerse o tomarse en cada caso? 

e) Errores en las operaciones aritméticas. — e,) El error absoluto de 
una suma algebraica A'B'zt... +1 de números agroximados es la 
suma AATAB zz... FAL, análoygamente formada con sus errores. 

En efecto, de las igualdades 

A = A+A, P=B+4AB, ..., =L+AL, 


es menor que i , son exactas todas las cifras 0,01901. ¿Por qué? 





resulta: 
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AB... :¿I=(A2B...2L)+(AA+ABz... aL). 
En realidad no se conocen los errores, sino solamente cotas de los 
mismos, pero del teorema anterior resulta en virtud de ($ 7-7): 
El error absoluto de una suma algebraica es menor que la suma de 
lua cotas de error de sus términos: AFA +A*B+... +A*L. 


EJEMPLO 5. Si A’ = 3,24; B'—5,17; C' — 6,43, se han obtenido por 
redondeo al valor más próximo, ¿con cuántas cifras decimales exactas 
puede tomarse la suma? 

Como las cotas de error de redondeo son, por a), 4*A =4*B= 


=41 Ç= JoL, 
0,015, con lo cual el resultado exactc estará comprendido entre 14.84 — 


— 0,015 = 14,825 y 14,84 + 0,015 = 14,855, y se lo conoce con sólo tres 
cifras exactas. s 


es) El error relativo de un producto A' B' de dos números aproxima- 
dos A' y B', cuyos errores relativos son a y B, es a+ Br4aB. 
En efecto, de las igualdades: 


Ar =A+JAA B=B+AB, 
A'BP-—AB=B.A4A+4.A4B+4+4324.AB, 


y dividiendo por el valor exacto A B del producto, resulta el error rela- 
tivo: 


AA AB A.B 
[V-9] e = + +; =a+Brtab, 
A B  (AA.A 


De aquí resulta que una cota del error relativo es: 


= 0.005, el error de la suma 14,84, tendrá por cota 


resulta: 




















[V-10] e* = a* pr 4 ar pe 
cı) El error relativo de un cociente A'/B' de dos números aprosima- 
— HB 
dos, cuyos errores relativos son a y B, es exactamente TE 
En efecto, de las igualdades 
A A B.3A—A.3B 
'= à t= Br :  — = AA 
A'=A+AA,B B +B resulta B B BBB) À 
y dividiendo por el cociente exacto A/B, resulta el error relativo: 
AA AB 
A B a—B 
[V-11] e z= ————— z m 
AB 1+8 
1 + 
B 
De aquí resulta que una cota del error relativo es: 
ar y B® 
[V-12] e = —_ 
1—p* 


e.) El error relativo de la raíz cuadrada de un número A’, cuy error 
relativo es a, vale exactamente: 


[V-13] e = ——. 
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Basta hacer las siguientes sencillas transformaciones: 
A e 
aria TNA = V l +4a—1= Ai E ) - 1 = —- ón 
VA Vl.ia+l 
De [V-13] resulta que una cota del error relativo es 


E 


[V-14] A e 
1- V 1a” 


es)Errores aproximados. — Como en general el error AA es muy 
pequeño con respecto a A, los errores relativos a, fB, ..., son números su- 
ficientemente pequeños como para que cada uno de ellos respecto a la 
unidad, o su producto respecto a cada uno de ellos, sea prácticamente 
despreciable. Resultan así, de [V-9] y [V-10], los siguientes valores apro- 
ximados para el error relativo de un producto, y su cota: 








[V-15] ea = a+ B; et, =0* y B* 

Análogamente resulta para el cociente y la raíz: 
[V-16] €a = a — Ê; e”, = a* 4 8B" 
[V-17] Ea = > 3 e*, = = 


EJEMPLOS: 6. Dados los números 31,416 y 3,464, valores aproxima- 


dos de 107 y de V 12, en menos de 0,001, hallar el producto con la ma- 
vor aproximación: 

1 1 
30000 Y “e 3000 “Pes 
tivamente; luego, el producto 108,825024 tiene una cota práctica de error 
relativo 


Los evrores relativos son menores que 


0,000034 + 0,00034 = 0,000374, 

y el error absoluto es menor que 0,000374 Xx 200 = 0,0748. Por lo tanto, 
son exactas las cifras 108,8. 

7. Calcular el cociente de dos números cuyos valores aproximados en 
menos de una unidad del último orden son: 0,6802 y 5,20. 

Efectuada la división por regla ordinaria o con la máquina de cal- 
cular, resultan las cifras 0,1308... 

1 1 

< 0,0027; A* < 0,00054; 








J 
6000 500 


luego el cociente, con error menor que una unidad de su último orden, 
es 0,131, pues al prescindir de la cifra 8, incrementando el 0, el error no 
llega a 0,0003, y sumado con A* no llega a 0,001. 
8. Sean el dividendo y el divisor 8141 y 0,0802 aproximados en me- 
nos de media unidad de su último orden. 
Las primeras cifras del cociente son 101508... 
1 
== ik 
2.8 000 2.800 


luego, el cociente con tres cifras exactas es 101000. 


9. Calcular la raíz cuadrada del número 0,0820, cuyas cifras son to- 
das exactas. 


< 0,00007 + 0,0007 = 0,0008; A* < 160; 





Aplicando la regla ordinaria obtenemos las cifras 0,2863 ..., cuyas 
cotas de error relativo y absoluto son: 
e* < 0,0007 ; A* < 0,0002; 


luego, la raíz en menos de una milésima es 0,286. 
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l0. Calcular la raíz cuadrada de un número cuyo valor aproximado 

menos de una unidad de su último orden es 17,02. 

Anlicando la regla ordinaria resulta 4,125 ..., cuyas cotas de error 
«Intivo y absoluto son: 


e* < 0,0005; A* < 0,0025; 
Íhnega, son exactas las cifras 4,12. 
f) Problema inverso. — Dados varios números cxractamente, o con 


cuuuta aproximación se desee, calcular el resultado dle nna operación arit- 
melica entre cllos, con aproximación prefijada, tomando de cada uno el 
meucr número posible de cifras exactas. 

De e) y bı) resulta, inmediatamente: 

fı) Para obtener la suma de varios sumandos (cuyo número no ex- 
eeda de 10), con error absoluto menor que une unidad de cisrto orden, se 
fomau las sumandos por defecto, con una cifra más. En el resultado se 
mescindoe de la última cifra y se incrementa en 1 la anterior. 

En efecto, el error de la suma cs inferior : 10 unidades de su último 
orden, es decir, una unidad del penúltimo, y basta aplicar bı) para tener 
todas las cifras exactas. 


f-) Para calcular la diferencia de dogs números con error absoluto 
menor que una unidad de orden prefijado, se toman ambos por defecto o 
ambos par exceso, con cifras exactas hasta la de uste orden. 

Porque el error del resultado es la diferencia entre dos números de 
igual signo, inferiores a la unidad prefijada, y por lo tanto, es en valor 
nbsoluto menor que ella, 


fa) Para obtener con n cifras exactas el producto o el cociente de dos 
números, basta tomar cada uno con n+ 1 cifras exactas (n + 2 si la 
primera es 1 ó es lo única significativa), en tal sentido que el resultado 
wea aproximado por defecto; y se redondea luego por exceso a la cifra 
anterior. 

1 
En efecto, siendo el error relativo de cada dato menor que E 
2.10" 
prácticamente, según e:), es 1/10” cota de error relativo del resultado; 
luego, su error absoluto es menor que una unidad del orden de la cifra 
"-sima, y se vredoudea según D). 

f9 Para obtener con n cifras exactas la raíz cuadrada de un número, 
basta tomar» +1 cifras exactas por defecto, calculando en la raíz hasta 
la cifra nesima, que se merementará en 1. 

En efecto, siendo menor que 1/10” el error relativo del número, será 
también cota de error relativo de la raíz obtenida por defecto, según 
[V-13], y por lo tanto, el error absoluto es inferior a una unidad del 
orden de la cifra n-sima, redondeando según b). 


EJEMPLO 11. Calcular con dos cifras exactas la excentricidad del 
meridiano terrestre: 
a? —b* 
e= , siendo a = 6377397 m, b = 6356079 m. 
a 
Tomando, por defecto, a + b y a— b con cinco cifras exactas, obte- 
nemos: 
(a + b) (a — b) = 12 733 000 x 21 318 = 271 442 094 000, 
es decir 2715.10*, que tiene exactas su. cifras; su raíz cuadrada 521.10” 
según f,), tiene exactas sus cifras; dividiendo por 638.10* e incrementando 
la segunda cifra significativa del cociente, resulta: e = 0,082, 
g) Operaciones abreviadas. — gı) Los productos parciales que se 
escriben en la multiplicación ordinaria, puede: evitarse mediante la regla 
de FOURIER, calculando mentalmente las sumas de los productos de cifras 
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del multiplicando y multiplicador que dan resultados del mismo orden de- 
cimal, Además se empieza a multiplicar las cifras por la izquierda para 
aprovechar sólo las que dan cifras exactas, siendo útil acabar las expre- 
siones numéricas con puntos suspensivos para guiar a la intuición, 


EJEMPLO 12, Resolvamos así el ejemplo 6. 


311416... Empezando por la izquierda: 3.3 =9; 3.1 + 
64... . +4.3—15, se escribe 5 a la derecha y el trans- 
porte 1 debajo de la cifra 9 anterior (ver esque- 
47... . ma A); 3.4+4.1+6.3—34, se escribe 4 a la 
3... . . derecha y el transporte 3 debajo de la cifra 6 
8 





anteriors 3.1+4.4+6.1+4+4.3—387, se escribe 
7 a la derecha y el transporte 3 debajo de la 
cifra 4 anterior; en los próximos cálculos ya in- 
tervienen cifras desconocidas. Así resulta 108,8 
teniendo en cuenta que hemos despreciado al me- 
nos 12 unidades del primer orden nọ escrito. (Si los valores fueran exac- 
tos, el resultado parcial que sigue al 37 es 50, luego 46, etc.). 


0a) Para la división abreviada, se separan grupos de 5 ó 4 cifras 
en dividendo y divisor y se aplica el procedimiento inverso al anterior. 


EJEMPLO 13. Sea 43572 945 359 + 7 436891. Se divide 43572 por 
7436 (marcando con un punto superior las últimas cifras y así sucesi- 
vamente, esquema B), con cociente 
5 y resto 6392. Dividiendo éste por 


A, Multiplicación, 





743 decenas da 8 con resto 448 de- 43 572 945 359 7 436 891 
cenas a las que se adjunta 9 para 6 392 —— 
restar 5.8 + 8.6 con resto 4401. Di- 448 9 5 859 027 
vidido éste por 743 da 5 con resto — 88 

686 decenas a las que se adjunta —— 

4 para restar 5.9+8.8+5.6 con 440 1 

testo 6725. Dividido éste por 743 da 68 64 

9 con resto 38 decenas a las que se — 1 39 

adjunta 5 para restar 5.1 + 8.9 + —— 

+ 5.8+9.6 con resto 214. Dividido 67 25 

éste por 743 da 0 con resto 214 de- 385 

cenas a las que se adjunta 3 para — 171 

restar 8.1 + 5.9 +9.8 + 0.6 con res- — 

to 2018. Dividido éste por 743 da 2 214 3 

con resto 532 decenas a las que se — 12 5 

adjunta 5 para restar 5.1 +9.9 + 

+0.8 + 2.6 con resto 5227. Dividido 201 8 

éste pdr 743 da 7 con resto 26 de- 53 25 

cenas a las que se adiunta 9 para - 98 

restar 9.1+4+0.9+2.8+7.6 con == 

resto 202. Si nos detenemos aquí y 52 27 

queremos obtener el resto exacto, de 269 

202 habrá que sustraer 0.1 + 2.9 + a 

+7.8 décimas y 2.1 + 7.9 centési- 202 

mas y 7.1 milésimas, dando 193,943 — 7457 
correspondiente al orden de la última — 6 


cifra 9 del dividendo. El lugar de la A 
coma en el cociente depende de los Resto = 193,943 
que tenga en dividendo y divisor, lo B. División. 
gue se averigua redondeando, 

Si algunas sustracciones parciales complementarias no pueden reali- 
zarse por haber ensayado una cifra demasiado grande, para no perder el 
trabajo realizado. podría proseguirse con algunos restos por: exceso (—) 
y algunas cifras del vociente subsiguientes negativas señaladas éstas su- 
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perlormente, como se hace con las características de loa logaritmos. Como 
en éstos, de ahí, se pasa luego fácilmente (Cap. IX, nota l,.a.) a cifras 
por defecto. Hay que señalar cuidadosamente el signo de los restos, que 
dinminuyen si son por exceso al bajar nuevas cifras, 

Para efectuar la división abreviada, también puede multiplicarse por 
al recíproco del divisor hallad> en tabla adecuada o si tiene pocas cifras, 
por el siguiente procedimiento rápido de CAUCHY: 

EJEMPLO 14. Si se busca el recíproco de 52, se determinan las dos 
primeras cifras y el resto se indica a la derecha en unidades de la última 
cifra escrita: 1/52 — 0,019 + 12/62. Este último cociente se efectúa mul- 
liplicando ambos miembros por dicho resto 12 y procediendo reiterada- 
monte para obtener tantas nuevas cifras como se desee: 


12/52 = 0,228 + 144/52 = 0,230 + 40/62 ; 
40/52 = 0,760 + 480/52 =0,769 + 12/52 ; 
12/52 = 0,230 + 40/52 ; etc. 


lemulta: 1/52=0,019230 769230... En el ejemplo 7 hubiese bastado 
multiplicar abreviadamente 0,6802. 0,1923, 


IIl. Fracciones continuas. — a) Definiciones. — No siempre es apro- 
plada la expresión decimal de un número ($ 7-3) para el estudio de su 
naturaleza aritmética; este estudio queda frecuentemente facilitado si se 
utiliza la representación del número en fracción continua. Sea x un nú- 
mero real positivo. Si no es un número natural, sea a= [x] la parte 
entera de x, es decir, el menor de Jos dos enteros entre los que x está 
comprendido. Puede escribirse: 


E 1 1 
[V-18] X = de Paa Me >1. 
Si x es racional e igual a la fracción irreducible «a/b, vı es de la 


forma b/r, con 7,< b, pues «, será entonces el cociente entero por de- 
fecto ($ 5-1) de a:b, es decir: 


b a 
[V-19] az= b.n pr; n= >1, si ro>o0. 
l 
Si , no es entero, sea a, = [+] la parte entera de v, y reiterando 
[V-18] será: 
1 1 
[V-20] w = a Hae i; xv = — > l1. 


A'o ti — (l; 


Si x= a/b es racional no entero (r: > 0), será: 


r f 
[V-21] bD=r dit r; Y = o > 1, si ">o. 
Si x: no es entero, puede reiterarse este proceso, y al cabo de n opc- 
raciones, si @«-ı = [&,-:] es la parte entera de &ua-ı, se tendrá: 
1 1 
[V-22] taa —= Uns + AA j AA > 1. 


A Wear — U n-1 


Si + =a/b es racional, y 7,-. > 0, será: 


[V-23] — ru2= Yuso Ana F ra; Xna = =— >l, si "> 0, 
con: 
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[V-24] Va L Prales LLL D, 

números naturales. La cadena de desigualdades [V-24] nos dice que si 
x es racional, este proceso terminará antes de que n valga b, y los enteros 
Go, Ur, ..., @n-1 Obtenidos en [V-19], [V-21], ..., [V-23] son los cocientes 
sucesivos del algoritmo de EUCLIDES cuando se busca el m.c.d. a^b 
(§ 5-6,a). En cambio, si æ es irracional, el proceso es indefinido, pues 
para todo n continúa x, siendo irracional. En ambos casos escribiremos: 





[V-25] x = la + l 
1 
ti + a: +. 
o también: 
1| 1|] 1| 
-2 == o ===" XA . 7 ... 
[V-26] Y a ae , 


y más brevemente: 
[V-27] ali als 


sobrentendiéndose que para x racional, llegará a ser 1, = an número na- 
tural, y entonces se suprime + ... en [V-26] y, ... en [V-27]. Obsérvese 


ee > les ya entero (fau = 0), podemos adoptar £n, = Am, 


que si %, = 


con anr = 8n — 1 > 0, am = 1. 





o bien: x, = an + ` 


Efectuar este proceso es desarrollar o representar x en fracción con- 
tinua ordinaria [V-25], [V-26] ó [V-27], finita para x racional, e indefi- 
nida para x irracional. Los números enteros do, u, Qa, ... se llaman co- 
cientes incompletos; de ellos, sólo av puede ser nulo, siendo los demás posi- 
tivos. Los números %,, tz, ... se llaman cocientes completos, nunca ente- 
ros, a menos de ser último o, eventualmente, penúltimo. 


Recíprocamente, dada una sucesión finita o indefinida de números 


racionales cualesquiera, do, ai, Qa, ..., An, ..., no nulos, excepto posible- 
mente ao, de ella se deduce otra sucesión de números racionales: 
1 1 
[V-28] R = æ; R = & + —; kR = 0 + —; -i 
a 1 
t + — 
da 
1| 1| 1! 
Ra = & + — + — + ... + +..., 
| a | a | a, 


llamados reducidas de la fracción continua simbólicamente expresada por 
el último miembro de [V-25], [V-26] ó [V-27]. Si los números an son na- 
turales, con sólo ao posiblemente nulo, la fracción continua se llama or- 
dinaria. La fracción continua finita se llama de orden par o impar, según 
que el número de cocientes incompletos sea par o impar?. 


* P. Puic ADAM ha introducido recientemente (1951) un algoritmo formado por una 
fracción continua cuyos cocientes incompletos son diferenciales funcionales (8 34-1) y a 
la que se aplica un paso al limite continuo análogo al empleado en la noción de integral 
definida ($ 48-3). Sería más apropiado llamar “fracción continua” a este nuevo algo- 
ritmo y designar al clásico por “fracción escalonada” (alemán: “Kettenbriúche”). 
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345 
i El _ 25905 ; , 
EJEMPLO 1. Sea x—a/b = 12 206 considerada en $ 5-6, a, ej. 
Dol algoritmo de EUCLIDES allí desarrollado, deducimos: 
25 905 1096 1 1 
12 405 12 405 360 1 
11 + — 11 + 
1095 15 
3 + — 
360 
1| | 1| 1| | 1| 1| 
= 2 + — + — + — = 2 + — Sohana, 
| 14 |3 | 24 | 11 |3 | 23 |1 
ohteniendo en los dos últimos miembros un desarrollo de orden par y otro 
de orden impar, es decir: 
12 405 


25905 = 12 11, 3, 24] = [2, 11, 3, 23, 1]. 


EJERCICIO: Pruébese que todo número racional positivo admite un des- 
arrollo único en fracción continua ordinaria de orden par y otro de orden 
inpar. 


EJEMPLO 2: Sea x= + Y 3 irracional. 


T 1 1 v3+1 1 
3 = 1 +, t= lH 
A 2 da 
2 z 1 1 
ta = ——— =V 34 1=24+ —, mm = 
vV38—1 Xs 


v 3—1 
No es necesario continuar el cálculo, por repetirse periódicamente Ios 
coeficientes; por lo tanto: 


V3 = [1, 1, 2, 1, 2, 1, ...], que se indica: V3 = [1, 1, 2]. 














A b) Reducidas. — Expresadas mediante R, = px/qn, con po = Go, qo = 1, 
será: 
Po 1 o 1 + 1 Por + 1 Pr 
o = Qo = , R: = do + = ————— = — 5 
qo Qı Qı qo% +0 qı 
| 1 
[V-29] ala + ——)+ 1 
1 % Pat p Pa 
Ra = do + — = = ———— z= ; 
1 1 quí la + Go Qs 
a+ — Q t+ 


Q: Us 


y en general, se deduce Rn de Rr- sustituyendo en ésta an-ı por 


1 . RE TI ; 
ani Hm por lo cual, si suponemos por hipótesis inductiva que: 


Pn-1 = Pn-2 An-1 +- Pr-3 


Pn-1 
V-30 Bra ==) | 
[ ] con Qn-1 = n-a Qn-1 + Qn-3. 


qua 
sera: 
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10 
Ps { Urna + E) + Pra (Poe Qna A Pai) An F Pa e 
p Qn 
R, = a = NT O A A O 
Qa ( An-i + >) + Quo (9. 2 Una + Qu a) An + Qu 


con: 
[V-31] Pn = Pr-1 An + Pa- Qn = Qu-1 On + Qu-a, (n > 1); 
Pp=P04+4+1=0%04+1, q=q01+0= as; 


cierta por quedar establecida para n = 1 y 2 en [V-29], y haber pasado 
por inducción ($ 2-2) de [V-30] a [V-31]. . 
Eliminando a, entre las [V-31], se tiene: 


Pn Qn- — Pn-1 Qn = — (Pn-1 Qn-2 — Pn-2 qn-1), 
y al ser pq —p» q=1, por inducción queda: 
[V-32] Pn Gn. — Pn-1 Q9n = (— BO 


Por lo tanto ($ 5-5), p. y qn son primos entre sí, y así, Ra, = Px/qn, 
dada por recurrencia según [V-31], se obtiene como fracción irreducible 
($ 6-1), cuyos términos son números naturales cada vez mayores. 

De [V-32] se deduce: 


[V-33] Ra mi Ra-ı ==; 


y por lo tanto: 
[V-34] R, = Ro + (R: — Ro) +...+ (R,- — Rr-:) + (R, — Rai) = 


1 1 (= 1)" 
= to + ——— co 1m1 
it do Qu Y q: + + Una Qu 
es la suma parcial de una serie alternada ($ 22-3, a), que tiene por lí- 
mite x, pues este número es elemento de separación entre las reducidas 
de orden impar, Ro < Re: < Ri, < ..., y las de orden par, ... < R < 


(—1)" 
Gn-1 qn 








< R < R. En efecto, según [V-22], x se deduce de R, = [do 41, ..., an], 
reemplazando a, por æn, y aplicando [V-31], queda: 
V-35 L Parë t Pra 
[ ] s Qn-1 Cn + Qn-2 
Por ser Qui, %n, Qu-- positivos, x está comprendido ($ 6-8,b) entre 
Ra- = Pnr1/qna y Ru: = Pn-:/Qn-", como habíamos afirmado. 
La aproximación obtenida por R, (4+x), se acota así: 
1 1 
[V-36]. le—R,|<] Rui — Ra | = ——— 2 » (n =1), 
Qn Qn+1 Gn 


ya que entonces, qn < qnu, y tiende a cero más rápidamente que 2”, pues 
por ren es Un Qn+1 = qn (CA + Qn-1) z2 2 Qn-1 Un, (n 2 1), con qn > Qn-1, sl 
n=2. 

Por lo tanto, dada una fracción continua ordinaria indefinida por la 
sucesión de sus cocientes incompletos {an}, la sucesión de reducidas ¿4R.| 
converge hacia un número irracional positivo x, cuyo desarrollo en frac- 
ción continua es [a,, 41, de, ...]. 

Dos fracciones continuas ordinarias indefinidas son iguales cuando, 
y 8ólo cuando, tienen los mismos cocientes incompletos y en el mismo or- 
den, Le P éstos quedan univocamente determinados por [V-18], [V-20], 

sa [V-22], ... 

En resumen, todo número irracional admite un desarrollo en fracción 
continua ordinaria indefinida que es único. 

El desarrollo en fracción continua tiene, pues, dos ventajas sobre el 
desarrollo decimal: la de ser único y la de indicar claramente la natura- 
leza del número. Si la fracción es finita, el número es racional; si es 
indefinida, éste es irracional. 
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Nótese que para el desarrollo en fracción continua, es indispensable 
tener siempre una expresión que determine el valor exacto de x.. pues de 
lo contrario llegaríamos a obtener falsos cocientes completos. 

El desarrollo completo en fracción continua de los números trascen- 
dentes (Cap. IV, nota I), ofrece muchas dificultades, no así el de los al- 
«nbraicos, 

c) Teoremas de aproximación. — cı) Si una fracción a/B se aproxima 
ul amero real x (racional o irracional) tanto o más que la reducida R., 
u va distinta de ella, tiene su denominador B > q. y su numerador a > pn. 

Para fijar las ideas supondremos que n es par; entonces se verifica: 
| V-37] 0<x—R,< Ra —2, 
puos en caso de ser x — Ra > R,-. — 2, sería también R,..— Ra, > Rn- — 

Ra, es decir, según [V-33] 
os es 
Aa Gari Qu-1 Qn Qn Anri 
da donde 2 qn-1 > qar, absurdo por [V-31]. 


Por hipótesis: 














ar — ei¡<xo—R,, osea: — (x— R.) < m — xa <x—R,, 

y por lo tanto: [V-37]: 
R,—2< 7 PA x< R.-1— %, sa R, < -g < Reas. 

Pero estando «/f comprendida entre las reducidas R, y R., se 

tiene: 
Pra a Pn- Pa 1 
0 < — == < — —— =: ——: 
< qa- B < Qu-i An Una Qu 


cl] numerador de la primera diferencia es por lo menos 1; luego su deno- 
minador debe ser qn-1 £ > QGn-1 Qu, de donde £ > qa. 

Análogamente resulta « > p,, pues fB/a está comprendida entre las 
inversas de R, y Ra... 

EscoLI0: En esta propiedad reside una de las principales ventajas de 
las reducidas, como valores racionales de aproximación óptima; porque, 
sin acudir a fracciones de términos más complicados, no es posible lograr 
más aproximación. 

Es interesante observar que los valores aproximados de números irra- 
cionales famosos (por ejemplo, 7), dados por los matemáticos de la anti- 
gúedad, son precisamente reducidas del desarrollo en fracción continua, y 
por i tanto, con términos sencillos dan la máxima aproximación (cfr. 

j. 3). 


ca) De [V-35] deducimos que si 4, 41, . .,Q@n-1 Se conservan fijos, y £n 
varía de manera que se conserve a, = [x.], el valor de x variará entre 
números que continuarán teniendo a», %1, a, ... ¡An como n +1 primeros 


cocientes incompletos. Por lo tanto: Si dos números, x, æ', tienen comunes 
los primeros n + 1 cocientes incompletos, éstos lo gon también del desarro- 
llo en fracción continua de todo número comprendido entre x y x. 


EJEMPLO 3: Partiendo de: 


3,141 592 653 58 <7 < 3,141 592 653 59, 
3,141 592 653 58 = [3, 7, 15, 1, 292, 1,1, 1,1, ...], 
3,141 592 653 59 = [3, 7, 15, 1, 292, 1,1, 1,2, ...]J, 


podemos asegurar que: 
ar = [3,7,15, 1, 292, 1,1, 1, ...] 
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22 333 
con reducidas calculadas según [V-31]: R= —, R: =—-, R= ——ı 
1 7 106 
355 103 993 104 348 208 341 312 689 
R = —, R, = ———, Ri = —, = —, = —. 
113 33102 33215 66 317 99 532 
El valor de R, == 3+ = > T fué dado por ARQUÍMEDES (—287, 
355 


—212), mientras que el de Ra = , muy fácil de recordar, ya conocido 


113 
en el siglo v por el chino Tsu CH'UNG-CHIH, fué dado en Occidente por 
ADRIAEN ANTHONISZ y su hijo ADRIAEN METIUS, entre 1585 y 1625, o 
acaso por VALENTÍN OTTO (1573), aproximando T por exceso según [V-36] 


22 ; 
en menos de 1/(113 . 33102) < 3.10”. El de R, = 7 > T tiene una 


cota de error 1/(7 . 106) < 0,002. 

ci) T. VAHLEN ha mejorado [V-36], demostrando que de dos reduci- 
das consecutivas del desarrollo de x, una por lo menos verifica la desigual- 
dad 

1 1 
-3 — R, — », 
[V-38] E |< 2 q 
como puede verse por reducción al absurdo y aplicación de la igualdad 
[V-36], llegando a la contradicción de ser negativo un cuadrado. 

E. BoREL ha demostrado (nota IV-4) que de tres reducidas consecu- 
tivas, una por lo menos verifica la desigualdad obtenida reemplazando en 
el último miembro de [V-38] el denominador 2 por V 5. 

d) Aplicaciones. — d,) Una tracción continua ordinaria indefinida 
se llama periódica sí sus cocientes incompletos se reproducen periódica- 
mente a partir de uno de ellos: 

[V-39] x = [do Q, ..., Ur-1y Ox, >». ., Ouen, Uxy ...7 Qrin, Ur) ...] = 








= [2o, t, ..., Ur-1, Ar, ons, Aken]. 
La fracción continua es periódica pura, si el período comienza en Qs, 
es decir, k — 0, y entonces: 


[V-40] x = [00, 01, 02, ..., Un, Go, Ox) «+ ., An, Mo ...] = 
= [do m, ..., an], 
lo que exige ao > 0. En este caso, de [V-85], para £n» = æ, deducimos: 
TE 
Gn X + Qn-1 


es decir, x es la raíz positiva y mayor que 1 de la ecuación 
f(x) = que — (Pn— Qn-1)% — Pra = 0; 
la otra raíz está comprendida entre — 1 y 0, por ser ($ 26-2): 
Í(— 1) = qa — qari + Pa — Pra > 0, Í(0) < 0. 


EJEMPLO 4: Sea x = [c, c, ...] = [e], con período reducido al pri- 





mer cociente incompleto. Entonces: % =c¢ + , x —cy— 1 = 0; 


_ c+ vc+4 
2 


x 
. Parac=1es (1+ V5) = [1, 1, 1, ...] = [I]; 


para c=2 es 1+ V2 = [2, 2, 2, ...] = [2], y por lo tanto, V2 = 
= [1, 2, 2, 2, A S [1, 2]. 
En general, se demuestra (v. gr. J. REY PASTOR: Análisis algebraico 
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elindo en Cap. I, nota IV-1) que un número es irracional cuadrático 
(Cap. IV, nota II-b) cuando, y sólo cuando, su fracción continua ordina- 
it indefinida es periódica [V-39] no necesariamente pura (J. L. LA- 
MANGA). En particular, para que la representación de un número irra- 
venal x en fracción continua ordinaria indefinida sea periódica pura 
|V 40], cs necesario y suficiente que x sea mayor que 1 y raíz de una 
cenación de segundo grado de coeficientes enteros, cuya otra raíz esté 
vssmprendida entre —1 y 0 (E. GALOIS). 


dd.) En la obra de O. PERRON (citada en nota IV-4) puede encontrar- 
n! œl desarrollo en fracción continua ordinaria del número e ($ 8-8. ci): 
baT i mka y n e aE y 
= [2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, ...] (EULER), 
y los siguientes desarrollos notables en fracciones continuas no ordinarias: 











1| 1| 2 | 3 | 4 | 
1.2 + — + — + —— + — + —— + ... (EULER, CESÀrO0); 
l | 2 |8 |4 |5 
2 | 8 | 4 | 
"= 2 + — + — + — +4 ..ľ„ 
| 13 | 4 
T 1| 1.2| 2.31 3834| 4.5] 
-— = 1 + — + — t — + — t — +. (EULER) ; 
2 | | | 1 | 1 11 
T 1| r| 3 | 5* | T | 
— = — + — + — + — Eyi 
4 | | |2 |2 |2 
(Lorb BROUNCKER-WALLIs, 1655); 
1| 1? | 22 | 3? | 4? | 
ln 2 = — + + — + + —+...;5 
| 1 | 1 | 1 |1 l1 


entre otros más generales. 


də) Una ecuación diofántica es ($ 15-2, a) una ecuación algebraica 
en una o más incógnitas (polinomios igualados a cero), con coeficientes 
enteros, de la que interesa solamente hallar las soluciones enteras. La 
más sencilla es la ecuación lineal diofántica en dos incógnitas: 
[V-41] ax + by =o, 
donde a, b, c son enteros dados, y se desean hallar todos los pares de en- 
teros (x, y) que satisfagan a [V-41]. Para que [V-41] tenga solución 
entera, es condición necesaria que el m.c.d. de a y b divida a c. Si esta 
condición se cumple, dividiendo ambos miembros de [V-41] por a” b, po- 
demos suponer siempre que a y b son primos entre sí ($ 5-6, b). Si apli- 
vamos el algoritino de EUCLIDES a |a| |b], para su desarrollo en 
iracción continua, podemos tomar R, = alo |, y de [V-33] deducimos 
Ra — Rara = (—1)""/ (Qu |b1), es decir: 
[V-42] |a| gn- — |b | Pai = (—1)", 


con lo cual xo = 5 Cyu n o = E CPn ., tomando adecuadamente el signo, 
será una solución particular de [V-41]. Si (xo, yo) es una solución parti- 
cular de [V-41], entonces es ax. + hyo = c, y restando de [V-41], se 
deduce a(x — x) + F'y— y) = 0, por lo cual, siendo b primo con a, 
ha de ser ($ 5-6, c): 


[V-43] r— r= bt Y — Ya = — At, 
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y la solución más general (x, y) de [V-41], a partir de la particular 
(xo, Yo), se obtiene dando a t en [V-43] cualquier valor entero. 


EJEMPLO 5: Resolver diofánticamente 261 x — 82 y = 117. 





| 31 5/217 

261 | 82 | 15 |7 |1. Reducidas calculadas por [V-31]: 

15| 7| 1]|0| 
16 35 261 

Ro = 3, R = —, R: = —, R: = 

5 11 82 

261. 0-35. _ +1. a 

82 11 ` 82.11 * lyo=117.35 = 4095. 


x = xo + b t= 1287 — 82 t, 
y = yo — a t = 4095 — 261 t, 


fx = 57 + 827, 
iy = 180 + 2617, 


Solución general [ que por el cambio 


t=15—77 se transforma en donde las soluciones 


positivas vienen dadas, en este caso, tomando 7 > 0. 
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CAPÍTULO VI 


LAS FUNCIONES REALES Y LA CONTINUIDAD 


S 23. LA NOCIÓN DE FUNCIÓN 


1. Variables y constantes. — En lo que sigue debemos dis- 
tinguir entre variables y constantes. Por ejemplo: el volumen 
de un gas sometido a diferentes presiones; la velocidad de un 
cnerpo que cae, a partir del reposo; el tiempo transcurrido 
desde que comenzó a caer; son variables. En cambio, son cons- 
tintes la temperatura de ebullición del agua a la presión de 
una atmósfera, el coeficiente angular de una recta dada en un 
sistema de coordenadas, etc. 

Por lo general, indicaremos las variables con las últimas 


letras del alfabeto: x, y, z, t, u, ... (a veces letras griegas p, 
0, p ...), y las constantes, con las primeras: a, b, c, ... (o 
a, B Yy.) 


Daremos precisión a la noción de variable así: 

DEF.: Un conjunto de números es designado por un símbolo que re- 
presenta indistintamente a cada uno de ellos y recibe el nombre de varia- 
ble. Estos números se llaman valores de la variable, y su conjunto, campo 
de variabilidad. La variable se llama natural, racional, real o compleja, 
según sean sus valores. 


2. Noción de función. — Muchas veces, dos variables están 
relacionadas entre sí de modo que a cada valor de una de ellas 
corresponde un valor de la otra. En el primer ejemplo de 
$ 23-1, a cada valor de la variable presión corresponde un va- 
lor de la variable volumen del gas. 

Si consideramos ahora una expresión como: 

[23-1] y=34+x+1 

para cada valor asignado arbitrariamente al número variable x, 
queda determinado un valor para el número variable y; en 
otras palabras: los valores de y dependen de los de x; esto se 
expresa también diciendo que y es función de zx. 

Como a zx le asignamos valores, la llamaremos variable in- 
dependiente. En cuanto a y, sus valores dependen de los de z; 
por eso y se llama variable dependiente (o función). 

La palabra función se usa tanto para designar a la variable 
dependiente como a la relación entre ambas variables. 

El concepto de función es esencial para la formulación pre- 
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cisa de las leyes naturales (Cfr. Obs. E, más adelante), y en 
este aspecto su estudio adquiere importancia a partir del si- 
y glo xvi. Por otra parte, la Geome- 
road tría analítica aclara este concepto 
dando la representación gráfica o 
diagrama de cada función. Por ejem- 
plo, la expresión [23-1] representa 
en coordenadas cartesianas una rec- 
ta. También la relación 


[23-2] y = x? 


, expresa y como función de x. En es- 





O 


t 
tuo 
1 
- 
© 
A 


te caso, la gráfica es una parábola 
Fig. 39, de eje O y (fig. 39). 
EJEMPLOS: 1. El área S de un círculo de radio r está dada por: 
[23-3] ; l S= Tř, 
siendo 7 = 3,141 592 653... una constante. Para cada valor del radio r, 


queda ‘perfectamente determinado el valor del área S; luego, es función 
del radio, y [23-3] es la expresión analítica de dicha función. ¿Cuál es 
la variable independiente? 


2. El área de un polígono regular es función de la longitud del lado. 
También es función del apotema. También es función del radio. 

La determinación de puntos de la gráfica da idea de la 
variación de la función, pero por muchos que sean, es arries- 
gado enlazarlos por un trazo continuo, sin un previo estudio 
aritmético de la función. En cambio, hecho este estudio, bas- 
tarán unos pocos puntos para efectuar un trazado muy apro- 
ximado. 

Tal estudio de las funciones, que haremos oportunamente, 
nos dará las propiedades fundamentales de continuidad y exis- 
tencia de tangentes, que facilitan notablemente el trazado de la 
gráfica. R 

EJEMPLOS: 3. Sea la función y = 5x — 4x. 

Atribúyanse a x los valores — 2, — 1, 0, 1, 2, ..., y dibújese el trazo 


que los une del modo que parece más directo y natural. Véase después 
que tal dibujo es absurdo, dando a æ% valores entre 0 y 1. 


EJEMPLOS: 3. Sea la función y = x — 4x. 


Observaciones: A) La representación gráfica de una fun- 
ción puede hacerse también en otros sistemas de coordenadas 
(por ejemplo, coordenadas polares). Las diferentes gráficas de 
una misma función, en distintos sistemas, tienen aspecto y pro- 
piedades geométricas distintos. Al hablar de la gráfica de una 
función, la supondremos en un sistema de coordenadas carte- 
sianas mientras no digamos lo contrario. 

B) Una función puede también representarse gráficamente sin el au- 
xilio de ningún sistema de coordenadas, por una escala rectilínea, lle- 


vando a partir de un origen O segmentos iguales a los valores de y, pero 
anotando en el extremo el valor correspondiente de x. 
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EJEMPLO 5. Cada una de las escalas que forman la regla de cálculo 
en una escala logarítmica, es decir, la representación gráfica de la fun- 
ción y=lgx; pero si se quiere utilizar para el cálculo de logaritmos, 
dube acoplarse una escala natural que sirva para medir las distancias. 


C) Hemos comenzado por considerar dos variables rela- 
cionadas entre sí. Puede ocurrir, sin embargo, que a todos los 
valores de x corresponda el mismo valor de y (por ej.: y = a). 
Convendremos por eso 
en dar sentido amplio a 
in noción de función, 
considerando a la cons- 
tante como función de 
Y". Para cada valor de x 
hay uno de y, que es 
siempre a. Una tal fun- 
ción puede llamarse fun- 
ción constante, y su grå- Fig. 40. 
fica es una recta para- 
lela al eje x (fig. 40). 

También x misma es “función de x”, llamada función iden- 
tidad; la gráfica de y = x es la bisectriz de primer y tercer 
cuadrante. 


D) Funciones empíricas. — La definición de una función 
no implica que ésta quede determinada mediante una expre- 
sión analítica tal como [23-1], [23-2] ó [23-3]. Por ejemplo, 
las temperaturas durante un día, en un lugar determinado, nos 
dan una gráfica que puede ser dibujada por un aparato regis- 
trador. Entonces se presenta el importante problema siguien- 
te: dada una gráfica cualquiera, hallar una expresión mate- 
mática que la aproxime suficientemente. Por ejemplo: dada 
una función empírica puede presentarse el problema de de- 
terminar un polinomio cuyos valores difieran de ella en menos 
de 0,01 para cualquier valor de x de un cierto intervalo. 


E) El valor numérico de una variable que figure en la 
expresión de una ley natural procede de una medida, y por lo 
tanto, adolece de un error; en realidad, nunca se tiene un nú- 
mero, sino un intervalo en que el valor está comprendido. Se 
comprende, pues, que la expresión aritmética de las leyes na- 
turales es y será siempre aproximada; y por lo tanto cabe ob- 
tener multitud de expresiones para cada ley. El problema ca- 
pital de las ciencias naturales exactas es obtener para cada 
fenómeno la ley matemática, esto es, la expresión más aproxi- 
mada y más sencilla. 

Mediciones más exactas pueden descubrir en toda ley na- 
tural errores intolerables, que obligarán a sustituirla por otra 
mejor. 
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EJEMPLO 6. El volumen de cierta cantidad de gas no sólo depende de 
la presión, sino que está determinado por la presión, si se supone fija la 
temperatura; luego, es función de la presión, en igualdad de temperatura. 

¿Cuál es la ley natural de este fenómeno físico? Durante mucho 
tiempo se consideró como tal la de BOYLE-MARIOTTE, o sea: pv = cons- 
tante; pero las experiencias de REGNAULT (con gran escándalo de casi to- 
dos los físicos, que creían ciegamente en aquella ley) revelaron grandes 
discrepancias al aumentar la presión, y VAN DER WAALS dió posteriormente 
su ecuación ntás exacta. ¿Podemos, pues, rechazar la antigua ley por 
inexacta y sustituirla por la nueva, que es la verdadera? Sólo podemos 
decir que ésta expresa mejor los hechos. 


3. Campo de existencia. Funciones uniformes y multifor- 
mes. Definición general de función. — La función 
[23-4] y=+yVyzg, 
considerada dentro del campo de los números reales, sólo está 
definida cuando x = 0, es decir, la variable independiente sólo 
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la función. 
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Fig. 41. — Gráfica de la función y = + V x, multiforme en x < 0. 


puede variar dentro de un conjunto (de los números no nega- 
tivos) que llamaremos campo de variación de x, o campo de 
definición o de existencia de la función (fig. 41). 

La gráfica de esta función es una parábola, pero de eje 
horizontal (pues la relación [23-4] equivale a x = y2). Por otra 
parte, para cada valor positivo de x corresponden no uno, sino 
dos valores de y (por ej., para x = 4 es y =2, o y = — 2). 

Cuando a cada valor de x de un cierto conjunto correspon- 
den varios valores de y, la función se llama multiforme; en ca- 
so contrario, la función se llama uniforme. 

Estos ejemplos nos conducen a formular la siguiente defini- 
ción general de función como correspondencia entre dos varia- 
bles (o conjuntos), dada en forma aritmética, geométrica o to- 
talmente arbitraria: 


DEF.: Se dice que una variable y es función de otra varia- 
ble x, cuando a cada valor de x (dentro de un cierto conjun- 
to X llamado campo de variación de x) corresponde un valor 
determinado de y (función uniforme) o varios valores de y 
(función multiforme). 
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liste concepto amplísimo de función como correspondencia 
entre dos variables (o bien entre los conjuntos de sus valores) 
ne debe a DIRICHLET (1854). En cambio, hasta comienzos del 
nilo XIX la palabra función era sinónima de expresión aritmé- 
lhea, o sea resultado de operaciones aritméticas, llamando así 
n Ias racionales, irracionales, o sea resolución de ecuaciones bi- 
nomias (y” =a), y en general, resolución de ecuaciones alge- 
lirnicas, todo ello en número finito o infinito, esto es, efectua- 
lus n veces y pasando al límite para n —> œ. (Ver § 23-6). 


EJEMPLOS DE FUNCIONES: 1. En la función y = 1/ (æ — 2), definida 
uribmeéeticamente, podemos tomar como campo de definición un conjunto 
“unlquiera de valores de x que no contenga a 2. En efecto, para x= 2, 
ln Fracción del segundo miembro carece de sentido, por anularse su deno- 
minudor. ¿Cómo es esta función, uniforme o multiforme? 

2. Está definida geométricamente la función y = sen æ; pero se pue- 
le expresar también, como veremos ($ 45), por una serie, es decir, por 
operaciones aritméticas combinadas con el paso al límite. 

3. Está definida arbitrariamente la función siguiente en el inter- 
valo [0, 2): 

y=xw para 0<x<l; 
y = x—1 para 1<x<2. 

A pesar de estar dada la correspondencia por dos expresiones (y por 
vllo se consideraba como dos funciones en la matemática euleriana), ob- 
ttidrentos mediante su serie de FOURIER ($$ 97 y 98, en vol, 111) una sola 
“xpresión de tal correspondencia (ver, también, $ 23-6, c). A ésta, extendida 
en fornta análoga a todo el canrpo real, se la llama también mantisa de x. 
Así, descompuesto cada número real x en la forma 


x=n +y, (0 <y<1), 
cl entero positivo o negativo n se llama parte entera de x, y se designa 
por E(x), o también por [x]; y la parte y = x — [x] es la mantisa, que 
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y=E(x) y=mant x 


Fig. 42. Fig. 43. 


significa sobrante. Ambas funciones se usan mucho en el cálculo logarít- 
mico y para fines prácticos, como muestran los taxímetros, Las gráficas 
son las de las figuras 42 y 43. 

4. La función de DIRICHLET, definida para todo x= real poniendo 
y =1 si æ es racional, e y = 0 si x es irracional, es imposible de repre- 
sentar gráficamente, y muestra cuán amplia es la definición de función 
dada por DIRICHLET, como correspondencia entre variables. 

5. La temperatura de un enfermo en función del tiempo sólo se co- 
noce en determinados instantes (por ejemplo, cada tres horas), y entonces 
el diagrama sólo consta de puntos aislados. Sin embargo, se acostumbra 


358 VI. LAS FUNCIONES REALES Y LA CONTINUIDAD § 23 -3 


i 
unir estos puntos por una poligonal que da una idea más clara de las 
variaciones observadas. 


6. Definamos a y como el mayor factor primo de x. Entonces y está 
definido sólo para valores enteros de x, y el diagrama consta de puntos 
aislados: 


z= t l, 22 28,4, 20, +06, 37,28, 3910.21, 00 
=D O To 2 8; 5 1... 
7. Toda sucesión de números ($ 20-1) puede considerarse cemo una 


función: an = a(n). El campo de existencia es el conjunto de los números 
naturales. i 


NOTA: Mientras no se advierta lo contrario, con la pala- 
bra función nos referiremos exclusivamente a las uniformes. 
Esta restricción está justificada, porque el estudio de las fun- 
ciones multiformes se reduce al de las uniformes, considerando 
clasificados los valores de modo que formen varias funciones 
uniformes. Por ejemplo: la función multiforme (biforme) 


y==+ y x (fig. 41), puede descomponerse en las dos funcio- 


nes uniformes y = + V x, y = — Vy x, ambas definidas para 
x=0. 


En este proceso de uniformación de una función multiforme, lo in- 
teresante está en que sus componentes no se determinen arbitrariamente, 
sino conservando las propiedades características que interesen en la teo- 
ría que se estudie (continuidad, derivabilidad, analiticidad, etc.). 

Si se prescinde de la continuidad, es claro que la descomposición pue- 
de hacerse con gran arbitrariedad. Así, por ejemplo, para la función bi- 


forme y = + V 1—a*, cuva gráfica es la circunferencia de radio unidad 
y centro en cl rigen de coordenadas, se podría efectuar la siguiente clasi- 
ficación en dos funciones uniformes, definidas en el intervalo — 1 <v < 1: 


Para x racional se toma y = + V1i—% 
Para «œ irracional se toma y =— V 1— zx’ 





Primera función J 


Para x racional se toma y= — V 1— q“ 
Para œ irracional se toma y = + V 1—xz’ 





Segunda función f 


Sin embargo, y muy justificadamente, la uniformación qué se pre- 
senta como natural es la de considerar por separado los valores positivos 
y=>+YV1—x* y los negativos y =— Y 1— a?, coincidiendo en los pun- 
tos x= +1 ambas funciones, cuyas gráficas son, respectivamente, las 
semicircunferencias superior e inferior, 





4. Característica de una función. Funciones de varias va- 
riables. — Si en un razonamiento cualquiera tenemos que con- 
siderar varias veces una misma función: y = 8 — x°, nos con- 
vendrá indicarla con la notación abreviada 

y = f (x), 
donde el segundo miembro (que se lee f de x) indica que se 
tiene una función de x, cuya ley de correspondencia queda de- 
signada por la característica f. En nuestro caso, f (1) =8—-x*. 

Indicaremos con f(a) el valor que toma la función f(x) 
cuando x toma el valor a: f(a) = 8 —a?. 
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Por ej.: f (1) =8—1?=7; f(E) = 8— (£)? =8— t; 
f(x — 1) = 8 — (x — 1)? = T + 2r — zr. 
Si ahora queremos indicar con la misma notación la fun- 
cion [23-1], pondremos: 


glx) = +1, 
wundo otra letra como característica de la función, para dis- 


tinguirla de la función anterior. Tanto f(x) como g(x) están 
definidas para todo valor de v. 


Las funciones consideradas en el $ 23-2, obs. C), pueden indicarse 
ant: z 
y=h(x)=a  (función-constante) ; 
y =k(x)=x (función-identidad). 


El nombre dado a la última proviene de que la correspondencia que 
a nr los valores de x y los de y es la correspondencia idén- 
cn Ñ 
Tendremos, entonces: 
h(0)= a; h(—3)=a; h(7?)= a; 
y k(0)=0;  k(—83)=—3;  —k(m%)=x", 

Cuando no haya peligro de confusión, usaremos la misma 
lolra para designar la característica y la variable independien- 
le o función, y escribiremos y = y (x), u = u (x), etc. 

Una generalización importante del concepto de función es 
el de función de varias variables. Dadas varias variables in- 
dependientes x, y, ..., t, es decir, varios cunjuntos de núme- 
ros, si a cada sistema de valores de x,Y,..., t corresponde 
uno o varios de otra variable u, se dice que u es función de 
aquellas variables. Esta correspondencia se representa por 
una característica; así, por ejemplo: u=u (x,y, ..., t). 


EJEMPLOS: 1. El área de un rectángulo es una función de las longi- 
ludes de su base y de su altura, que viene expresada así: A = xy. 

2. La suma o producto de varios números, su media aritmética, su 
media geométrica, la suma de sus cuadrados, etc., son funciones de estos 
números, 


5. Breve reseña histórica. — Los orígenes de la noción de función y 
de su influencia significativa en la evolución de la ciencia pueden fijarse 
en el siglo xvir. El concepto de función aparece explícitamente en LEIBNIZ 
(1692), y es utilizado por los BERNOULLI desde 1694. EULER (1707-1783) 
introdujo en 1734 el símbolo f(x), y CLAIRAUT fx. El concepto general 
de función algebraica, incluso no expresable por radicales ($ 23-8), fué 
claramente definido por EULER, quien llamaba trascendentes a las fun- 
ciones definidas por algoritmos indefinidos, lo que no es correcto; pero 
debe sobrentenderse que se refiere a las funciones definidas por series 
potenciales [23-8] y que no son algebraicas. 

El concepto bernoulliano y euleriano de variable y dependiente de x, 
o función de x, coincidía con el de expresión aritmética formada con la 
variable x, y ciertos números fijos o constantes. La palabra continua sig- 
nifica para EULER función dada por una sola expresión. 

El problema de la cuerda vibrante, resuelto por D'ALEMBERT (1747). 
indujo a EULER a admitir funciones arbitrarias definidas gráficamente. 
puesto que la forma inicial de la cuerda puede ser arbitraria. Por otra 
parte, dió BERNOULLI (ver § 112-7, nota 3) una expresión por serie tri- 
gonométrica a la forma de la cuerda en todo momento, y en vista de ello 
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hubo que suprimir esa distinción entre función matemática y función ar- 
bitraria, ya que también éstas son expresables por las operaciones arit- 
méticas. Todo esto condujo a prescindir del modo de dar la correspon- 
dencia entre los valores de w% y los de y, para atender solamente a la 
correspondencia en sí misma, y así quedó establecido por DIRICHLET el 
concepto general de función (1854) como correspondencia arbitraria en- 
tre dos variables. 


6. Expresión algorítmica de funciones. — Aunque históricamente fue- 
ron las series trigonométricas ($ 98 en vol, III) las que permitieron dar 
expresión única a las funciones definidas por dos o más expresiones distin- 
tas, conduciendo así al concepto general de función, se puede llegar a esto 
mismo más sencillamente. Así, por ejemplo: 


a) Para la función “valor absoluto de x” ($ 3-6), 


la] =x*w* si > 0; le =—w si 2 <O0, 
se tiene la expresión única: 
le] = + Væ. 
b) Para la función llamada “signo de x”: 
sg x = — 1 si æ <0; sg 0 = 0; sgx= +1 si x>o0, 


que permite descomponer todo número real en producto de su valor abso- 
luto por su signo, esto es: % = (sex). |x| se tienen las expresiones 
únicas: 
Jn 9 
sex = lim Va; sg = E lim arc tg nx, 


para n > 00, 


c) Así llegamos a dar expresión única a lo que en tiempos de EULER 
se consideraba como dos funciones distintas: dadas las funciones y = f(x) 
e y = g(x), la expresión 

y =3 [f(x) + g(2)1 + 2 (sgx) [f£(x) — e (x%)] 

coincide con f(x) para x >0, y con g(x%) para x <0, y da el promedio 
de ambas para x=0 (verificarlo). Esto muestra la utilidad de la fun- 
ción sg x. 

d) La función de DIRICHLET (definida en § 23-3, ej. 4) admite entre 
otras, como expresiones únicas, las siguientes: 


f(x)= lim [ lim (cos m!7a)”], 
m> n> 
f(x) =1— lim [sg (sen m!7x)*, 
m— NQ 


como puede verse observando que si es racional x — p/q, entonces m!x 
es entero para todo m > q, y que esto nunca ocurre si x es irracional. 


CONCLUSIÓN GENERAL: Lo interesante en una función no es su expre- 
sión algoritmica, que puede tener formas muy diferentes para una misma 
función, sino la correspondencia misma. 


7. Funciones racionales y funciones enteras. — Una función 
racional de x es la que se puede obtener efectuando sobre la 
variable x solamente operaciones racionales (suma, resta, mul- 
tiplicación y división) en número finito de veces, y con núme- 
ros cualesquiera: 5, r,a*, etc. 

Por ejemplo: f(x) = zt es una función racional, pues se 
construye basándose en la multiplicación solamente: f(x) = 
=x.2.%.%. También son racionales las funciones: 
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hi) = V6t—28. 
= dt ” 
donde las operaciones de logaritmación y radicación se han 
nplicado a ciertas constantes pero no a la variable indepen- 
diente, En cambio, no son racionales las funciones: 
F(x) = 4; G(t) = 3t—2 log t; K(x) = jz]. 
Intre las funciones racionales, las más sencillas son las 
'unciones racionales enteras, o sea las que se pueden obtener 
cr'ectuando sobre la variable independiente x solamente las ope- 
raciones de suma, resta y multiplicación (operaciones enteras) 
un número finito de veces, con coeficientes numéricos cuales- 
quiera. La expresión más sencilla de una función entera es, 
por lo tanto, un monomio o un polinomio en x. De las funcio- 
nus que acabamos de considerar sólo son enteras f(x) y g (x). 
EJEMPLO 1. La función 


g(x) = 3 r5 — x log 2; 


_ x —3æz+2 _ (æx—i1)(x—2) 
eoincide para x =Æ 2 con la función entera 
y(x) =% — 1, 


pero, a diferencia de y(x), no está definida para x = 2. ¿Por qué? 


Llamaremos grado de la función entera, monomio o polino- 

mio, al mayor de los exponentes de x; entonces, la función en- 
tera de grado n será de la forma: 
[23-5] y=f(x) = aoz” + a, 240727? ... Han- % + An, 
donde ao, Qi, Q2, ..., A, SON constantes, que pueden ser nulas, 
excepto dy Æ 0. 

Para n= 1 se tiene la función de primer grado: 

Y = 4412 +41 (a +0), 
llamada también función lineal, porque su gráfica es una línea 
recta. A pesar de que también es una recta la gráfica de la 
función-constante (fig. 40), no suele llamarse a ésta lineal, 
salvo convenio especial. 

Para n = 2 se tiene la función de segundo grado, o función 
cuadrática: 

y = f(x) = 4,.2*+ a, + a» (ao = 0), 
cuyo diagrama es una parábola de eje vertical. 

Toda función racional se puede expresar como cociente de 
dos polinomios (o monomios). Las no enteras se llaman frac- 
cionarias. 

EJEMPLO 2, Son fraccionarias las funciones racionales 

y=1/x; y = (x —1)’/(x— 2). 
La segunda, expresada como cociente de polinomios, es: 
y = (xt—2 x + 1)/(x— 2). 


8. Funciones algebraicas y curvas algebraicas. Funciones 
trascendentes. — a) Llamaremos función algebraica explicita 
de x a toda función que se pueda obtener efectuando sobre la 
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variable x solamente operaciones racionales y radicaciones en 
número finito de veces. Por ejemplo: 


f(x) =x V 2—1; g(t) -1—7 t 


La palabra “explícita” proviene de que la definición de fun- 
ción algebraica es más amplia. Se dice que y es función al- 
gebraica de x si satisface a una ecuación de la forma: 


[23-6] Pola) yr Pr a) y +... HP (2)y+P,(x)=0, 


donde P (x), ..., Pa (x) son polinomios en x. Esta condición 
es equivalente a: 
[23-7] P(x,y) = 0, 


donde P (x,y) es un polinomio en dos variables. 

El estudio de estas funciones es el problema fundamental 
del Algebra. 

Se sabe (cfr. Cap. IV, nota I.a) que toda función algebraica 
explícita verifica la condición 123-6], es decir, es algebraica. 


Por ejemplo, de y = f(x) = a# V 1 — a” resulta: 


y? — x' (1— x) = 0, 
ecuación de la forma: 


Po(x)y? + P (x)y + Pr(x) = 0, 
Polx) = 1; Pr(x) =0; P(x) = — x‘ + x. 
La recíproca no es cierta: existen funciones algebraicas 
queno pueden expresarse como funciones algebraicas explici- 


tas; las llamaremos funciones algebraicas implícitas. Tales son, 


por ejemplo (Cap. 1V, nota Il, a), las definidas por las ecua- 
ciones 


con: 


Y—uy+l1=0, y —y+x=0. 


NoTA: Si para el valor xo. corresponden n raíces y, Yz, ..., Yn de la 
ecuación algebraica, por adecuado análisis que veremos en $ 41-2, d), 
resultan n funciones uniformes al variar x en un entorno suficientemente 
pequeño de xo; pero al ampliar éste se confunden y entrecruzan. Esto 
se ve más claramente en las ecuaciones que se descomponen en factores 
racionales; tal, por ejemplo, y? — x? = 0, que se descompone en y=x, 
y = — x. Si se parte de los valores y: = + V4= 2, Yu=—-2; y se am- 
plía el entorno más allá del origen, el valor positivo se hace negativo, y 
viceversa, 


= b) La gráfica de una función algebraica se llama curva 
algebraica. El examen de la ecuación P(x,y) = 0 permite a 
veces deducir inmediatamente algunas propiedades de la curva: 

b,) Si todos los términos tienen coeficientes positivos y los 
exponentes son pares, no existe curva; porque el primer miem- 
bro toma valor positivo para todo (x,y), excepto si *=y=0 
y si no hay término coùstante, resultando punto único el origen. 

Toda ecuación algebraica admite, sin embargo, soluciones complejas 
(x, y), que reciben el nombre de puntos imaginarios; y cuando no hay 


soluciones reales, o sólo hay número finito, se dice que representa una 
curva imaginaria; por ejemplo: 
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a+ry=0 20 + y4+1+=0. 

b.) Si la y figura solamente con exponentes pares, al pun- 
to (x,y) de la curva corresponde también el (x, — y); es de- 
cir, la curva es simétrica respecto del eje zx. 

EJEMPLO: Son simétricas respecto del eje x: 

?—2Y + 3-1 =0 (cónica), 
yY9(2a—x) = a? (cisoide). 

Son simétricas respecto de ambos ejes las curvas: 

(x + y?y? == (a° x? + b? y?) = C. 

bs) Si en cada término los exponentes de x,y, son ambos 
pares o ambos impares, al punto (x, y) de la curva correspon- 
de el (— x, — y), es decir: la curva es simétrica respecto del 
origen O. 


y y y 


N., | 


IN 1 
O 


Fig. 44. 





EJEMPLOS: Son simétricas respecto de O las curvas representadas en 
la figura 44, La 12 es la hipérbola 2x* + 2y? — 5bxry = 2; la 3% es de 
grado 25; la 2% parecería de 5? grado, pero su ecuación, de 9% grado, es: 


(Qx+ y) (4+y)+2y(6x* + 10x* y — 3 y) — 2% + y=0. 


c) La observación bı) hace prever que el estudio de las 
funciones o curvas algebraicas será más sencillo y natural en 
el campo complejo. La definición general de función dada en 
el $ 23-3, subsiste para una función compleja de variable com- 
pleja w = f(z), en la que 2 =x+1y, w =u-+10v son variables 
complejas. 

Los polinomios son las funciones más simples y, en cier- 
to sentido, básicas del Análisis, pues todas las operaciones fi- 
nitas hasta aquí estudiadas para definir funciones (operacio- 
nes racionales, raíces y resolución de ecuaciones algebraicas) 
pueden reemplazarse por un algoritmo único: 

[23-8] to Hag +a ..., 
resultado de combinar la formación de polinomios con el paso 
al límite. Las funciones así expresables se llaman analíticas. 

Toda función no algebraica que se pueda expresar me- 
diante el algoritmo [23-8] se llamará trascendente analítica. 
Ejemplos: 

f (x) = 3 logg; g(x) = cos xz; h (u) = log tg u. 
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En cambio, la función y=exp (1+1Inx), poniendo como se acos- 
tumbra, por razones tipográficas, e"—exp(u), aunque restringida a 
x>0 si no queremos salir del campo real, no podría llamarse propia- 
mente trascendente, pues en dicho campo coincide con la función lineal 
Yy=€.x. 


Tenemos entonces la siguiente clasificación : 


Racionales enteras 

(monomios y poli- 

nomios). 
Racionales 
lEraccionarias (co- 


wa o de mono- 
2 Algebraicas 4 mios o polinomios). 
32 explícitas | 

E E iso UE a P i 

Ee e a 

aB ' No reducibles a expresiones algebrai- 

53 cas explícitas. 

2g 

Ə g Ea 

S  |Trascendentes analítitas, 

E eng 


9. Funciones pares e impares. — La función y = f (x) se 
llama par, cuando a valores opuestos de x corresponde el mis- 
mo valor de y: f (—zx) = f (x). 

La función se dice impar, cuando a valores opuestos de zx 
corresponden valores opuestos de y: f (—x) = —f (v). 

Es par cosg; son impares senx, tgx, tgz. 

La gráfica de una función par es simétrica respecto del 
e A si el punto (x,y) está en la curva, también está 
e — YX, Y). 

La gráfica de una función impar es simétrica respecto del 

origen O, porque si el punto (x, y) 
y está en la curva, también está el 
(— x, — y). 


Nora: Lo dicho en el $ 23-8, b), vale 


si en vez de potencias pares o impares fi- 
guran funciones pares o impares, es decir: 
xX Si y figura solamente bajo funciones 


a pares, la curva es simétrica respecto del 
eje x; si x figura solamente bajo funcio- 
nes pares, la curva es simétrica respecte 


del eje y. Por ejemplo, la curva (fig. 45): 
2 2 2 
L? + y? =a (astroide), 
Fig. 45. es simétrica respecto de ambos ejes. 


Si en la ecuación polar r= f(«) la función es par, al punto 
(r,a) corresponde el (r,—a«a), y la curva es simétrica res- 
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pecto del eje æ; si la función es impar, al punto (r, a) corres- 

vonde cl (— r, —a), y la curva es simétrica respecto del eje y. 
liJIEMPLOS: He aquí tres curvas clásicas (figs. 46, 47 y 48) que tienen 

wn eje de simetría, con sus correspondientes ecuaciones polares; comprué: 

hear on ellas el criterio enunciado para reconocer la simetría. 

Cisolde de Diocles Caracol de Pascal Estrofoide recta 
OP=AB OP=0A + const. OP =AB 





ı—=2a(sec x—cosœa) r=2acosatb  r=—a cos 2 œf cos o 
Fig. 46. Fig. 47. Fig. 48. 


En el caso especial de los polinomios se tiene: la función es 
pur si todos los términos son de grado par; es impar si sólo 
hay términos de grado impar, y no es ni par ni impar si hay 
términos de una y de Otra clase. 


y Jar 





y=X1 


Fig. 49. — Para a entera no negativo es x% entera. 


10. Función potencial. — Se llama así a la función 
y = g 
que estudiaremos aquí para exponente racional, y en el § 27-4 
cuando a es un número real cualquiera. Sólo en el caso de 
que a sea un número entero n: a =n, se obtiene una función 
racional, que será entera si n > 0; ejemplo: 
y=% =l, ysr, y= r, y=, 

que representan una recta, otra recta, una parábola, una pará- 
hola cúbica, etc. (fig. 49). 
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Si a=n <0 es un entero negativo, la función es racional 
pero no entera, y está definida para los valores de x distintos 
de cero; ejemplos: 


y = y = — (hipérbola), y = x? = -Ł, etc. 


Todas estas curvas (fig. 50) constan de dos ramas, que es: 


y 





Fig. 50, — Para a entero negativo es ."* racional fraccionaria. 


tán en el primer y tercer cuadrante cuando n es impar, y en 
el primero y segundo cuando nx es par. (¿Por qué?). 

Si a es un número fraccionario, la función no es racional; 
y=Vx3 por ejemplo, las funciones: 


EA 4 
y= a= yg y= r= Vag 


y=Vx no son racionales, y representan 
una parábola y una curva lla- 
mada parábola semicúbica (fig. 
51). 





2 
e 


La función: y = 21? = 


AR 


1 
vx no está definida para x = 


Notemos que en todos los casos 
considerados, la curva pasa por el 
punto (1,1). ¿En qué casos pasa 
por el origen? ¿Cuándo por (0,1)? 
(Cfr, $ 25-3). ¿Qué otra cosa puede 
ocurrir cuando x == 0? Obsérvese en 
las gráficas de este apartado, cuáles corresponden a funciones pares, y 
cuáles a funciones impares. 


Fig. 51. 
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11. Funciones crecientes o decrecientes. — Para funciones 
reales de variable real se puede formular la siguiente defini- 
ción: 

Diremos que una función y = f(x) es estrictamente cere- 
ciente en un punto xo, cuando existe un número ô > 0 tal que 


y 





Xo-h Xo Xo+h Xi 


Fig. 52. — Función creciente en x = xv y decreciente en v = xq 


para todo h que cumpla la condición 0 < h < & se tiene (fi- 
gura 52): 


[23-9] f (20h) <f (20) < f (xo +h), 
y estrictamente decreciente en xo cuando: es 
[23-10] f (xo— h) > f (20) >f (20+h). 


Si en [23-9] la condición se expresa mediante <=... <, la 
función se llama creciente (en sentido amplio). Análogamente 
para función decreciente. 


y 





Fig. 53. — Función monótona Fig. 54.- - y = 1/x, decreciente pero no 
creciente. monótona. 


, EJsErcicios: 1. Verificar, aplicando la definición anterior, que la fun- 
ción y = f(x) = x’ (gráfica fig. 39) es creciente en %.=1, decreciente 
en %o = — 1 (hallando los máximos valores para ô), y que no es creciente 
ni decreciente en x = 0. 


2. Efectuar un estudio análogo para las funciones parte entera y 
mantisa (§ 23-3, ej. 3). 


Una función se llama creciente (o decreciente) en un in- 
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O cuando lo es en cada uno de los puntos de dicho inter- 
valo. 

Una función y = f (x) tal que, dentro de su campo de de- 
finición, cumpla la condición f (x,) = f (z2) para xı < Yo, se 
llamará monótona creciente (fig. 53) ; si en cambio un aumento 
de x nunca origina un aumento de y, la función se llamará monó- 
tona decreciente. La función se llama estrictamente monótona 
si se cumple f(x,) < f(xw2) [ó f(x,) > f(22)], para 2, < Za. 


12. Funciones inversas. — De y = 2? resulta z = + V y, lo 
que nos muestra que la correspondencia entre las dos variables 
puede considerarse de dos maneras diferentes, y se expresa di- 
ciendo que la función inversa de 


[23-11] f (x) = x? 
es: 
[23-12] g (y) == Vy. 


En este caso, la función dada está definida para todo. valor de x y es 
uniforme, pero la función inversa ofrece un comportamiento más compli- 


cado, porque por una parte no está definida para todo valor de y, y por 
otra, es multiforme. 


En cambio, si la función dada es estrictamente monótona, lo que no 
ocurre en el ejemplo anterior, para cada valor de y hay un solo valor 
de x, y en consecuencia, la función inversa es uniforme. 


Es inmediato que la función inversa de [23-12] es [23-11], 
pues recíprocamente, de x = + y y resulta y = x?. Por esta ra- 


zón, ambas funciones pueden llamarse simplemente inversas en- 
tre st. 


EJEMPLOS: Análogamente, son inversas entre sí las funciones li- 
neales: 


1 3 
y = h(x) = 2x — 3; x = k(y) =- Y +--> 
y también las funciones: 


V = f(r) = (4/3)7 r*; r=g(V) = V3V/47, 
de las cuales la primera expresa el volumen de una esfera en función del 
radio, y la segunda expresa el radio en función del volumen (por ejem- 


plo, permite medir el radio de una esfera por inmersión en el líquido de 
una probeta graduada). 


Dada la función y = f (x), el hecho de que la corresponden- 
cia entre las dos variables pueda considerarse de dos maneras 
no basta para asegurar siempre que x sea función de y, y me- 
nos aún función uniforme; solamente cuando cada valor de y 

corresponda a valores aislados de x, esta correspondencia de 
y a x recibe el nombre de función inversa, que se compone de 
varias uniformes, según hemos visto. 


DEF.: Se dice que una función y =y (x), definida en un 
intervalo [a, b], admite función inversa uniforme en el inter- 
valo correspondiente [y (a), y(b)] ó [y(b), y(a)], cuando sus 
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valores llenan éste una sola vez; esto es: cada punto y de él 
“ws correspondiente de uno, y sólo uno, de [a,b], el cual se 
loma como correspondiente a aquél para definir dicha función 
inversa x = xXx(y). 

Una misma gráfica representa una función y su inversa, 
negún cuál de las variables se tome como independiente y cuál 
como función (fig. 55 a). 

La función inversa de una función potencial es también función po- 
tocial (con exponente recíproco del primero), excepto para el caso de 
exponente nulo, pues y=x"=1 no tiene función inversa. ¿Por qué? ¿Tie- 
ue función inversa la función parte entera de x: E(x)? 


Es costumbre, al hacer la inversión, permutar las letras x 
c y, de tal modo que x represente la variable independiente. 
Así, por ejemplo, diremos: la función inversa de la y = x? — 1 
vs la y= yV x+- 1. En este caso, las gráficas superpuestas de 
dos funciones inversas son simétricas respecto de la bisectriz 
ll =2%. ¿Por qué? (fig. 55b). 





Fig. 55a. Fig. 55 b. 


13. Función de función. — La dependencia de y respecto 
de x puede expresarse a través de una variable auxiliar u. Si 
tenemos: 


[23-13] y =f (u), 
siendo: 
[23-14] u =g (x), 


para cada valor de x tendremos, por [23-14], un valor de u, y 
para este valor de u, por [23-13], uno de y; luego, y es fun- 
ción de x. 

Reemplazando la expresión de u dada por [23-14] en [23-13], 
se tlene: 
[23-15] y =1f [g (x)1, 
lo que pone más en evidencia que y es función de x, y además 
justifica el nombre función de función, 

Recíprocamente, una función complicada se puede descom- 
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poner a veces como función de función para tener funciones 
más simples, y esto es lo que haremos con frecuencia, 


Por ejemplo, la función y =sen(x*) se puede descomponer así: 


y = sen u, siendo u = x. 
En cambio, y = sen’ x se descompondrá así: 
y=u.w, siendo u = Sen t. 


_. Aveces se emplean más variables intermedias; por ejemplo, la fun- 
ción y = ln tg x’ se descompondrá así: 


y= lnu, u=tgv, v=x, 
y la función y = V ln tg’ x, así: 
y= Vu, u=lnv, v= w, w=tgr. 


Teniendo en cuenta los campos de existencia de las funcio- 
nes, debemos formular con más precisión el concepto de fun- 
ción de función, así: 

Si los valores de una función u = g (x) definida en un con- 
junto X pertenecen al campo de existencia de otra y = f (u), 
es decir, si a cada valor x de X corresponde uno de u, y a éste 
uno de y, es y función de x en X, y se llama función de función. 
Designándola con F, se tiene y = f [g (x)] =F (2). 


EJEMPLO: Si es y = logu; u= seng, resulta y =log(sen x), sola- 
mente definida en el campo real para valores que hacen positivo el seno, 
es decir, para 2k7 < æ < (2k +1)7T, con k entero cualquiera. En cam- 


bio, y = V u? — 1 no es función de x en el campo real, pues de los valores 
de u sólo + 1 pertenecen al campo de existencia de y. 


14. Cotas y extremos de variables o conjuntos reales. — a) 
Las consideraciones que preceden nos muestran la importan- 
cia que tiene el campo de existencia de una función, lo que jus- 
tifica estudiar el comportamiento de una variable real x, cuyo 
campo de variación (§ 23-3), indicaremos con X. 

Se dice que la variable real x (o el conjunto X) está aco- 
tada superiormente si sus valores no superan a un número 
fijo K, es decir, r < K; y se dice que está acotada infertormen- 
te, si existe un número k tal que x Z k (para todo xe X). Di- 
remos que x está acotada, cuando lo está en ambos sentidos: 
kEx<K. Los números fijos k y K se llaman cotas (infe- 
rior y superior, respectivamente). 


Por ejemplo: si |x| < K, los números —K y K son cotas inferior 
y superior. Pero también lo son —K— 1 y K +3. f 

El campo de existencia en el campo real de log x está acotado infe- 
riormente, pero no superiormente. Cotas inferiores son 0 o cualquier nú- 
mero negativo. En cambio, el conjunto formado por los valores funcio- 
nales no está acotado ni inferior ni superiormente. 


Una variable acotada superiormente puede carecer de valor 
máximo; por ejemplo: el conjunto de los números negativos 
carece de máximo, pues cero no pertenece a él. Pero existe 


un número que sustituye al máximo, y se llama extremo supe- 
rior. 
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DEF.: Se llama extremo superior M de una variable aco- 
Inda superiormente, al menor de los números no superados por 
ella, Está, entonces, caracterizado por esta doble condicion: 


«) Para todo x es t S< M, 
R) Dado M'< M, existe algún x > M’. 


Análogamente se define el extremo inferior de una varia- 
ble æ acotada inferiormente, como el mayor de los números que 
no superan a ningún valor de x, 


La existencia de extremo superior para las variables acotadas supe- 
riormente se demuestra en forma constructiva (es decir, conjuntamente 
con un procedimiento para determinarlo), formando un par de sucesiones 
monótonas contiguas (o un encaje de intervalos). Como podrá verse, el 
proceso es aplicable para hallar cifras sucesivas de aproximación del 
punto buscado. Se parte de un intervalo de amplitud 1, cuyo extremo su- 
perior sea la menor cota superior entera del conjunto. (¿Por qué existe 
ulempre?). Dividido el intervalo en dicz subintervalos iguales no rampan- 
tes, se toma como segunda aproximación del encaje el situado más a la 
derecha entre los subintervalos cerrados que contienen algún punto del 
conjunto, y se sigue así indefinidamente. El encaje de intervalos así 
construido representa en forma decimal el extremo superior buscado M, 
por cumplirse (a) y (8). 

Análogamente se construye el extremo inferior de una variable aco- 
tada inferiormente. 


b) Cuando alguno de los extremos de la variable x o del 
conjunto X pertenece a éste, diremos que es accesible; e inac- 
cesible en caso contrario. Usaremos, como sinónimos: 


Máximo = extremo superior accesible. 
Minimo = extremo inferior accesible. 


EJEMPLOS: El extremo superior inaccesible de los números negativos 
es cero; el extremo inferior inaccesible de los positivos es cero. Los va- 
lores de sen tienen máximo 1 y mínimo —1. Los de 1/n (n entero 
positivo) tienen máximo 1 pero no tienen mínimo; el extremo inferior, 
inaccesible, es ecro. 


Si la variable * no está acotada superiormente (inferior- 
mente), convendremos en decir que sw extremo superior es 
Ll e (su crtremo inferior es — :1). Este convenio es muv útil; 
con él. de la demostración anterior resulta el enunciado gene- 
ral: Toda variable real tiene dos extremas, finitos o infinitos, 
accesibles o inaccesibles. 

Nótese que la palabra extremo concuerda, en el caso del 
intervalo. con el significado especial que para ellos tenía (3 7-7), 
v ahora podemos decir que el paréntesis cuadrado significa ex- 
tremo accesible, y el redondo, inaccesible. 

Los extremos superior e inferior son los elementos que 
hemos llamado supremo e ínfimo en un conjunto parcialmente 
ordenado. (Ver Cap. I, nota I). 
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EJERCICIOS 


1. Representar la funeión: y = f(x) = 4x? — x: a) Dando a æ va 
lores enteros, entre — 2 y +2; b) Dando a x valores de 1/4 en 1/4, entre 
—1 y +1., 

2, Gráficas de las funciones: |x—2l|, Ix—2]|—lz], æ[1/z] 


[x]/x, V x— [z]. 


3. Probar que si f(x) = ln 


— g z +y 
E DEV ARE Y f = (ZE) $ 
Ipe’ © Ee) + (y) = f Ly 
4, Probar que las expresiones algorítmieas: lim (eos 7 yx)? y 
n-——> 00 
1 + [x] + [—x] definen una misma función, y representarla. 
5. Probar que las funciones lim eos" Tg y [1—2x] — [x] eoin- 
n— 00 
eiden en los puntos del intervalo cerrado [0,1], y sólo en ellos. 
6. Estudiar y representar las funciones: 
f(x) = lim eos" Tx, g(x) = lim sen" mg, h(x) = lim sen"7 zx, 
n—00 n-—> 00 n—>0 
7. Probar que toda función f(x) definida para todo x es suma de 
una función par y de una función impar. 
8. Trazar el diagrama de y= xw", y basándose en él, gráficamente, el 
de y=Vx. p 
9, Probar que mediante las gráficas de f(x), de g(x) y de y=xw 
puede eonstruirse la de f[g(x)], así: Dado el punto A sobre el eje O x, 
se traza por él una paralela a O y, hasta cortar a y=g(x%) en B; por B, 
la paralela a Ox, hasta eortar a y=xw en C; por C, la paralela a O y, 
hasta cortar a y = f(x) en D; y por D, la paralela a Ox, hasta cortar 
a AB en E; este último es un punto de la gráfica buseada. 
10, Construir, por el procedimiento anterior, la gráfica de la función 


za æ— 1 > í i 
de función y =ln a ¿Cuál es su eampo de existencia? 
11. Determinar los extremos inferior y superior de los siguientes eon- 
juntos, estableciendo si pertenecen o no a ellos (m,n =1,2,3,...): 


a) Las fracciones irreducibles eon euadrado < 10 y denominador par; 


b) fa cp qn “sp Math ofsi 1h; 
n 3 m n m n 
f) Los números deeimales de parte entera nula, expresados eon un 
número finito de eifras 1, 2, 3; 


g) Los números decimales de parte entera nula, eon (infinitas) ei- 
fras decimales todas impares. 


§ 24, EL LÍMITE FUNCIONAL 


1. El límite de una función. — El concepto de límite de una 
sucesión de números (§ 20-1) tiene uno similar y tanto o más 
importante que él: el límite de una función f (x), cuando la 
variable x tiende a un valor dado. 

Se dice que la función f (x) se aproxima infinitamente al 
valor l, o converge o tiende hacia l, o tiene el limite l, al ten- 
der x hacia a, y se escribe: 
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Í(x)>l o limíf(x) =1 para oa, 
o bien: 
Í(x)>l o lim Í(x) =1, 
xa a 
cuando la diferencia f (x) — l se hace arbitrariamente peque- 
fia, con tal de tomar x suficientemente próximo a qa. 


EJEMPLO 1. Es: 
[24-1] lim (1 +2) = 6 para x>2, 
pues x? + 2 puede hacerse arbitrariamente próximo a 6 eon tal de tomar 
x suficientemente próximo a 2. Puede conseguirse, por ejemplo, que la 
diferencia (x* + 2) —6 sea en valor absoluto menor que un centésimo: 
124-2] |(x* 4+42)—6| < 0,01, 
con tal que x difiera de 2 en menos de dos milésimos: 
1,998 < x < 2,002, ó |æ—2 |< 0,002; 
en efeeto, cuando x ereee desde 2 — 0,002 = 1.998 hasta 2 + 0,002 = 2,002, 
x” +2 erece desde 
(1,998)? + 2 = 5,992 004 > 5,99 
hasta 
(2,002)? + 2 = 6,008 004 < 6,01. 
El número 0,002 se ha determinado teniendo en cuenta que [24-2] es 
equivalente a 3,99 < x° < 4,01, y que V 3,99 < 1,9975 ; V 4,01 > 2,0024, 
Pero esto no basta para que valga [24-1]. Es preciso que la aproxi- 
mación indicada en [24-2] pueda mejorarse tanto como se quiera; en 
otras palabras: que dado un número positivo arbitrario (por ejemplo, 
e = 0,000 001), se pueda hallar un número $=$(e)> 0, tal que 


(4 2)—6| < e. 
0 < | r—2] < 6. 


Estas consideraciones nos conducen a formular con preci- 
sión el concepto de límite, así: 


DEF.: Diremos que f(x) tiene límite lal tender x hacia a, y 
escribiremos: 


con tal que 


lim f (x) = l para z> a, 
si para cada e > 0 existe un número 8 = 8 (e) > 0, tal que: 


[24-3] [f(z)—l| <e 
para 
[24-4] 0 <|gz—aj<ŝ. 


Llamando entorno reducido de un punto a a cualquier en- 
torno de a excluído el mismo punto a, la definición anterior 
equivale a decir que lim f (x) =l para x— a, si para cada 
e > 0 existe un entorno reducido [24-4] del punto a tal que 
f (x) está definida en todo punto de él y se verifica [24-3]. 

Gráficamente, esto significa que dentro de la “faja hori- 
zontal” del plano (x, y), comprendida entre y =l- £s ey =l+e, 
están todos los puntos del trozo de gráfica que corresponde al 
entorno reducido [24-4] (fig. 56). 

Observemos que con la indicación. x —> a decimos que v se 
aproxima indefinidamente al valor a, pero puede tomar valo- 
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res menores o mayores que a, es decir, puede acercarse a a por 
la izquierda o por la derecha. 

Como en un entorno reducido es x + a, en la definición de 
límite no intervienen más que los valores de la función y = f (x) 
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Fig. 56. — Interpretación gráfica de lim f (x) = l para x — 4. 


en la proximidad de x = a, pero no el mismo valor a, en el cual 
la función puede no tener valor ninguno, o tener un valor cual- 
quiera. En consecuencia: 

Dos funciones que son iguales para todos los valores de x 
distintos del x =a, tienen el mismo limite para x— a. 

Por lo tanto, es legítimo, antes de calcular el límite, hacer 
en la función todas las simplifica- 
ciones convenientes, incluso la su- 
presión de factores comunes que 
se anulan para x = a, siempre que 
éstos no se anulen para otros valo- 
res de x próximos a a. 


EJEMPLO 2. Sea la función y= 
=(0+2x):x%. Su límite para x—>0 
es 2, puesto que para todo valor x +0 
es y=x +2 (fig. 57), y por lo tanto: 
y—2=wxw llega a ser tan pequeño como 
se quiera: luego, lim (1? +2x):x=2. 

` Sin embargo, para x =Q la función no 


i E er tiene valor correspondiente, pues carece 
de sentido aritmético dividir por cero. 





Fig, 57. 


EJERCICIO: Estúdiese en la misma forma la función (x) conside- 
rada en el § 23-7, ej. 1. ¿Existe lim p(x%) para x —>2? ¿Existe p(2)? 


El límite de una función puede no existir, y por otra parte, 
una función puede alcanzar infinitas veces su límite mientras 


5 24 -1 EL LÍMITE FUNCIONAL 375 


x no alcanza el valor a. Los ejemplos que siguen ilustran estas 
dos circunstancias. 


EJEMPLO 3. Representar gráficamente la función y = sen T7/x (fig. 58). 
Obsérvese que al tender x a 0, y oscila indefinidamente, sin tender 


El 
32 





hacia ningún valor fijo; por lo contrario, toma infinitas veces todos los 
valores entre —1 y +1. El símbolo lim para æ — 0, aplicado a esta 
función, carece por lo tanto de sentido. Sin embargo, para x=1, 3,4, ..., 


"Eos la correspondiente sucesión de valores funcionales tiene límite 
aritmético igual a cero. 


EJEMPLO 4. Análogamente, si se representa la función y = x.sen T/x 
(fig. 59), las ordenadas de la función anterior están multiplicadas por zx. 


N 








A A 





Fig. 59. 


que va disminuyendo; las infinitas ondas de altura 1 decrecen y quedan 
entre las dos bisectrices de los ejes, puesto que el eveficiente angular de 
la cuerda que une cada punto con O es y: —sen 7/x, y por lo tanto 
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oscila entre — 1 y +1; es decir: el ángulo oscila entre — 7/4 y + 7/4. 

En este caso es: 

lim x sen T/x =0 para x—> 0, 
pues, en valor absoluto, la diferencia con el límite es: 
|x.senT/x| <S | xl, 
y por lo tanto, llegará a ser menor que e con sólo tomar |æ | < e. 

En este caso, la función alcanza infinitas veces su límite. 
Otro tanto ocurre en el ejemplo más simple de la función-cons- 
tante (§ 23-2, obs. C), cuyo límite es el valor constante de la 
función, o más brevemente: El límite de una constante es la 
misma constante. 


2. Propiedades de los límites. — a) Si l = lim f (x) es po- 
sitivo, como f (x) difiere de l en menos de l para x suficiente- 
mente próximo a a, es f (x) > 0. Análogamente, si l es nega- 
tivo, resulta f (x) < 0. Es decir: Para x suficientemente pró- 
ximo al valor a, la función tiene el mismo signo que su límite. 


COROLARIO: Si l > c, como f (x) — c tiene límite l — ¢ > 0, 
será para x suficientemente próximo a a: Í (x) —c>0, es 
decir, f (x) >c. 

b) Si dos funciones tienen límites distintos para x —a, la 
de mayor límite supera a la otra para todo x suficientemente 
próximo a q. 

Basta aplicar a) a la diferencia f (x) — g (x) entre esas 
funciones. 


COROLARIO: Si para todo valor de x es Í(x) < g (x), y 
ambas funciones tienen límite, entonces es: 
lim f(x) < lim g(x). 
Porque si fuese: lim f (x) > lim g (x), llegaríá a ser 
f (x) > g (x), contra la hipótesis. 


EScCoLIO: Nótese que no excluímos la posibilidad de que 
los límites sean iguales, a pesar de que sea siempre Í (1) <g(x). 

Por ejemplo, es constantemente — [1— x?] < «x?, siendo 
[u] la función parte entera de u ($ 23-3, ej. 3), y sin embargo, 
para > 0, el límite de ambas funciones es cero. 


c) Si f (x) está comprendida entre dos funciones g (x) y 
h (x), que tienen el mismo límite para x> a, la diferencia en- 
tre f (x) y l'está comprendida entre las diferencias g (x) —1 
y h (1) — l; luego, será menor que « en valor absoluto si éstas 
lo son. Por lo tanto: Si una función está comprendida entre 
otras dos que tienen el mismo límite para x— a. tiene este 
mismo límite. 


3. Infinitésimos. — Decir que para > 4. 
[24-5] lim f (x) = l, 
equivale, como vimos, a decir que la diferencia 
[24-6] ~“ (x) = f (x) — l, 
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que es una nueva función de zx, tiene límite cero para >0: 
[24-7] lim p (x) =Q. 

Esto nos señala la importancia que tiene para el cálculo de 
límites la consideración de las funciones con límite cero, y la 
conveniencia de dar un nombre a tales funciones. 

Llamaremos “infinitésimo o infinitamente pequeño para 
=>”, a toda función y (x) que tienda a cero para x> a; es 
decir, que verifique [24-7]. 

Por ejemplo, cos x es infinitésimo para x —> r/2, pero no lo 
osa para > 0. 

La condición esencial del infinitésimo es la variabilidad y 
tener por límite 0. Hablar de números no nulos infinitamente 
pequeños es un contrasentido, porque siendo un número inva- 
riable, si no es nulo no puede llegar a ser menor que cualquier 
vtro número, que es la condición esencial del infinitésimo. 

De [24-6] resulta : 

[24.8] f (x) =1+ (2), 

es decir: toda función con límite es igual a éste más un infini- 
tésimo, y recíprocamente: si a una constante se le suma un 
infinitésimo, la función obtenida tiene por limite dicha cons- 
tante *, 

a) Valen las siguientes propiedades, cuyas demostraciones 
son inmediatas. 

as)” La suma de dos infinitésimos (ambos para x — a, lo 
mismo que en los enunciados que siguen) es un infinitésimo: 
de 


[24-9] lim ọ (x) = 0. 

y 

[24-10] lim y (x) = 0, 

resulta : 

[24-11] lim [p (x) +y (x)] = 0. 


De aquí resulta, por inducción completa: la suma de un 
número finito de infinitésimos es un infinitésimo. En cambio, 
si la suma es infinita, nada podremos afirmar. 


EJEMPLO 1. La suma xv+g +... +x con un número de sumandos 
igual a [1/x] vale: 
[2]..= (= — mant ——) .e= == maess 
z£ w Y z 


y tiende a 1 para x— 0. 


a) El producto de un infinitésimo por una función acota- 
da en un entorno de x = a, es infinitésimo: De |f (x) | < K, y 
lim p (1) = 0, resulta lim [f (z). (x)] = 0. 





* Se sobrentiende en este enunciado, que si el límite se toma para z — a, el infi- 
nitésimo lo es para x —>a. Conviene sea interpretado gráficamente el enunciado. 
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EJEMPLO 2. x.sen 1/x es infinitésimo para x —> 0, aun cuando sen 1/z 
nou tenga límite para v —> 0. 


as) El cociente de un infinttésimo por una función que en 
valor absoluto se conserva mayor que una constante positiva, 
es un infinitésimo: De lim y (x)=0 y |f(x)| >k>0, se 
deduce lim y (x)/f (x) =0. 

b) Comparación de variables. — Para comparar las mag- 
nitudes de dos variables dependientes, f (x) y g (x), cuando 
x= a, son útiles las siguientes notaciones: 

bı) Si existe una constante K tal que en un entorno de a 
es | f (x)/g (x) | < K, pondremos: f = O (g) para z —> a4. 

b2) Si lim f(x)/g (1) = 0, pondremos: fÍ = o(g) para 


x>a 
r>a. 
bs) Si lim f(x)/g (1) = a Æ 0, pondremos: f ~ a g pa- 
>a 


ra 2>4. Si a=1, es decir f ~ g, diremos que f y g son va- 
riables equivalentes. 


EJEMPLOS: 3. f=0(1); f=0(1); f — «a; significan, respectivamen- 
te, que f(x) se mantiene acotada, tiende a cero, o tiende a «, para x > a. 
4. Si f(x)=3x* + x* se tiene: 


Para x>0 Para > 0 ($ 24-5) 
f(x)=0(x") para todo h< 2 f(x) =0(x”) para todo h > 3 
f(x)=0(x") ii » h<2 f(x)=o0(%*) ,, » h>3 
f(x)-—3u* f(x) x? ` 


Observemos que hasta ahora hemos definido expresiones 
como f(x)=0(1) ó f(1)=0(%), pero no O(1), o(x) aisla- 
damente. Convendremos en indicar con O(g), o(g) una fun- 
ción f(x) arbitraria tal, que f = O(g), f = o(g), respectiva- 
mente. Con esta convención podemos escribir, por ejemplo: 

O (1) +0 (1) =0 (1), 
para indicar que la suma de dos funciones acotadas es acotada. 

c) Comparación de infinitésimos. — Si y (x) es infinitési- 
mo para x — a, podemos compararlo con un infinitésimo tipo, 
también llamado principal; por ejemplo: h (1) = x — qa, y sus 
potencias de exponente p > 0 real. 

cı) Dados dos infinitésimos, y(x) y y(x), diremos que 
son del mismo orden si p =0 (4) y y =O (ọọ), y que y es de or- 
den superior a y sip = o (y). 

c2) Diremos que p(x) es de orden p (con respecto al infi- 
nitésimo h), si existen dos constantes positivas k y K tales que 
en un entorno de a: 0< k < | (x)/b’ |< K, o lo que es lo 
mismo, si (x) y h? son del mismo orden. Si (x)= o(h?) 
diremos simplemente que p es de orden superior a p. 

Ca) Diremos que p(x) es por lo menos de orden p, si 
v(w)= O(h»”). En este caso, para p > q, es también p(x) = o (h9). 

En particular, son del mismo orden y y y si existe y es dis- 
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Linto de cero el límite de su cociente: lim y/y =« 40. En este 
caso tendremos p ~ ay. Cuando «= 1, es decir, y — y, dire- 
mos que p y y son infinitésimos equivalentes (efr. bz). 

TEOR. 1: Si a un infinitésimo y (x) se le suma uno de or- 
den superior y (x), se obtiene un infinitésimo equivalente al 
primero. 


DEM.: (p+y)/p=1+y/p>1. 

Como, recíprocamente, para y = x — y, de x/p => 1, resulta 
y/p=> 0, se tiene: 

TEOR. 2: La diferencia de dos infinitésimos equivalentes es 
otro de orden superior a ellos. 

Del teorema 1 resulta, además: 


TEOR. 3: El orden de una suma de r infinitésimos es el del 
sumando que lo tenga menor, siempre que éste sea único. 
Este sumando se llama término o parte principal. 


NoTA: Si hay varios sumandos del mismo orden mínimo, nada podrá 
asegurarse respecto del orden de la suma, pues el teorema 2 demuestra 
que la diferencia de dos infinitésimos del mismo orden puede ser de orden 
superior, y lo mismo acontece con la suma de dos o más infinitésimos. 


4. Cálculo de límites. — En muchos casos, el problema de 
calcular un límite es muy simple. El límite [24-1] se halla 
observando que cuando x se aproxima a 2, x? se aproxima a 
2? = 4 (pues cuando x varía poco, lo mismo ocurre con 2?), y 
entonces x? + 2 se aproxima a 6. Éste es simplemente el valor 
de la función para x = 2, y en la consideración que precede he- 
mos usado simplemente una propiedad de la función llamada 
continuidad; que definiremos en breve. Menos trivial es el 
ejemplo de la función de $ 24-1, ej. 2), donde el reemplazo di- 
recto es imposible (¿por qué?) y hemos calculado el límite 
directamente. 

Para el cálculo de límites en casos más complicados, son 
útiles los siguientes teoremas, análogos a los que vimos para 
sucesiones ($ 21-1), y que demostraremos mediante las pro- 
piedades de los infinitésimos. 

a) El límite de la suma de dos funciones es igual a la suma 
de sus límites. 

Si: 

[24-12] lim f(x) =1, y lim g(x) =, 
por el teorema [24-8] existen infinitésimos ş (x) y y (x) ta- 
les que: 
[24-13] f(x) =l + (2); elo) = P + y (2) 

~ f(x) + g (2) = (141) + y (2) +y (x), 
y entonces, por § 24-3, a,) y el teorema [24-8], resulta: 
[24-14] lim [f (x) + eg (2)] =l1 +? 
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b) El límite del producto de dos funciones es igual al pro- 
ducto de sus limites. 


Multiplicando las igualdades [24-13] se tiene: 
f.g = LU + (ly +l. + py), 
y de aquí resulta el teorema, aplicando primero $ 24-83, as y 
Qı, para probar que el paréntesis del segundo miembro es un 
infinitésimo, y luego el teorema [24-8]. 

Como f — g = f+ (—1).g, resulta de los teoremas ante- 
riores que el límite de la diferencia de dos funciones es igual 
a la diferencia de sus límites, y reiterando: 

c) Una suma algebraica (un producto) de varias funcio- 
nes con límites finitos tiene como límite la suma algebraica co- 
rrespondiente (el producto) de los límites de esas funciones. 

d) El límite del cociente de dos funciones es igual al co- 
ciente de los límites, siempre que el límite del denominador sea 
distinto de cero: 

; f(x) — limífí(x) 1. A 
[24-15] lim 0 ae G) 7 siempre que V Æ 0, 
rues ya sabemos (§ 6-4) que la división por cero no es admi- 
sible. 

Por esta razón no se puede aplicar este teorema al cálculo 
de lim (x? — a?)/(x— a) para x— a, pero esto no impide 
que el límite exista, pues observando que para x +a es: 

2 2 
x —a _(x+a) (z—a) _ pai 
z — a z — 4a 
vemos que aquel límite existe y vale 2a. 


La demostración del teorema d) puede hacerse siguiendo 
las líneas de la del teorema análogo para sucesiones (§ 21-1). 





5. Límite infinito y límite para z — œ. — a1) Veamos lo 
que Ocurre con la función f (x) = 1/x* en el punto x=0 y su 
vecindad: 

1) Para x=0, la función no está definida. 

2) Cuando x se aproxima a cero, f (x) crece tanto como se 
quiera, es decir, dado un número M arbitrariamente grande, 
existe un número ¿=3 (M) >0 tal que: 

[24-16] f(x) >M para 0<|x—0|<8. 

En este caso no existe lim f (x) para x>0, pues f (x) no 
se aproxima a ningún valor cuando x — 0. Sin embargo, con- 
vendremos en indicar este comportamiento de la función di- 
ciendo que para 2>0, f (x) “crece infinitamente” o “tiende 
a infinito” o “tiene límite infinito”, lo que se indica: 

lim f (x) = + œ para >0 (fig. 60). 


Observemos que esto no implica dar un significado a la palabra infi- 
nito considerada aisladamente, sino a las expresiones entre comillas, las 
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que significan sencillamente que f(x) crece más allá de todo límite. Tam- 
poco decimos que 1/0 sea infinito, pues precisamente la función no está 
definida para v = 0, es decir, 1/0 carece de sentido. 

a2) Diremos que lim f (x) = — œ, o bien: f (x) >— oo, 
cuando — Í (x) >+- œ. 


43) Una función también puede tender a infinito sin signo 





Fig. 60.--lim 1/x2 = + œ para x —>0. 


determinado. Por ejemplo, f(x) = 1/x para x > 0 (fig. 61). 
Diremos entonces, en general, que lim f (x) = œ para r>a 
cuando para cada número M arbitrariamente grande, exista 
un número ¿=3 (M) >0, tal que: 


[24-17] ¡£(x)|>M para 0<]|x—al<8. 


y 





Fig. 61. — lim 1/x = œ para x —0. 


Estas definiciones excluyen siempre el valor x =q, es de- 
cir, consideramos como antes entornos reducidos de a. 


bı) En ocasiones interesa conocer el comportamiento de 
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una función, no cuando x se aproxima a un valor a, sino cuan- 
do x crece indefinidamente. Si en tal caso f (x) se acerca tan- 
to como se quiera a un número l, pondremos: 
[24-18] lim f (x) = l para z>>+o0. 

En otras palabras: [24-18] significa que a cada e > 0 co- 
rresponde un número H = H (e) tal que: 
[24-19] | f (x) —l| <e para todo x > H. 

Por ejemplo, lim 1/x=0 para x— + œ, pues cuando z 
aumenta, 1/x se hace tan próximo como se quiera a cero. 

b2) Análogamente definiremos lim f (x) para r>— œ 
reemplazando en [24-19] x > H por x < H. 

Por ejemplo, lim er =0 para 2>— 0. 

bs) A veces ocurre que el valor límite corresponde a valo- 
res de x crecientes a infinito en valor absoluto, aun sin un 
signo determinado. Esto equivale a reemplazar en [24-19] z> H. 
por |x|>H, y en tal caso pondremos lim f (x) =1 para 
Xx => 00 . 

EJEMPLOS: Para x-”» œ, lim ¿—e* =0. En cambio, no existe lim e” 
para x—> 00, pero sí para x —> + 0%, y vale 0, Cuando no hay lugar a 
confusión, muchas veces se emplea la notación x->00 en lugar de 
> +0, aun cuando su significado no sea el misno, 

Los tres primeros casos se combinan con los tres últimos 
de varias maneras. Ejemplos: 


tı — bı) lim =+% para 2>+00; 
dı — b3) lim x?=+ œo para t> v; 
daa—b,1) lim V z=oœ para 2>+0; 


@— bı) lim (1—x)=—o para v>+ oœ; 
. %—2 . 2/x lim (x—2/x)_ 
a) lim yy MIs ima A E 


para x — + œ, es decir, a + œ ó a — œ, respectivamente. 

Finalmente, para x > œ, lim sen x no existe, pero es 
lim (sen x)/x =0. 

El ejemplo az —b3) muestra que para calcular el límite 
para 2>+0, —o o œ de una función racional, que pode- 
mos suponer ya en la forma de un cociente de monomios o 
polinomios, el numerador y el denominador se dividen previa- 
mente por la mayor potencia de la variable en el denominador. 
(Cfr. § 21-4, b). 


EJERCICIO: Calcular los límites de (3t—2)/(5t" +1), de (3 t—-2)/ 
/(5t+1), y de (31? —2)/(6t + 1) para t— œ, y para t > — 1/5. 


6. Forma topológica de la definición de límite. — Observando que 
[24-3] indica que los valores de y = f(x) se mantienen dentro. de un en- 
torno Y de l, de amplitud arbitrariamente prefijada, la definición de lí- 
mite dada en el $ 24-1 toma la forma siguiente (ver fig. 56): 
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DEF.: Se dice que lim f(x)=1 para x—>a, si a cada entorno Y 
de l corresponde un entorno reducido X de a tal, que a todo punto x de 
X corresponde un punto y = f(x) de Y. 

Esta forma de la definición de límite se llama topológica, porque uti- 
liza solamente la noción de entorno. 

Bajo esta forma, la definición de límite puede extenderse a los casos 
considerados en el apartado anterior, sin más que reemplazar X o Y por 
uno de los conjuntos definidos a continuación: 


1) Entorno de + œ es toda semirrecta x > XK, o sea (K,+ 0); 
2) Entorno de — œ% es toda semirrecta x < H, o sea (— %, H); 


3) Entorno de %0 es todo par de semirrectas x < H, x > K, siendo 
1M<K. 

Se tiene así el siguiente cuadro, con los conjuntos que deben tomarse 
para X e Y en cada caso en la definición topológica. 





X Y 

Para x> a: 

lim f(x)=l entorno reducido de a entorno de l 
a) lim f(x)= + 20 ” ” ”»” » ” y +o 
az) lim f (x)= — %2 ” v ” » ” » —% 
aa) lim Í(x)= nm ” ” ” oy ” ” e 
Para xv > -p œ: 
bı) lim f(x)=1 entorno de + x 3 i l 
Para x = — o: 
b2) lim f(x)=! s n» — X ” ” y 
Para x > œ: 
ba) lim f(x)=l 9 ” om ” ” y 

7. Criterio de convergencia de Bolzano-Cauchy. — La fun- 


ción f (x) se llama convergente para x>é (o para x=), 
cuando tiene límite finito para x — £; se dice que es divergen- 


tea o (+ œ; — œ), cuando existe límite œ (+ œ: — 00), y 
se llama oscilante, cuando carece de límite. 
Cualquiera sea el significado de £ (£o, o, Zot, £o, + œ, — o, 


cfr. §§ 24-6 y 25-4, cambiando convenientemente la expresión 
“entorno reducido” fuera del primer caso), vale el siguiente 
criterio, llamado de CAUCHY, aunque es de BOLZANO: 


TEOR.: Condición necesaria y suficiente para que la fun- 
ción f (x) sea convergente cuando x — ¿£ es que, para cada nú- 
mero e > 0, se verifique en todo par de valores x', x” de un 
cierto entorno reducido de £ la acotación | f(x) — f(x”) | < e. 

La condición es necesaria, pues si existe el límite finito 3, 
todos los valores de f (x) en un cierto entorno de é, difieren 
de y en menos de :/2, y por lo tanto, dos cualesquiera de ellos 
difieren entre sí en menos de e. 

La condición es suficiente. Supongamos que se cumple la 
acotación del teorema, y consideremos un encaje de intervalos 
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Jy J2 ..., que determine ¿. En cada intervalo J,, la función 
está acotada, y por lo tanto, el conjunto de sus valores funcio- 
nales tiene un extremo superior M, y un extremo inferior m, 
($ 23-14). Evidentemente, la sucesión m, es creciente, y la M, 
es decreciente, pero además ambas son contiguas, pues en otro 
caso no podría cumplirse la acotación del teorema. Su elemen- 
to de separación es el límite de la función para x> £. 


8. Límites de oscilación. — Cuando existe el límite l de una 
función f (x) para x> é, esta función está sometida a la do- 
ble acotación: 


[24-20] l—e < f (x) <le 
para todo % de un entorno reducido de ¿. Una generalización 
inmediata se obtiene en forma análoga a lo que hicimos en 
$ 20-5 para sucesiones, desdoblando la condición [24-20] en 
dos, y conduce a definir los límites de oscilación o de indeter- 
minación. 

DEF.: Se dice que L es el límite superior de oscilación de 
f (x) (o simplemente límite superior) para x — ¿, si para ca- 
da número positivo e se verifica: 


f(x) <L +e en todo un entorno reducido de £. 


f (x) > L—e en algún punto de cadu entorno reducido 
de £. 


El número l se Ilama límite inferior de f (x) para > é 
si todos los valores de f (x) en un cierto entorno reducido de £ 
se conservan superiores a l—e, y en c«da entorno reducido 
de ¿ hay valores inferiores a l+ e. 


NOTACIÓN: l = lim f (x) = lim inf f (2), L= lim f (1) = 
= lim sup f (x). 


Los nombres están justificados por el hecho de que la función oscila 
dentro del intervalo (l— e; L + e) desde un entorno en adelante, pa- 
sando de la izquierda de l + e a la derecha de L — e por muy pequeño que 
se elija el número e£, en algún punto de todo entorno de £. 

El símbolo ¿ puede representar un número xo, o bien œ, o también 
Lo; Xo; — 00; +; casos en que los límites de oscilación se llaman 
laterales (cfr. $ 25-4). En cada caso habrá que reemplazar conveniente- 
mente la expresión “entorno reducido de £” (§ 24-6). 


T E f . 
EJEMPLOS: 1. La función y = sen e tiene en el punto 0 los límites 


l=—1, L=1, pues siempre es —1<y<1l. y en todo entorno hay 
valores y < —1 +e e y > 1—.e. 

2. La función de DIRICHLET ($ 23-3, ej. 4) tiene en todo punto 
l=0, L=1. 

De igual modo que se generalizan los límites ordinarios mediante los 
límites infinitos, se definen los límites infinitos de oscilación. Cuando la 
función no está acotada superiormente en la proximidad de £, es decir, 
en todo entorno de Ẹ toma f(x) valores positivos mayores que cualquier 
número, se conviene en decir que el límite superior para x—>¿£ es +0, 
y cuando en todo entorno de £ toma f(x) valores menores que cualquier 
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número negativo, se dice que el límite inferior es — %. La función puede 
lener infinito uno de los dos límites de oscilación, o serlo ambos. 


sá T . i 
EJEMPLOS; La función 1: sen E tiene en el punto œ = 0 los límites 


l =—% y L= + %. En cambio, para xv—> œ es L= L= œ límite ordi- 
nario. 

Con el mismo procedimiento seguido para sucesiones en el $ 20-b, se 
demuestra (hacerlo, sustituyendo los entornos del infinito del índice n 
por los entornos reducidos del punto considerado) que con la ampliación 
anterior, que incluye los límites infinitos: Para toda función definida en 
un intervalo, existen ambos límites de oscilación en cada punto de él (la- 
terales ($ 25-4) en los extremos). Esto no acontece con el límite ordina- 
rio, que no siempre existe; de ahí la importancia del concepto de límite 
de oscilación. 


De la definición anterior resulta: 


TEOR.: Condición necesaria y suficiente para que la fun- 
ción f (x) admita límite ordinario en el punto é, es que coinci- 
dan en él los dos límites de oscilación. 


9. Límite aritmético y límite funcional. — Puesto que la definición 
de límite f(x) para x-—>£ impone la condición de aproximación indefi- 
nida a todos los valores de un entorno, resulta que para toda sucesión 
Xn — £, los correspondientes valores convergen hacia el límite de f(x). 

La recíproca no es cierta; si la sucesión f(x,) tiene límite, no puede 
deducirse de ahí que lo tenga f(x), y puede acontecer que para otras 
sucesiones de valores de x, resulten límites distintos. Tal sucederá cuando 
sea 1< L en virtud del teorema siguiente: 

TEOR. 1: Se puede elegir de infinitos modos una sucesión de valores 
iy Ya Xay .».., E tal que lim f(x.) =L, cuando n>00; y, análoga- 
mente, otra sucesión de valores tal que lim f(x.)=1 cuando n>W, 

En la definición de límite superior (y análogamente en la de lí- 
mite inferior) figura la condición de que en todo entorno de £, haya in- 
finitos valores de f(x) comprendidos en el intervalo (L— e, DaN 


Luego, si tomamos sucesivamente los entornos de £ de amplitudes ô, ——, 
ô 


—, ..., y vamos eligiendo valores de x en cada uno, obtenemos una 
4 

sucesión Xı, Xe, Ya, ..., ny «+». “>£, tal que los valores correspondientes 

de f(x) convergen hacia L. Análogamente, si es ¿— œ, subsiste esta 

conclusión tomando una sucesión de entornos |x| > H, — œ. 

En cambio, el teorema siguiente permite pasar del límite aritmético 
al límite funcional: 

TEOR. 2: Si para cada sucesión x,—>¿ converge la correspondiente 
sucesión de valores funcionales f(x,), se verifica: todos los límites de es- 
tas sucesiones son iguales, y este valor es el límite de f(x) para x—>f. 

En primer lugar, si todas las sucesiones tienen límite, éste debe ser 
el mismo para todas; porque si fuese f(x.) >1 y f(x.) >! XL la su- 
cesión mixta 

f(x), f(x), o...) f(x), (Xha), . 


no tendria límite, contra lo supuesto. 
Siendo iguales todos los límites, por teorema 1 resulta 7? = L, y el 
teorema queda demostrado. 
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EJERCICIOS 


1. En la función f(x) = 5x, hallar $ tal que | f(x) —f(1)] < e para 
le—1|<8: a) para e 0,1; b) para e = 0,001. 

2. Probar que lim bx = 5 para x—> 1, e interpretar geométricamen- 
te la relación entre e y ô. 

3. Probar directamente, con la definición de límite: a) lim x=9; 


r—o3 
b) lim (x*—5x)=6.hallando un $ para cada e tal que 0< e< 1, 
2——] 
4. Probar que la expresión lim x? = 4,001 es falsa. 


2 


9 








a ; sen (1/x) 
5. ¿Existe u sana) 
6. Si un triángulo rectángulo tiene un ángulo infinitésimo, obtener 
elementos suyos infinitésimos. 
7. ¿Cómo deben ser los ángulos de un triángulo, para que sus tres 
lados sean infinitésimos: a) del mismo orden; b) equivalentes? 
8. Probar que 
ax” + bart + canto... b—ab' 
A > EIR 
siendo n(x) = O(x-2?) para x >0%, ¿Qué condición debe cumplirse para 
que sea n(x) del mismo orden que x-?2? Dar, en tal caso, una equivalencia 
potencial para n(x). 
9, Probar que si P(x) = aog” + aix- + ,,. + Gn, (070), es 
para x—>00; 
P(x+h) — Plx) — nhas xr; 
P(x + 2h) — 2P(x+h) + P(x) ~ n(n —1)h?a.x%". 





10. 
sim 204380 im (SE Ar — 2), mitet 
p n — a’ se 
o TMB o 
a xa x — a u>3 W —9 
li 2 — 2t — 8 . jm tŠ t 8u +4 
lin a Us Upiti ' 
n n 
12. a) lim [VI } z — V1—z]/x; b) lim =£=%2. 
0 za v — a 
2% —3 i =i 
13. lim Ae lim ; lim LE r 
0 v z—>l 0 —2x% + 1 0 T 


14. Dividiendo numerador y denominador por una potencia de v, cal- 
cular para x — œ los límites de: 
x — 1 20 + — 3 4x? — 1 
prl’ 3—2 tl’ aH 
15, Calcular, por simplificación, el límite para x > % de la expresión 
x? — 1 +l 
x +2 gz — 2" 
16. Límites para xv — + œ de: 
x sen x; x sg sen x; æ sg(sen x + cos x). 
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lim Va(Ve+a—Ve). 

TI +00 

18, Si R(x) es una función racional de x, probar que: 

lim R(x+%)/R(x)=1 para x> œ. 
19, Límites para x > + œ% y x>-—00 de: 
Í(2)=x" + a11>+... +4, 

20. Probar que lim sup [£f(x)— g(x)] < lim sup f(x) — lim inf g(x); 
lim sup f(x) + lim inf g(x) < lim sup [£(x) + g(x)] < lim sup f(x) + 
ı lim sup g(x). 





§ 25. NOCIÓN DE CONTINUIDAD. DISCONTINUIDADES 


1. Continuidad. — a) La mayor parte de las funciones que 
hemos considerado hasta ahora, y sus gráficas, exhiben una 
propiedad de la mayor importancia, que es la continuidad. In- 
tuitivamente, la continuidad de una función y = f (x) signi- 
fica que pequeños cambios en x ocasionan variaciones peque- 
ñas de y, y no, por ejemplo, un brusco salto de su valor; es 
decir, la gráfica que la representa “no se rompe”. 

Para formular estas consideraciones de un modo más pre- 
ciso, consideremos, por ejemplo, la función 

y = f (x) = + Vz. 
que representa un trozo de parábola, y observemos atentamen- 
te su comportamiento en la vecindad de un valor dado de gz; 
por ejemplo: x =4. Vemos que: 

1) Para x = 4 es f (x) = 2. 

2) Para x muy próximo a 4, Í (x).es muy próximo a 2; 
más precisamente, f (x) puede hacerse tan próximo a 2 como 
se quiera, con tal que x sea suficientemente próximo a 4, o, en 
otras palabras, para > 4: 

lim f (x) = 2 = f (4). 
Esto último se demuestra observando que por ser 
Vespa ESO EAN 
Va+ v4 Væ+2 
para todo e positivo (y menor que 2) es: 
| Væ—2] <e, siempre que |x—4] < 2e. 

En estas circunstancias diremos que f (x) es continua en 
x = 4, y en general, una función y = f (x) se llamará continua 
en z=a:; si: 

1°?) existe lim f (x) para z> a; y i 

2?) existe f (a) y es igual a dicho límite: 

[25-1] f (a) = lim f (x) para xt—>a, 
o sea: f (lim x) = lim f (2). 
Si una función es continua para todo valor de x de su cam- 
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po de existencia, se llamará simplemente continua. Tal Qa 
ocurre con la función y = + V z. 

Recordando la definición de límite funcional (§ 24-1), r 
sulta que la condición de continuidad en x = a equivale a est: 
otra: a cada entorno del valor f (a) corresponde un entorno 
(completo) del punto a, tal que los valores de f (x) quedan 
comprendidos en aquél. O, expresado esto mismo aritmética- 
mente: 

La función f (x) se dice continua en el punto a, cuando a 
todo valor positivo e corresponde otro número ô, tal que: 

f(x) — f (a)! < e 
para todos los valores de x que cumplan la condición |—a|<8. 

Esta condición, exenta de toda ambigiiedad, suele expresar- 
se así: El incremento A y = f (x) — f (a) de la función se 
hace arbitrariamente pequeño tomando suficientemente peque- 
ño el incremento A x=x—a de la variable. O sea: a un in- 
cremento infinitésimo de x corresponde un incremento infini- 
tésimo de y. De otro modo: Si Ax —=>0, también A y > 0. 

Éste es el significado claro de la imprecisa frase con que 
los autores clásicos expresaban la continuidad, diciendo que la 
función “varía por grados insensibles”, es decir, al variar muy 
poco la variable, varía poco la función. ¿Qué relación existe 
entre ambos incrementos? Este es uno de los problemas capi- 
tales del Cálculo diferencial, que pronto resolveremos ($ 30). 


b) La gráfica de una función continua carece de puntos 
aislados (nota II, b), puesto que en todo entorno de æ hay valo- 
res que difieren de f (x) tan poco como se quiera. En algunas 
de las funciones elementales que estudiaremos en el capítulo 
siguiente, todos los puntos de la gráfica pueden obtenerse de 
un solo trazo. Para funciones más complicadas, esto ya no es 
prácticamente posible; pero como sería difícil señalar límite 
para esta posibilidad, se ha convenido en adoptar esta defini- 
ción general: 


DEF.: Llamamos curva uniforme al conjunto de puntos re- 
presentados por una función uniforme y continua en un inter- 
valo finito o infinito. 


EJEMPLOS: 1. Una vez demostrada la continuidad en [— r, +r] de 
las dos funciones de la figura 62, que representan la semicircunferencia 
superior y la inferior, de radio r, cada una de elas quedará incluída en 
la categoría de curva uniforme; pero la circunferencia no es una curva 
uniforme. i 


2. Es curva uniforme la sinusoide, por ser continua la función sen x 
($ 28-6), pero la gráfica de tg% se compone de infinitas curvas. 


Nora 1. En el $ 29-2 daremos un concepto más general de curva 
plana. Lo que precede nos muestra que no se define, como antiguamente, 
la continuidad de la función mediante la imprecisa intuición de curva, 
sino que, por lo contrario, el concepto de curva se define mediante la 
noción clara y precisa de función continua. 
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Arco de curva uniforme es la parte de ésta que corresponde a un 
intervalo de la variable independiente x. 


Si en un punto x=a no se verifica [25-1], diremos que 
f (x) es discontinua, o tiene una discontinuidad en él. 





y= +Vr2— y? 


Fig. 62. 


Todas las funciones elementales ($ 27-4, nota 2) y sus com- 
puestas son continuas en todo punto en que tienen valor de- 
terminado; sus puntos de discontinuidad son aislados (no- 
ta 11, b), y solamente aquellos en que la función no está defi- 
nida. Sus gráficas se componen, pues, de arcos de curva. Esta 
propiedad general resultará más adelante (§ 27-2); pero po- 
demos utilizarla ya, para calcular el límite de una función ele- 
mental cualquiera para x — a, sustituyendo x por a. 


EJEMPLO 3. He aquí el cálculo de algunos límites: 
: x? +1 1+1 2 
"> Bo po y A 
Para x > 1, lim 275 95 3 
Para x> T, lim tgx = tg 7 = 0, 

NoTA 2. Demostrar directamente que una función es continua, es de- 
cir, verificar las condiciones de la definición, no es siempre fácil. Por 
otra parte, la continuidad es consecuencia ($ 30-8) de otra propiedad 
que estudiaremos en el Capítulo VIII: la derivabilidad, que aun siendo 
mucho más restrictiva, es fácil de establecer sistemáticamente para todas 
las funciones elementales y sus compuestas. 


2. Diversas clases de discontinuidades. — La afirmación 
[25-2] lim f (x) = l para z>a 
se refiere a los valores de f (x) cuando x toma valores cerca 
de a pero distintos de a. No es un enunciado acerca de f (a). 
Entonces, aun cuando exista el límite [25-2], f (a) puede no 
existir, o bien no coincidir con l; en este caso, a se llama dis- 
continuidad evitable. 

Cuando el límite [25-2] no existe [es decir, cuando no se 
cumple la condición 1°)], la discontinuidad se llama no evi- 
table o esencial. Éstas se clasifican en discontinuidades de pri- 
mera y de segunda especie. 


3. Discontinuidades evitables. Verdadero valor. — Hemos 
visto, en el ejemplo 2 del $ 24-1, que la función (1? +2x) :x 
está bien determinada, es decir: tiene un valor numérico para 
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todo valor de x, excepto para el x = 0, en el cual carece de sig- 
nificado, pues en Aritmética no tiene sentido el cociente 0 : 0, 
La función es igual a x + 2 para todo valor de x 40, y su grá- 
fica es una línea recta, excepto el punto en que corta al eje y. 
Parece natural, pues, completar la función, asignándole al va- 
lor x =0 el correspondiente y = 2. 

Regla general: si al sustituir xv =a en la función f (x) re- 
sulta una expresión aritmética que carece de valor numérico, 
completaremos la función, asignándole como valor, en el pun- 
to x =a, el límite a que tiende f (x) para > a; es decir, ya 
que f (a) carece de sentido, le asignamos el valor siguiente: 

f (a) = lim f (x) para x> a. 

Este número con el cual completamos la función en el punto 
x = a, suele llamarse verdadero valor de f (x) en dicho punto, 
la justificación de este nombre es la siguiente: si asignáramos 
a f (x) otro valor cualquiera distinto del lim f (x), resultaría 
una función discontinua; en cambio, adoptando como valor en 
æ = a este límite, logramos que la función completada' sea con- 
tinua en el punto x= a. Por esta razón, la discontinuidad de 
la función dada, en x= a, se llama evitable. 

Como la expresión “verdadero valor” podría prestarse a 
confusión, conviene tener presente que se tiene una función no 
definida en x = a, y que se busca su límite para x > au. Como 
las reglas de cálculo de límites son ineficaces en estos casos, es 
preciso recurrir a artificios especiales; uno de ellos es la su- 
presión de factores comunes. 

¿Por qué no está definida (1? +2x) :x para x =0? Por- 
que el reemplazo directo de x por 0 nos conduciría a la expre- 
sión carente de sentido 0/0. Por eso diremos que “la indeter- 
minación es de la forma 0/0”. 

Éste es el caso más importante, en que la función f (x) ca- 
rece de valor para x = a, es decir: cuando f (x) es un cociente 
f (2) =p (x) : y (x), cuyos dos términos, numerador y deno- 
minador, se anulan para x = 4. 

Cuando e (1) y y (1) son polinomios, ambos son divisibles 
(8 16-5, c) por el binomio x— a, y simplificando la fracción 
antes de tomar límites, mediante la supresión del factor co- 
mún x—a, si en la nueva fracción no se anulan numerador ni 
denominador, basta poner x =a y resulta el límite buscado. 


EJEMPLOS: 1. Hemos calculado: 
lim (%7? -+ 2x): x= lim (x + 2)= 2, para x> 0. 
2. Análogamente, resulta: 
e—1 _ æ — 1 < 1 
x—1i — (1) (peteti) petel" 
El límite del primer miembro para x —> 1 es igual al del último, y 
éste se calcula sustituyendo * por 1; así resulta 1/4. 
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Vemos, en estos ejemplos, que el límite de una función que 
adopta la forma 0/0 puede ser distinto, según cual sea la fun- 
ción que da origen a dicha forma; de ahí el nombre de expre- 
sion indeterminada. 

Puede ocurrir que exista el límite [25-2] y también f (a), 
pero que no sean iguales. En este caso, la discontinuidad tam- 
hién se llama evitable, pues se puede obtener una función con- 
linua sin más que modificar el valor de f (x) en el único pun- 
lo x=a. 


EJEMPLO 3. f(x) = [1-— x°], 
donde fu] indica ($ 23-3, ej. 3), el mayor entero que no supera a u,. Se 


tiene: 
f(0) = [1] = 1, 
pero si: 0<x*<1l, o bien: —1 <x <0, cs 0<1—.“<1, de donde 
f(x) = [lx] =0 “. lim f(x) =0 para x—>0. 
Para obtener una función continua en 2 =0 debemos modificar el 
valor en x = 0, reemplazando f(0)= 1 por 0. 


4. Límites laterales y discontinuidades de primera especie. 
— a) Otro ejemplo de función discontinua en ciertos puntos 
es E (x) o [x], parte entera de x ($ 23-3, ej. 3). Se tiene 
[3] = 3, pero no es cierto que para todo x muy próximo a 3 
sea [x] muy próximo a [3] = 3. [Ver fig. 42, en ş 23-3]. 

Si nos limitamos a los valores de E (x) para los x menores 
que 3, su límite existe y vale 2; lo llamaremos límite a la iz- 
quierda, y escribiremos: 

lim E (x) = E (3) = E (3—0) = 2, 
x => 3- 
cuidando que las notaciones E (3-) o E (8 — 0) no nos induz- 
can a creer que se trata del valor de la función en un punto. 

Si ahora nos acercamos por la derecha, es decir, por valores 
de x mayores que 3, el límite existe y vale 3. Lo llamaremos 
límite a la derecha: 

lim E(x) = E (3) = E (3+0) 
ao3* 

En general, podemos dar la siguiente definición para los 
límites laterales de una función de variable real f (x), al ten- 
der x hacia a (por la izquierda x>a", y por la derecha 
x > a+) 

Diremos que: 


lim f(x) =!; [lim f(x) =l], 
t> xa 
cuando para cada e > 0 existe un número 8&8 = 8 (e) > 0 tal que 
|f£ (2) —l | <e [lf (2) —1,| <e] 
para 
[25-83] a—ô<xr<a [a<x<a-y 3]. 


Estos límites se indican con las notaciones 
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f(a) =f(a—0) y fÍ(ar) =f (a +0). 

Por ejemplo: 

E (0—0) = —1, E(0+0) =0. 

Los intervalos abiertos [25-3] se llaman semientornos la- 
terales del punto a (a la izquierda y a la derecha, respectiva- 
mente). Con ellos puede adaptarse a este caso la definición 
topológica de límite ($ 24-6). (Hacerlo). 

Los límites para x > + œ y para 1>—o0 ($ 24-5) pue- 
den considerarse como límites laterales, por oposición al límite 
para > w. Correlativamente, llamaremos semientornos la- 


terales de œ a los conjuntos que en el § 24-6 llamamos entor- 
nos de + œ y de — o. 


b) La existencia de lim f (x) para x — a exige que existan 
el límite a la izquierda y el límite a la derecha, y que ambos 
sean iguales. Cuando ambos límites existen, pero son desigua- 
les, la discontinuidad se llama de primera especie. Ésta se di- 
ce finita cuando son finitos ambos, y se dice infinita cuando 
es infinito uno o los dos. En una discontinuidad de primera 
especie, llamaremos a la diferencia f (a + 0) — f (a — 0) sal- 
to de la función en el punto o. 


EJEMPLOS: 1. En la función y = E(x) son puntos de dicontinuidad 
de primera especie todos los de abscisa entera; el 
salto es 1. 


2. La figura 63 representa la función: 


2 


Si x —>0 por la derecha, la exponencial e”, 
cuyo exponente positivo crece infinitamente, crece 
también infinitamente, y la función tiende a — 1. 

Si x— 0 por la izquierda, la exponencial de 
exponente negativo tiende a 0, y la función tien- 
de a + 1. El salto es — 2, 

1 

3. La función y =e” (fig. 64) suministra 
un ejemplo de discontinuidad infinita de primera 
especie en el punto 0, porque, como acabamos de 

Fig. 63. decir, tiene a la derecha límite infinito y a la 
izquierda límite 0. La curva se aproxima al ori- 
gen; pero para x =Ó0, la función carece de valor numérico, 





EJERCICIOS: 1. Estudiar las discontinuidades de las funciones 
y =mantx ($ 23-3, ej. 3), e y=sgxw ($ 23-6, b). 
2. Representar la función f(x)=lim(1 + x*%")”* para n > 0, y estu- 
diar sus discontinuidades. 


Si ambos límites laterales son infinitos de igual signo: 
f (a—0) =f(a+0)=+uwo ó f (a— 0) = f (a +0) = — œ 
(ver fig. 60, en § 24-5), a se lama punto de infinito de f (x) 
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La discontinuidad resulta evitable cuando se admiten “valores 
infinitos” para la función. 


5. Continuidad lateral y continuidad en un intervalo. — Di- 
remos que la función f (x) es continua a la derecha (izquier- 
da) del punto a, cuando exista f (a + 0) = lim f (x) para 


y 





rig. 64 


xz —a* (ó f (a— 0) = lim f (x) para x>0), y este límite 
finito coincida con el valor f (a) que la función toma en dicho 
punto. 


EJEMPLO: La función E(x) “parte entera de x” es continua a la de- 
recha para todo valor de x. ¿En qué puntos es discontinua a la izquierda? 


Se dice que f (x) es continua en el intervalo [a,b], cuando 
lo es en cada uno de los puntos interiores y, además, es conti- 
nua a la derecha de a y a la izquierda de b. Si f (x) solamente 
es continua a la derecha de a (o izquierda de b), siéndolo, des- 
de luego, en los puntos interiores, se dice que es continua en 
el intervalo [a, b) o en el (a, b], respectivamente, y cuando am- 
bas condiciones dejen de cumplirse, y solamente sea continua 
f (x) en cada punto interior, diremos simplemente que f (x) 
es continua en el interior del intervalo [a, b], o que es continua 
en el intervalo abierto (a, b). 


EJEMPLO: La función f(x) = lim(1 + x"")” del ejercicio 2 del apar- 
tado anterior no es continua en el intervalo cerrado [— 1, + 1], pero es 
continua en todo punto interior del mismo. Esta función no es continua 
ni a izquierda ni a derecha en los puntos —1 y +1. 


6. Discontinuidades de segunda especie. — Se dice que la 
discontinuidad de f (x) en x = a es de segunda especie cuando 
no es evitable ni de primera especie, es decir, cuando uno por 
lo menos de los límites laterales f (a — 0), f (a + 0) no existe. 

La discontinuidad es finita cuando la función se conserva 
acotada, e infinita en caso contrario. 


T r 
EJEMPLOS: 1. La función y = sen E ya considerada ($ 24-1, ej. 3), 


tiene en el origen una discontinuidad finita de segunda especie, carecien- 
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do as límite por ambos lados, pues el seno oscila infinitas veces entre 
== y +1. 

2. La función: 1 

= TT 
f(x)= e° sen Pa 
tiene en el origen una discontinuidad no finita de segunda especie; pues 
por la derecha, la curva tiene infinitas ondas de alturas infinitamente 
crecientes, pues lim e'”*— + 0, En cambio, es lim e'*=0, y como el 
a > 0 ws > 07 
factor sen T/« se mantiene acotado, se tiene ($ 24-3, as) 
F(0)=1(0—0)=0 


7. Operaciones con las funciones continuas. — TEOR. 1. La 
suma de dos o más funciones continuas en un punto x = qa, es 
una función continua en x = a. 

Si f (x) y g (x) son continuas en x=a se tiene por la 
definición para >: 

lim f (x) = f (a): lim g (x) = g (a), 
y por consiguiente (§ 24-4,a) se tiene: 
lim [f (x) + g (x)] = lim f (x) + lim g (x) = f (a) + g (a), 
lo que equivale a la continuidad de f (x) + g (x) en x =a. 

Análogamente se demuestran los teoremas siguientes: 


TEOR. 2. El producto de dos o más funciones continuas en 
=q es una función continua en % = a. 


TEOR. 3. El cociente Eaa de dos funciones continuas en 
x=a es una función continua en x =a si g (a) #0. 
Evidentemente, los tres teoremas pueden enunciarse para 





Fig. 65. — Función racional y = 1/(x2— 1), discontinua 
en x= 1 y x = — l, raíces de 22 —1=—0, 


la continuidad en un intervalo o en todo el eje real. En el úl- 
timo habrá que suponer que g (x) no se anula en ningún punto 
del intervalo, o de todo el eje. 


Veamos cómo pueden aplicarse estos tres teoremas al estudio de la 
continuidad de las funciones racionales. 
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La función y =1f(%)= æ es continua para todo valor de x (es decir, 
siniplemente, continua), pues cualquiera sea a se tiene para r a: 
lim f(x) = lim x = a = f(a), y esto expresa justamente la continuidad 
on ¢ =4, 

Entonces, por el teorema 2, e in- Y 
ducción, cualquier potencia æ" cuyo 
vxponente sea un número natural, es 
una función continua, y lo es tam- 
bién toda función de la forma 
f(x)=ax". Como un polinomio cual- Xx 
quiera es una suma de funciones de aid EN 
4 ` . . Ir neion c = vr ' 
onte tipo, tendremos por teorema 1: continua pues 12 + 1=0 no tiene raíces 
l'odo polinomio es una función con- reales. 
tinua. 

_ Puesto que toda función racional ($ 28-7) puede expresarse como 
cociente P(x)/Q(x%) de dos polinomios, se tiene por el teorema 3 y el 
resultado anterior: Toda función racional es continua para los valores de 
x que no anulan el denominador Q(x) de la expresión P(x)/Q(x) de la 
función como cociente de polinomios. 

TEOR.: Toda función continua de una función continua de 
x es función continua de x. 

La demostración se basa en que la continuidad de una fun- 
ción equivale a la permutabilidad de su característica con el 


paso al límite ($ 25-1, a), y entonces: 

lim f [g (x)] = f [lim g (<z)] = f [g (lim x)] 
(pero debe observarse que el primer límite se toma para 
g (x) — lim g (x), y los otros dos, para x > a). 


EJERCICIOS 


1. Representar las funciones [x°]; [Væ]; V[z]; V æ— [æ]; [27x]; 
e indicar en qué puntos son discontinuas. 
2, Utilizando la continuidad de x°, a real (§ 27), calcular: 


: E + y l 8 

lim |= lim —— m. 
t>2 12t +5 t>1 (34+t) V3—t 
3. Comprobar que 


0 para x%0 
f(x) = lim ews = 
n-—>00 1 para x=0. 
La discontinuidad evitable de una función y(x) para æ= xə suponiendo 
existente y(x), se evita, sin modificar los demás valores funcionales, su- 
mando la expresión 
lim [lim y(æ) — y (20) ] e-"(2-z0)?, 
n—0  :>2, 
4. Diremos que una función f(x), con una discontinuidad de primera 
especie en xo, está normalizada (o es regular) en xo, si: 
f(x) = 3 [£(20)+ f(x0)] = 2(l +1). 
Probar que en tal caso, la discontinuidad de f(x) en xo se “evita” 
sumándole una de las expresiones: 


1 : 
= 2 DS l q 
a a Trea" 


o la semisuma de las anteriores, según que queramos conservar la l, ó 
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f(x) como límite en el punto xo. ¿Cómo se modifican. los demás valores 
funcionales? 
To + 4 


5. Límites laterales de f(x) = p g Para a > 3. 


6. Estudiar las discontinuidades en « =0, de las funciones 


ecotegx — 1 a œ |b, y | b 
EAS ee L cm = [2]. 5 h(x)= z|]. 


T. Representar y estudiar las discontinuidades de las ae carac- 

terística y mantisa de logaritmo decimal: 
f(x) = [lg x]; g(x) =lg x — [g z]; (x > 0). 

8. ¿Cuál es la naturaleza de la discontinuidad en «=0 de las fun- 
: . T y TT . seri (1/x) 
ciones [x] + [—x]; cosec 0; V 1/x; Y 1/x%; cosec (1/x); a) ? 

9. Poniendo p(x)= sen 7/x para x +40, p (0)= 0, probar que la función 
f(x) = x . p [p (x)] tiene infinitas discontinuidades de 2% especie en los 
puntos %s = 1/n, pero es continua en x = 0, que es punto de acumulación 
de aquéllas. (Ver también nota IV, ej. 1). 


10. R. BAIRE clasificó las funciones en la siguiente forma: la llamada 
“clase 0”, formada por las funciones continuas; la clase 1, formada por las 
funciones discontinuas que son límites de funciones continuas; la clase 2, 
formada por las que no siendo de clase 1 son límites de sucesiones de fun- 
ciones de clase 1, ete. Esto origina un proceso llamado trasfinito, por 


existir funciones de clase determinada y mayor que todo número natu- 
ral n. 


Todas las funciones definidas en este parágrafo son de primera clase, 
ton excepción de la función de DIRICHLET, que es de segunda clase. De- 
mostrar que no es de clase mayor. 


§ 26. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS EN UN 
INTERVALO CERRADO 


1. Conservación de signo en el entorno de un punto. — Si 
f (x) es continua y f (a) > 0, hay un entorno en el cual di- 
fiere de f (x) en menos de f(a), es decir, f (a) — f (x) < f(a); 
luego, f (x) > 0. Análogamente, si f (a) < 0, es f (x) < 0 en 
un entorno del punto a. 


COROLARIO: Si f(x) es continua en el punto a, y es f(a) > c, 
se conserva f (x) > c en todo un entorno de a; si es f(a) < c, 
se conserva f (x) < c. Basta, en efecto, observar que siendo 
f (a) —c>0 en el primer caso, debe ser f (x) —c>0 en 
un entorno; y análogamente en el otro caso. 


2. Ceros de las funciones continuas. — DEF.: Se llama cero 
de f (x) a todo valor de x en que ésta se anula. 


LA EXISTENCIA DE CEROS. — Si f (x) es continua en el in- 
tervalo [a,b], y en los extremos toma valores f(a) y f(b) 
de signos opuestos, se anula por lo menos en un punto interior 
(BOLZANO). 

Para nuestra intuición geométrica, el teorema es trivial, 
pues expresa simplemente que una curva que comienza debajo 
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del eje x y termina encima de él, o recíprocamente, debe cor- 
tarlo. La demostración se obtiene fácilmente con el proceso 
constructivo de encaje de intervalos: 

Sea, por ejemplo, í (a) < 0 y £ (b) > 0. Dividiendo [a, b] 
cn 2 partes iguales, si no se anula en el punto de división sea 
|a bı] el intervalo parcial en cuyos extremos cambia de sig- 
no, es decir, f (aa) < 0, f (bı) > 0; subdividido [a;,, b,] en 
2 partes iguales, sea [az, b2] el intervalo en el que £(a2) < 0, 
f (b2) > 0, etc. Así siguiendo, o se llega a un punto de subdi- 
visión en el que se anula f (x), o se obtiene un par de suce- 
siones indefinidas monótonas que definen un número é: 

A A A O b 
puesto que cumplen la condición de contigúidad: 

ba — An = (b — a) : 2? Q. 

En el punto ¿es f (£) = 0, en virtud del § 26-1, puesto que 
en todo entorno, por pequeño que sea, toma valores de signos 
opuestos. 


3. Resolución de ecuaciones. — Los ceros de la función f (x) 
suelen llamarse raíces de la ecuación f (x) = 0. Resolver la 
ecuación es calcular sus raíces. 

El mismo proceso de demostración anterior se utiliza en la 
práctica para resolver las ecuaciones, esto es, para calcular 
los ceros de las funciones. 

En las subdivisiones su- Y 
cesivas suelen tomarse 10 
partes iguales, y de este mo- 
do, la obtención de cada nue- 
vo intervalo [a,, b,] que com- 
prende la raíz buscada, de- 
termina una cifra decimal de 
ésta. 






EJEMPLO: Hallar la menor 
raíz positiva de la ecuación tg x = 
= x que se presenta en Física. 

El simple examen de la grá- Fig. 67. 
fica (fig. 67), permite reconocer 
que hay un cero en cada uno de los cuadrantes 39, 5%, 7%, pues la recta 
bisectriz y =xw corta en un punto a cada una de las ramas. 

Para calcular la menor raíz positiva de la ecuación tg x — «æ= 0, ob- 
servamos en las tablas de tangentes naturales los valores siguientes: 

te (180 4 77% = 4,33, x= -+1,34 4,48, f(x) signo — 
te (180 4 78%) = 4,70, x=7-+1,36= 4,50, f(x) signo + 
considerando entre ambos arcos intervalos de 10', se acota el cero bus- 
cado entre 257" 20” y 257" 30”, y después se llega a 
257 27" 4,493 ... 


4. La propiedad D de las funciones continuas. — Como co- 
rolario del $ 26-2, resulta: Si f(x) es continua en el intervalo 
[a,b] y y es un valor comprendido entre f(a) y f(b), toma 


TL T 21 5N 
a E 20 
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f(x) cl valor y por lo menos una vez dentro del intervalo 
[a,b]. 

Porque la función f (1) — y es continua en [a, b], y en sus 
extremos, a, b, toma valores de signos contrarios; luego, por 
lo menos en un punto é del intervalo, es f (¿) — y = 0, o sea 
T(d=0" 


NOTA: Suele enunciarse también esta propiedad diciendo que una fun- 
ción continua pasa de un valor a otro alcanzando todos los intermedios. 
Pero una función puede tener esta propiedad sin ser continua. Por ejem- 
plo, en el intervalo [—1, + 1] está definida la función senT7/x; en él 
toma todos los valores comprendidos entre 1 y — 1, infinitas veces cada 
uno, y pasa de un valor a otro cualquiera tomando todos los intermedios; 
sin embargo, es discontinua en el punto =0. Por lo tanto, no puede 
tomarse tal propiedad como definición de la continuidad. 

Esta propiedad de tomar todos los valores intermedios entre cada dos 
de sus valores, se llama propiedad D. DARBOUX y LEBESGUE han dado 
ejemplos de funciones discontinuas en todo intervalo por pequeño que sea, 
y que sin embargo tienen en cada uno la propiedad D. Ver CARATHÉODORY 
(citado en Cap. IX, nota VITI, 3), pág. 228, o SAGASTUME BERRA (citado 
en Cap. IX. nota VHI, 2), pág. 64. 

Tampoco basta con que f(x) tenga en [a,b] la propiedad D y tome 
cada valor una sola vez para que sea continua, como lo enseña el ejemplo 
de la función: 


=0 para x=0 
f(x) = = 1 —g 5 0<x<1 
=1 5 w=1. 


Para funciones monótonas, -la propiedad D equivale a la continuidad. 
(Pruébese). 


5. Máximos y mínimos de funciones continuas. — TEOR. de 
BOLZANO-WEIERSTRASS. — Entre los valores de una función 
f (x) continua en un intervalo ccrrado [a,b] hay un valor má- 
ximo absoluto M no superado por ningún otro: y un mínimo 
absoluto m, que no supera a ningún otro f (x). 

Esta propiedad de las funciones continuas no la tienen to- 
das las funciones. Así, por ejemplo: la función y = 1/x no es 
continua eu todo el intervalo [0,1], puesto que deja de serlo en 
el extremo x = 0; y no tiene valor máximo en (0,1), sino que, 
por lo contrario, llega a exceder a cualquier número, por gran- 
de que sea, tomando x suficientemente pequeño. 

También la función f (x) = x muestra que para la validez 
del teorema es necesario que el intervalo sea cerrado. En todo 
intervalo abierto («, D), esta función es continua (por serlo 
para todo x), pero no alcanza su extremo superior b. En otras 
palabras: la función no tiene máximo (5 23-14) en (a,b). 


Dem. del teorema de BOLZANO-WEIERSTRASS: Probemos, primero, que 
si f(x) es continua en [a,b], está acotada en [a,b], es decir, es acotado 
($ 23-14) el conjunto de sus valores. Supongamos, por absurdo, que no 
fuera así; dividiendo [a,b] en dos intervalos iguales, f(x) no sería aco- 
tada en uno por lo menos de ellos, que elegiremos comenzando por la iz- 
quierda. Reiterando indefinidamente este proceso, se construye una suce- 
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aión de intervalos encajados (§ 7-4) que define un número real . Todo 
entorno de £ contiene un intervalo [a.,, b,] del encaje, donde f(x) no está 
acotada, y entonces, f(x) no es continua en x = £$, contra la hipótesis. 

Por § 23-14, f(x) tiene en [a,b] un extremo superior M, que vere- 
mos se alcanza en un punto *=xo. Pues de lo contrario, la función 
«(x)= [£(x)—M]”, no acotada en [a,b] por tomar f(x) —M valores 
nrbitrariamente pequeños, sería (por $ 25-7, teor. 3) continua en [a, bl, 
lo que no es posible. 


NOTA: Insistamos en que no basta la continuidad en el interior de 
[a,b] para la validez de los teoremas anteriores; es indispensable tam- 
bién la continuidad (lateral) en los extremos. 

Esto nos lleva a preguntar qué acontecerá en las funciones disconti- 
nuas. Un caso excepcionalmente importante, es el tratado en nota V. 


6. Continuidad uniforme. Teorema de Heine-Cantor. — Pa- 
ra captar la esencia de este importante concepto, nada mejor 
que un ejemplo. La función y = 1/x es continua en todo punto 
distinto de 0, como se ve formando el incremento: 

1 1 —h  ' 
x+h x (+ h) zx 
llamando y, a la ordenada correspondiente al punto x>+h 
(fig. 68). 

Si se elige, por 
ejemplo, x=4, y= Y, 
para lograr que sea 
[ay] < 0,1 bastará, 
evidentemente, tomar 
[h| < 1; pero esta 
amplitud resulta ya 
excesiva en el punto 
x = 1, pues en él es 
y = 1, mientras y to- 
ma en el entorno de Fig. 68. 
radio 1 valores arbi- 
trariamente grandes. Es claro que se logra hacer Ay menor que 
0,1, tanto en el punto 4 como en el 1, tomando | h| < 0,09; pero 
también esta amplitud resulta excesiva para todos los puntos 
comprendidos entre 0 y 0,1, pues en entorno de tal amplitud 
hay valores y arbitrariamente grandes. 


DEF.: La continuidad de f (x) se dice uniforme en un in- 
tervalo, si para cada e > 0 existe otro número positivo 8, tal 
que | f (x') —f (x2”) | < e para todo par de puntos z’, x” que 
distan menos de 3. (HEINE.) 

Resulta, pues, que la continuidad de 1/x no es uniforme en 
ningún intervalo (0, a), porque aunque en un cierto entorno 
de cada punto los valores de f (x) difieren del que toma en 
él en menos de e, y por lo tanto difieren entre sí en menos de 
2 «, como hay infinitos de tales intervalos, y los hay arbitra- 
riamente pequeños, no es posible elegir una amplitud mínima, 
válida para todo punto z. 
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Tal cosa no puede ocurrir con una función continua en un 
intervalo cerrado en virtud del teorema siguiente: 


TEOR. DE HEINE-CANTOR: La continuidad en todo intervalo 
cerrado es uniforme. Es decir, para cada e > 0 existe un 3 >0 
tal que: 

If (x) — f (2°) |< e si: |x — z" | <8. 

Porque sí existiera un e >0 tal que para pares x', x” arbitraria- 
mente próximos fuese |Ay|> e, habría, como probaremos, algún punto 
de discontinuidad en el intervalo [a,b]. En efecto. dividido [a,b] en dos 
intervalos iguales por el punto medio c, habrá uno por lo menos [a,, b,] 
que contendrá tales pares, ya que todos ellos po pueden estar separados 
por c, por ser f(x) continua en él. Bisecado (a,.b,], sea [aa b2] el inter- 
valo parcial que contiene tales pares; siguiendo así, queda determinado 
un número £, tal que en todo entorno suyo existen intervalos [an, b,], y 
por lo tanto, pares de puntos donde f(x) difiere en más de e; luego, el 
punto £ es de discontinuidad. Tal punto puede eoinceidir con el extremo a, 
o con el b, o ser interior al intervalo. e. q. d, 

En la nota III puede verse otra demostración de este teorema, basada 
en un importante lema de BOREL. 


EJERCICIOS 


, f x para x racional, 
1. Probar que la función f(x) = a 
| l1 —x para xv iracional, 


toma en [0;1] todo valor de [0; 1] sólo una vez, pero es discontinua para 
todo x, salvo æ = į. Permutando los valores en «=0, x=, es decir: 
£(0) =3, £(4) =0, se tendrá una función que toma todos los valores una 
sola vez y es discontinua en todo punto. 


2. La función y =1/x es continua en el intervalo (0;1], y sin embar- 
go carece de máximo, pues toma valores infinitamente grandes. Explicar 
esta aparente contradicción con el teorema de BOLZANO-WEIERSTRASS. 


3. A cada valor racional æ = p/q (fracción irreducible) del intervalo 





[0,1] le asignamos como correspondiente el valor y = . A cada va 


P? 
o ao 
lor irracional le asignamos el valor 0. Esta función es, evidentemente, 
acotada. ¿Tiene máximo? ¿Es continua? 


4. Probar que la función sen (7/x), continua en (0;1), no es unifor- 
memente continua en dicho intervalo abierto. 


5. Para la función f(x)= Vx, continua en ”0;1], hallar un número 
8 > 0 tal, que en cualquier intervalo de longitud < $ contenido en [0; 1] 
sea la oscilación < 1/1 000. 


6. Probar que si f(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b], en- 
tonces para cada e > 0 existe una función p (æ), cuya gráfica es una que- 
brada inscrita en la gráfica de f(x), y tal que | f(x) —9 (x%) | < e para 
todo x* de [a, b]. 


7. Probar que toda función poligonal (es decir, aquella cuya gráfica 
es una quebrada) puede expresarse .en la forma ọ (x) = a + bx + 
+ 20] x—o,|, siendo x, las.abscisas de los vértices intermedios, o bien 
2d,|x—«x,.] con todos los vértices. Expresar así la poligonal de vérti. 
ces (0;0), (1;4), (3; 0). 

8. Definamos la continuidad en un punto y en un intervalo, tomando 
en consideración los valores de f(x) para valores racionales de x= sola- 
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mente. Probar con la función definida para todo x racional de [0; 21, 


mediante f(x) = (x — V 2)”, que dada una función continua en el campo 
racional en un intervalo [a,b], no siempre existe una función F (x) con- 
tinua en el campo real en [a,b] y que coincida con f(x*) para x racional. 
9. ¿En qué condiciones es posible tal prolongación de la función del 
campo racional al campo real, conservando la continuidad? 
10. Una función f(x) se llama absolutamente continua en [a,b] si 
para cada e > 0 existe $ > 0, tal que: 
n 
(*) 2 |f(x1+h)—f(x1) |<+ 
t=1 
para todo conjunto finito de subintervalos [x,, x1 + hi] de [a,b] sin pun- 
tos interiores comunes (no rampantes) tal que 2h,< $. 
Probar que en esta definición, la desigualdad (*) puede reemplazar- 


se por: 
| E fa +hi) —f(0) |<e. 


11. Probar que toda función absolutamente continua en [a,b] es tam- 
bién uniformemente continua en [a, b]. 


12. Probar que la suma, diferencia y. producto de dos funciones abso- 
lutamente continuas en [a,b] son absolutamente continuas en [a,b]. 


13. Probar que y =f(%) = Vx y x=g(t) =t l cos (7/t) | con g(0) 
= 0, son absolutamente continuas en [0;1], mientras que la función ab- 
solutamente continua de función absolutamente continua y = f[g(t)] = 
= tv |(cos7/t)| con y(0)=0, no es absolutamente continua en [0; 1], 
aunque sí continua (uniformemente). 


14, Probar que si f(x) y g(t) son absolutamente continuas, y g(t) es 
monótona, entonces la función de función f[g(t)] es absolutamente con- 
tinua. 


NOTAS AL CAPÍTULO VI 


I. Nota histórica sobre la continuidad. — El teorema sobre existencia 
de extremos de las variables acotadas ($ 26-5), generalmente atribuído a 
WEIERSTRASS, así como el criterio general de convergencia que suele lla- 
marse de CAUCHY, son de BOLZANO (1817), con motivo de su demostra- 
ción de existencia de ceros. BERNARDO BOLZANO (1781-1848) fué uno de 
los primeros que introdujeron el concepto moderno del rigor en las demos- 
traciones del Análisis. En su trabajo titulado Paradoxien des Unendlichen, 
publicado en 1850, se reconoce por primera vez que muchos enunciados 
aparentemente obvios sobre funciones continuas, pueden y deben demos- 
trarse. Un ejemplo característico es su teorema sobre existencia de ceros 
($ 26-2). Aun en épocas más recientes, muchos autores han tomado como 
condición equivalente a la continuidad de f(x) (o bien como definición 
de la misma), el que no pase de un valor a otro sin tomar todos los in- 
termedios, lo que como vimos ($ 26-4) es falso. 

La idea de fundamentar el Análisis sobre base aritmética se des- 
arrolla a comienzos del siglo XIX, sobre todo por obra de A. L. CAUCHY 
(1789-1857), para dotar de rigor lógico a la magnífica obra del siglo 
XVIIL, en que los conceptos del Análisis se manejaban sobre la base de 
una intuición del resultado correcto, y no estaban siempre libres de aso- 
ciaciones místicas (particularmente los “infinitamente pequeños”). 

La notación f(a + 0) para el límite a la derecha, es de DIRICHLET, 
y su origen es la notación de NEWTON para los infinitésimos, que desig- 
naba por o. 

Según Dini-LUROTH (1840), clasificó HEINB la continuidad de f(x) 
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en un intervalo en uniforme y no uniforme (CRELLE, 71, 1872, p. 361), y 
CANTOR logró demostrar la equivalencia de ambos conceptos ($ 26-6). 


IT. Conjuntos lineales. — a) Clasificación de los puntos de la recta 
sostén. — Consideremos un conjunto M, lineal, es decir, formado por pun- 
tos de una recta, Dado un punto a de esta recta, se presenta uno, y sólo 
uno, de estos casos: 

1% Existe un entorno de a formado por puntos de M (incluso el a). 
En este caso, diremos que a es interior a M. 

2° Existe un entorno de a que no contiene ningún punto de M (no 
perteneciendo tampoco a a M). En este caso, diremos que a es exterior 
a M. [Es inmediato ver que estos puntos son los interiores del comple- 
mento CM (Cap. lI, nota 1)]. 

3% Todo entorno de a contiene puntos de M y de CM. En este caso 
diremos que a-es un punto frontera de M. 

En un intervalo abierto (a,b), son interiores todos sus puntos. No 
así en un intervalo cerrado. En ambos casos, los puntos frontera son los 
extremos, y los puntos exteriores los restantes puntos de la recta. 


b) Puntos de acumulación. — Se dice que a es un punto de acumu- 
lación del conjunto M si en todo entorno de a hay puntos de M dife- 
rentes de a (demuéstrese que entonces hay infinitos). Un punto de acu- 
mulación puede pertenecer o no al conjunto (ej.: los extremos de un in- 
tervalo cerrado, o abierto). Todo punto de M que no sea de acumulación 
se llama aislado; por ejemplo, son aislados todos los puntos de un con- 
junto finito. 

Demuéstrese, como ejercicio, la propiedad siguiente: 

Si a es punto de acumulación del conjunto M, se pueden formar con 
elementos de M infinitas sucesiones indefinidas: Gr, Qs, ..., Un, ... que 
tienen a a como punto limite, 


TEOR. de BOLZANO-WEIERSTRASS: Todo conjunto acotado de infinitos 
puntos admite por lo menos un punto de acumulación. 

Este teorema, casi trivial desde el punto de vista intuitivo, es de gran 
importancia en la fundamentación del Análisis. Lo demostraremos por el 
método constructivo de la dicotomía, que ya hemos usado. 

Sea H una cota inferior y K una cota superior del conjunto. Divida- 
mos el intervalo [H, K] en dos intervalos iguales. Uno de ellos, por lo me- 
nos, contendrá infinitos puntos del conjunto; si ello ocurre con ambos, 
tomemos el de la izquierda, prosiguiendo con él la división, y así indefi- 
nidamente se determina, por el principio de encaje de intervalos, un nú- 
mero l. En todo entorno de l hay un intervalo de los anteriores y, por 
consiguiente, infinitos puntos del conjunto. El punto l es entonces de 
acumulación, 

Si el conjunto no es acotado, uno de los puntos, + %, —0, es de 
acumulación. Por lo tanto, todo conjunto de infinitos puntos admite por 
lo menos un punto de acumulación, finito o infinito. 


c) Límites de oscilación. — El conjunto de los puntos de acumula- 
ción de M se llama conjunto derivado de M; lo indicaremos con M’. El 
número l hallado en la demostración anterior es el menor de los puntos 
de acumulación, es decir: el extremo inferior accesible, o mínimo ($ 23-14), 
del conjunto derivado. Análogamente se prueba que M’ tiene máximo, es 
decir: extremo superior accesible L. Los números l y L se laman limites 
de oscilación (inferior y superior) del conjunto acotado M. 

Llamando e y E a los extremos (accesibles o no) del conjunto aco- 
tado M, se tiene: 

e sSI<L<SE, 

EJEMPLO: En el conjunto formado por los puntos (— 1)” + 1/n (n 

número natural) se tiene: 
e=—,1 (inaccesible), l=—1, L=1,E= 3/2 (accesible). 
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Los límites de oscilación de la sucesión an =(—1)" + 1/n son tam- 
bión — 1 y 1, pero no siempre hay coincidencia, y se trata de conceptos 
diferentes, como muestra la sucesión an =(— 1)”, donde para n — œ 
lim sup an =1, lim inf a, =— 1, pero el conjunto formado por los ele- 
mentos distintos de la sucesión es finito, y no tiene, por lo tanto, puntos 
de acumulación ($ 20-5). 

Cuando l= L, éste es el único punto de acumulación, y se llama 
punto límite del conjunto. 

d) Conjuntos densos, cerrados y perfectos. — Puede ocurrir que en- 
tre un conjunto M y su derivado M’ valga una de las relaciones siguientes: 
M(£)M' M(2)M', M=M'. 

En el primer caso, todo punto de M es de acumulación; el conjunto 
está caracterizado por no tener puntos aislados, y se llama denso en sí. 
Ejemplo: el conjunto de los números racionales, cuyo derivado es el de 
los números reales. 

En el segundo caso, todo punto de acumulación pertenece al conjunto; 
el conjunto se llama cerrado. Ejemplo: todo intervalo cerrado. El con- 
junto M - M’ (Cap. I, nota I), que se obtiene agregando a M todos sus 
puntos de acumulación, es el menor conjunto cerrado que contiene a M; 


se llama clausura de M, y se suele indicar M. 


En el tercer caso, el conjunto es a la vez cerrado y denso en sí; se 
lama perfecto. Ejemplo: todo intervalo cerrado. 


III. El lema de Borel y sus aplicaciones. — He aquí una sencilla pro- 
piedad de los intervalos cerrados, que no vale para los no cerrados, y que 
por efectuar el tránsito de lo infinito a lo finito, es muy útil en Análisis. 

Si a cada punto de un intervalo cerrado [a,b] se hace corresponder 
un entorno del mismo, hay un número finito de éstos, tales que cada punto 
del intervalo tiene alguno de ellos como entorno. (BOREL). 

Supongamos, por el absurdo, que para todo conjunto finito de tales 
entornos e haya puntos x no eubrertos; bisecado [a, b], en alguna de sus 
mitades [a bı] habrá de tales puntos, si ello acontece en ambas, tome- 
mos la de la izquierda; bisecada ésta, en alguna de sus dos partes, que 
llamaremos [az, b2], acontecerá lo mismo; etc. Formamos así una sucesión 
de intervalos encajados ($ 7-4), que determina un punto $, contenido en 
todos estos intervalos, el cual, por la hipótesis, es interior a uno de los 
entornos e; y éste es también entorno de todos los puntos de los [a,, b,] 
que desde un n en adelante son interiores a él. Habíamos supuesto que no 
podían cubrirse con ningún número finito de entornos e y resultan eubier- 
tos con un e; contradicción que prueba la imposibilidad de tal supuesto. 


. EJERCICIO: Asígnese a cada x de (0,1] el entorno (àx, 2) y véase 
que no es posible cubrir todo ese intervalo (0,1], con un número finito 
de tales entornos, 

Vemos, así, cuán esencial es que el intervalo sea cerrado. 

La posibilidad de reemplazar un conjunto de infinitos intervalos por 
an número finito de ellos, permite demostrar muy rápidamente los teore- 
mas sobre funciones continuas del § 26. (Véase: REY PASTOR, Teoría de 
las funciones reales, edición 1925, pág. 91). Lo haremos solamente para 
el feoremà de HEINE-CANTOR (§ 26-6): 

Sea f(x) continua en [a,b]. Dado £> 0, para cada punto x. hay un 
entorno i x —&zo! < 8(e,%u), tal que en la intersección de él con [a,b] 
es: | f (x)—f(x.)j < £. Por el lema de BOREL se puede cubrir [a,b] con un 
número finito de estos entornos. Si ô es el mínimo de las amplitudes de 
estos últimos, dos puntos x’, x” que disten menos de ê deben estar en un 
mismo entorno, en cuyo caso los valores de f(x) difieren en menos de 
2e; o bien en dos entornos con un punto ¿ común, en cuyo caso: 
|[£(0)—1f(2)] < |£(2)—1(8)] + 1£(£)—1f(x0")] < 2e + 2e = 48 
lo que prueba que la continuidad es uniforme en [a,b]. 
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IV. Discontinuidades puntuales y totales. — Las funciones disconti- 
nuas más sencillas son aquellas que sólo tienen discontinuidades aisladas, 
es decir (nota II), hay un entorno de cada punto de discontinuidad en el 
cual es continua la función, salvo en ese punto. Tales son todas las fun- 
ciones que hemos citado, excepto la de DIRICHLET (§ 23-3, ej. 4), que es 
discontinua en todo punto. He aquí otro tipo intermedio: 


EJEMPLO 1. Pongamos y=0 para «œ irracional, e y=1/q para 
æ = p/q [fracción irreducible en el intervalo (0,1)]. Fijado un número 
natural, por ejemplo, 1 000, hay un número finito de fracciones cuyo de- 
nominador es menor que 1000, y si 3 es la distancia mínima al número 
irracional xo, todos los números racionales que distan menos de Yo tienen 
denominador mayor que 1000, y por lo tanto, la función es menor que 
0,001 en el entorno de semiamplitud ¿. He aquí, por lo tanto, una fun- 
ción continua en los puntos irracionales y, evidentemente, discontinua en 
los racionales, mientras que la de DIRICHLET es discontinua en todo punto. 


DEF.: Se llaman totalmente discontinuas en un intervalo, las funcio- 
nes que son discontinuas en todos sus puntos; puntualmente discontinuas. 
las que sin ser continuas en todo el intervalo, en todo intervalo parcial 
tienen algún punto de continuidad. 
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Fig. 69. 


EJEMPLOS: 2. La función de DIRICHLET es totalmente discontinua; 
la función del ejemplo anterior es puntualmente discontinua; también lo 
son las que solamente tienen discontinuidades aisladas. 

3. La función (fig. 69): 


l =1:E (1/x) para 230 
f(x) = 


=0 » x=0 
tiene solamente discontinuidades aisladas. El origen es punto de acumu- 
lación (nota II) de discontinuidades, pero no es una discontinuidad. 


V. Funciones semicontinuas. — Repasando la demostración del teo- 
rema de BOLZANO-WEIERSTRASs ($ 26-5) se observa que de las dos acota- 
ciones que caracterizan la continuidad en el punto w, o sea: que en un 
cierto entorno de xo se verifique: 

f (xo) — e < f(x) < f (xo) + £, 
solamente la segunda ha sido utilizada para demostrar la existencia de 
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un máximo de f(x); y es en cambio la primera la que interviene en la 
demostración de existencia del mínimo. 

Esta observación indujo a BAIRE a estudiar separadamente las fun- 
ciones que solamente satisfacen a una u otra acotación. 

Si solamente se exige la acotación superior, es decir, si dado € > 0 
existe un entorno de xo, donde: 

f(x) < f(x) + e, 
in función se llama semicontinua superiormente en %o; y si se verifica 
in acotación inferior, la función se dice semicontinua inferiormente; unas 
y Otras se llaman semicontinuas. 

La continuidad en xo significa, por lo tanto, continuidad superior e 
inferior, 

Por ejemplo: La función de DIRICHLET es continua superiormente en 
los puntos racionales, y lo es inferiormente en los irracionales. 

Con esta nomenclatura, el teorema de BOLZANO-WEIERSTRASS se des- 
dobla en estos dos: 

Toda función semicontinua superiormente en un intervalo alcanza en 
él un valor máximo absoluto; toda función semicontinua inferiormente, 
alcanza un mínimo absoluto. 

De las definiciones de semicontinuidad resulta inmediatamente: 


a) Si f(x) es semicontinua superiormente, su opuesta — f(x) lo 
es inferiormente, y viceversa. 

b) La suma de funciones semicontinuas superiormente (inferiormen- 
te) lo es también. 


c) La diferencia entre dos funciones semicontinuas de sentido opues- 
to, es semicontinua del mismo sentido que el minuendo. 

Estas propiedades pueden referirse a un punto fijo o a todos los 
puntos de un intervalo. 

En Cap. XV, nota II, usaremos el concepto de semicontinuidad en la 
siguiente forma, equivalente a la anterior como es fácil demostrar (há- 
gase): f(x) es semicontinua superiormente (inferiormente) en xo si para 
toda sucesión £a —> xo se verifica: 


f(x) > lim sup f(x), [f(x) < lim inf f(xa)]. 


VI. Bibliografía. — 1. A fines del siglo XVvIn, escrita bajo la inspira- 
ción de las ideas de J. LAGRANGE, y abarcando todos los resultados enton- 
ces conocidos del cálculo infinitesimal, aparece: 

S. F. LACROIX: Traité du calcul différentiel et du calcul intégral 
(París, 1797; edic. elemental, Courcier, París, 1806), que según indica 
F. KLEIN (en libro citado en el Cap. I, nota IV-12) tiene señalada impor- 
tancia histórica como manantial de muchas obras de cálculo infinitesimal 
que se publicaron en el siglo XIX. 

Sin embargo, la primera exposición sistemática de las funciones rea- 
les, que representa el primer esfuerzo serio de depuración de los concep- 
tos básicos del análisis matemático y el comienzo del proceso de su “arit- 
metización”, está en: 

A. L. CAUCHY: Cours d'analyse de U'École Polytechnique. (París, 
1821; Oeuvres, Sér. II, t. III, Gauthier-Villars, París, 1897). 

Merece indicarse que con este curso comienza la gran tradición di- 
dáctica de la Escuela Politécnica de París, dedicada a la preparación de 
los futuros oficiales e ingenieros del Estado francés, prueba de la envi- 
diable base científica en que se apoyan sus estudios. Así también marcó 
época, por su contenido, el curso de la misma escuela de C. JORDAN, en 
ediciones que van de 1885 a 1913, y modernamente han mantenido la tra- 
dición los grandes cursos de J. HADAMARD (1930) y P. Levy (1931). 

Las lecciones de K. WEIERSTRASS, impartidas desde 1860 (no publica- 
das hasta 1886), contienen la primera exposición rigurosa, pues hace el 
estudio aritmético de las variables independientes, que falta en CAUCHY. 
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Siguieron los cursos de C. MÉRAY (1872), R. LiPscHiTz (1877), U. DIN1 
(1878), P. Du Bois REYMOND (1882); mientras que las obras contempo- 
ráneas francesas de C. STURM (1850), J. BERTRAND (1864-70), J. A. SE- 
RRET (1868), C. HERMITE (1873), J. Hom (1878-81) y P. M. H. LAVU- 
RENT (1885-91), que siguen el modelo de CAUCHY, son poco rigurosas. 
Después del olvidado precursor MÉRAY, las primeras obras francesas que 
introducen la teoría aritmética del número real y consiguiente estudio de 
las variables ındependientes, son la citada de JORDAN (1885) y la de J. 
TANNERY (1886). 

Un progreso en la vía del rigor significa el Cálculo, de A. GENOCCHI- 
G. PEANO (1884), y el Análisis infinitesimal, de G. PEANO (1893), así 
como el Manual de Ejercicios críticos, de E. PascaL (1895); en alemán 
es fundamental el riguroso tratado de O. STOLZ (1893). 

Las fechas anteriores se refieren a la primera edición de cada obra. 

Obra que en la Argentina merece citarse, es la de: 

L. GÓMBZ DE TERÁN: Lecciones de cálculo infinitesimal, dictadas en 
la Escuela Nacional de Ingenieros de San Juan (Libr. Ch. Bouret, París- 
México, 1890), pues el autor, inspirado en los mejores tratadistas france- 
ses de la época, tales como J., M. C. DUHAMEL, C. STURM, J. A. SERRET, etc, 
realiza una exposición depurada de disquisiciones seudofilosóficas, tan en 
boga entonces, sobre la noción de función, diferenciación, desarrollo en 
serie, cálculo integral, aplicaciones geométricas y ecuaciones diferenciales 
hasta nociones de cálculo de variaciones, constituyendo un ejemplo de hon- 
radez didáctica y científica y muestra del alto nivel de la formación que 
ya en aquella ¿poca obtenían los estudiantes de ingeniería de San Juan, 

Del mismo tipo, y ya más modernizado, dando el mismo buen ejemplo 
de buena preparación de los futuros ingenieros, puede citarse la obra publi- 
cada por J, SORTHEIX en Tucumán. 


2. Nos hemos basado en gran parte en las dos siguientes obras: 

J. REY PASTOR: Elementos de la teoría de funciones. (3% ed., Ibero- 
Americana, Madrid-Buenos Aires, 1953) ; 

J, REY PASTOR: Curso de cálculo infinitesimal. (6% ed., Bs. As., 1953). 

La primera presenta una exposición amplia y rigurosa de introduc- 
ción a la teoría de funciones reales y complejas; en ella se cuida prefe- 
rentemente el aspecto conceptual y formativo, mientras que el instrumen- 
tal y de aplicación técnica se reserva para la segunda. 

Caracterizado por la prolijidad y cuidado, tanto de la presentación 
editorial como de la extensa exposición didáctica, es: 

C. DÐ Losana Y PUGA: Curso de Análisis matemático. (3 vols., Uni- 
versidad Católica del Perú, Lima, 1945-47-54). 

Obra del mismo tipo, abarcando desde el número real hasta integra- 
les dobles, es: 

J. ABDELHAY: Curso de análise matemática. (2 vols,, 2% ed., Univ. 
Brasil, Río de Janeiro, 1953). 

Una obra muy reputada, de gran valor didáctico, es: 

R. COURANT: Vorlesungen über Differential und Integralrechnung 
(I. Funktionen einer Veränderlichen; II. Funktionen mehrerer Veränderli- 
cher; 3% ed., Springer, Berlín, 1955); trad. inglesa: Differential and in- 
tegral calculus (2 vols., 2% ed., Blackie, Glasgow, 1942). 

El primer volumen de la obra anterior estudia simultáneamente la 
integración y derivación de las funciones reales de una variable, y el 
segundo volumen estudia las funciones de varias variables y una inicia- 
ción a la teoría de ecuaciones diferenciales y funciones de variable com- 
pleja. El desarrollo sigue un plan elemental, empleando conceptos poco 
generalizados, pero fundamentados en forma precisa y clara, y luego am- 
pliados en complementos adecuados. Sin faltar al rigor, se saca todo el 
partido posible de la intuición, se muestra constantemente la aplicación 
práctica en las ciencias naturales de los conceptos introducidos, y nume- 
rosos ejemplos, ejercicios graduados y figuras facilitan la total compren- 
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mion del texto. Éste está muy influído por las conocidas ideas de KLEIN 
sobre la enseñanza de la matemática elemental (en obra citada en Cap. l, 
notan 1V-12). 

Obras de más amplios horizontes teóricos, aunque también dirigidas 
innto a estudiantes de matemática pura como a los que cursan la prope- 
a de la ingeniería, son la de SEvERI (ditada en el Cap. IV, nota 111-1), 
y la de: 

L. TONELLI: Lezioni di Analigi matematica, (Pisa, 1946). 

También excelente por su rico contenido, en apretado volumen, debe 
citarse: 

B. Levi: Analisi matematica algebrica ed infinitesimale. (Zanichelli, 
Bolonia, 1937). 


3. De más fácil lectura son las obras: 

S. PINCHERLE: Lezioni di Calcolo infinitesimale. (2 vols, 3% ed., Za- 
nichelli, Bolonia, 1927). 

A CisoTTI: Lezioni di Analisi matematica. (Edit. Politécnica, Milán, 
1926). 

La primera más teórica y formativa; la segunda, dirigida a dar una 
base matemática simplificada a futuros ingenieros. 

Obra muy elemental, correcta y con multitud de ejercicios prácticos y 
aplicaciones, es la de: 

W. A. GRANVILLE y P. F. SMITH: Elements of the differential and 
integral calculus. (3% ed. en colab. con W. R. LONGLEY, Ginn, Boston, 1941; 
trad. castellana: Cálculo diferencial e integral; Uteha, México, 1952, 
reimpr. 1955; trad. francesa de A. A. M. SALLIN, 11% ed., Lib. Vuibert, 
París, 1952). 

En castellano, merecen también citarse: 

P. MIQUEL: Cálculo diferencial e integral. (2 vols., Cultural, La Ha- 
bana, 1944). 

P. CASTELLS: Análisis matemático. (Barcelona, 1944). 

Un carácter más teórico corresponde a: 

R. SAN JUAN: Lecciones de Análisis matemático (2? curso). (Dossat, 
Madrid, 1946); 

y los cursos (preliminar, general y superior) de Análisis matemático para 
ingenieros, de F, NAVARRO BORRÁS en colaboración con S. Ríos. 

4. Cursos altamente formativos célebres por la personalidad de sus 
autores, su claridad de exposición, rigor completo, profundidad y riqueza 
de contenido, apropiados para alumnos que quieran adquirir una seria y 
sólida base científica en su iniciación universitaria, son el de G, H. HARDY 
(citado en el Cap. II, nota IV-2), y el de: 

CH. DE La VALLÉE POUSSIN: Cours d'analyse infinitésimale. (Vol. I, 
10% ed., 1947; vol. 11, 8% ed., 1949, con la colaboración de F. SIMONART; 
A. Uystpruyst, Louvain; Gauthier-Villars, París; repr. fotogr., Dover, 
Nueva York, 1946). 

Éste contiene el cálculo diferencial e integral en funciones reales de 
una y varias variables, aplicaciones geométricas, integrales generalizadas, 
integrales curvilíneas, integrales eulerianas, series de FOURIER y trigono- 
métricas, números y polinomios de BERNOULLI, teoría elemental de ecua- 
ciones diferenciales, y un breve resumen de cálculo de variaciones. Así 
constituye uno de los mejores fundamentos para pasar, sea a las aplica- 
ciones del cálculo a las teorías mecánicas y físicas, sea a estudios mono- 
gráficos en las ramas del análisis superior. 

Obra breve y aun de carácter elemental, dirigida por el examen de 
puntos críticos a completar la formación teórica de alumnos que conozcan 
el manejo práctico del instrumental matemático, es: 

W. F. Oscoop: Functions of real variable. (Hafner, Nueva York, 
1988). 

5. Tratado más amplio y completo que los anteriores, de exposición 
clara y elegante, es el ya clásico de: 
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E. GOURSAT: Cours d'analyse mathématique. (Vol. I, 5% ed., 1943; 
II, 7% ed., 1949; III, 5? ed., 1942; Gauthier-Villars, París). ' 

Más moderno y actual es el de 

G. VALIRON: Cours d'analyse mathématique. (Vol. I, Théorie des fonc- 
tions, 2% ed., 1948; vol. II, Equations fonctionnelles. Applications, 1945; 
Masson, París). l 

Más sintético y antiguo es: 

E. PICARD: Traité d'analyse. (3 vols.,; 3? ed., Gauthier-Villars, Pa- 
rís, 1922-28). 

A estos tratados y a los de la Escuela Politécnica antes citados se 
pasaba en Francia mediante cursos preparatorios de Mathématiques géné- 
rales y Mathématiques spéciales (L. ZORETTI, R. GARNIER, etc.), que ca- 
recían de todo rigor, por adaptarse a un grado de enseñanza elemental, 
pero así, los fundamentos no quedaban establecidos de modo adecuado en 
parte alguna. Se ha procurado solventar esta deficiencia mediante la re- 
fundición de cursos clásicos, como el de: 

P. APPELL y G. VALIRON: Analyse mathématique. (2 vols., 6? ed, 
Gauthier-Villars, París, 1951), o por la redacción de amplios cursos de 
información, pero en los que los fundamentos quedan claramente señala- 
dos, aun sin entrar profundamente en ellos, como se hace en: 

G. BOULIGAND y J. DUFRESNOY: Mathématiques pures et appliquées. 
(2 vols., 2% ed., Viubert, París, 1945). 

Curso de iniciación universitaria en Alemania, riguroso, objetivo y 
sobrio, es el de: 

E. L. LINDELÖF y E. ULLRICH: Einführung in die höhere Analysis. 
(Teubner, Leipzig-Berlín, 2% ed., 1950). 

Más extensa y muy difundida es la antigua obra: 

H. v. MANGOLDT (refundición, de K. KNoPrP): Einführung in die 
höhere Mathematik für Studierende und zum Selbstudium. I. Zahlen, 
Funktionen, Grenzwerte, Analytische Geometrie, Algebra, Mengenlehre; 
Il. Differentialrechnuno. Unendliche Reihen, Elemente der Differential- 
geometrie und der Funktionentheorie; III. Integralrechnung und ihre 
Anwendungen, Funktionentheorie, Differentialgleichungen. (9% ed., Hir- 
zel, Stuttgart, 1948). 

Cursos alemanes de cálculo infinitesimal muy en boga, son también 
los de G. KOWALEWSKI, L. BIEBERBACH y R. FRICKE. Continuación de la 
breve obra sobre fundamentos de E. LANDAU (citada en el Cap. I, nota 
IV-6) es la Einführung ın die Differentialrechnung und Integralrechnung 
(P. Noordhoff, Groningen, 1934; trad. ingl.: Differential and integral 
Calculus, Chelsea, Nueva York, 1951), del mismo autor, construída con 
el mismo rigor lógico y extrema concisión de la obra anterior. 

Más didáctica y extensa, adaptada a los programas modernos de 
cálculo infinitesimal, es: 

A. DUSCHEK: Vorlesungen über höhere Mathematik. (Vol. I, 38% ed., 
1960; vol. II, 2% ed., 1958; vol. III, 2 2ed., 1960; Springer, Viena). 

Una introducción al Cálculo infinitesimal con método genético y nu- 
merosas y oportunas referencias históricas da: 

O. TOEPLITZ y G. KÖTHE:; Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung. 
(Springer, Berlín, 1949). 

Un tratamiento meticuloso del análisis infinitesimal clásico, resaltan- 
do los aspectos teóricos, con abundancia de ejercicios y ejemplos de natu- 
raleza estrictamente matemática, da la excelente obra que por su propó- 
sito deja casi totalmente de lado las aplicaciones: 

A. OSTROWSKI: Vorlesungen über Differential - und Integralreckhnung. 
(I. Funktionen einer Variablen, 23 ed., 1960; II. Differentialrechnung 
auf dem Gebiete mehrerer Variablen, 2% ed., 1960; III. Integralrechnung 
auf dem Gebiete mehrerer Variablen, 1954, Birkhäuser, Basilea). 

Muy completo y extenso es el tratado: 

O. HAUPT, G. AUMAN y C. PAUC: Differential - und Integralrech- 
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nung unter besonderer Berücksichtigung neuerer Ergebnisse. (Vol. I, 2? 
ad., 1948; vol. II, 2% ed., 1950° vol. III, 1954; Walter de Gruyter, Berlíi). 

Con amplia generalidad en las conceptuaciones y desarrollos, y la 
constante tendencia a adecuar las demostraciones a los fines del cálculo 
numérico, está la obra en dos tomos: 

M. PICONE y G. FICHERA: Trattato di analisi matematica (Tummi- 
nelli, Roma; vol. I, 1954; vol. II, 1955). 

.6. Sobre infinitésimos existe la monografía de: 

G. H. HarDY: Orders of infinity. (2% ed., Cambridge Univ. Press, 
1924). š 

Todos los libros modernos contienen ejemplos y ejercicios críticos y 
aclaratorios. Colecciones especializadas de gran reputación son las de G. 
PoLYA y G. SZEGÓ (citada en el Cap. V, nota IV-2), la breve, ya citada 
y clásica, de: 

E. PascaL: Esercizi critici di calcolo differenziale e integrale. (Man. 
Hoepli, Milán, 1909) ; 
la de soluciones discutidas y plenamente desarrolladas de: 

G. JULIA: Exercices d'analyse. (4 vols, Gauthier-Villars, París, 
1944-48), 
por no citar las antiguas francesas de A. L. CAUCHY y F. J. FRENET, 
aun plenas de sugerencias actuales, o las más modernas de D. LEIB y E. 
LAINÉ sobre cálculo diferencial e integral. 

En castellano existen diversas colecciones, tales como las de J. MY% 
[NIGUEZ ALMECH, de F. NAVARRO BORRÁS y la más reciente de: 

S. SELZER y L. M. ba LUCHINI: Ejercicios de Álgebra y Análisis ma- 
temático. (Rozas, Buenos Aires, 1953). 

Entre las colecciones italianas citaremos también las de G. FUBINI y 
G. VIVANTI (2% ed., Viglongo, Torino, 1947) y de M. PicoNB y C. Mi- 
RANDA (2? ed., Tummineli, Roma, 1945). 

Un libro de consejos didácticos, que contiene sugerencias e instruc- 
ciones para resolver problemas y cuestiones matemáticas planteadas, y 
además un “diccionario de heurística”, formado por artículos caracteriza- 
dos por palabras o frases breves, tales como “analogía”, “idea brillante” 
“luz improvisa” (“bright idea”, “seing the light”), apropiado para invi- 
tar a la reflexión y también para obtener un momento de esparcimien- 
to, es: . 

G. PoLYA: How to solve it. A new aspect of mathematical Method. 
.Princeton Univ. Press, 1945). 

Del mismo estilo pero de mayor alcance es la obra en dos tomos del 
mismo autor: 

G. PoLYA: Mathematics and plausible reasoning. Vol. 1: Induction and 
analogy in Mathematics. Vol. II: Patterns of plausible reasoning (Prin- 
ceton Univ. Press, 1954). 


CAPÍTULO VII 


LAS FUNCIONES TRASCENDENTES ELEMENTALES 


27. FUNCIONES EXPONENCIAL, LOGARÍTMICA Y POTENCIAL 


1. Función exponencial. — Se llama así a la función 
[27-1] y =f (2) =ar (a>0), 
ws decir, una potencia donde la variable independiente es el 
“ponente, siendo la base una constante positiva, 

Tendremos. por ejemplo. f(3 2) =. «*: = 1 a*, Tomando 
la raíz aritmética (< 8-1), la función [27-1] queda univocamen- 
te definida para todo w racional, y su variación en este campo 
resulta de lo establecido en el 3 8-5. b. 

Como los números racionales forman un conjunto denso 
(3 6-6) es natural que al observar las figuras 28 y 29 de 

8-5, nos preguntemos si será posible extender la definición 
de la tunción a todos los valores reales de 1 “por continuidad”, 
vs decir, de modo que la función que resulte sea continua. Pero 
esto es exactamente lo que hicimos al. definir la potencia de 
exponente real (3 8-6, 4), con lo cual vemos que esa extensión 
por contivaidal es posible y de una sola manera. 

Sir 1. [27-1] se reduce a la función constante f (x) = 1 
v no la consideraremos como función exponencial. 

Con las proposiciones establecidas en el 3 8-5 y 6, podemos 
enunciar las siguientes propiedades de la función exponencial 
(visibles en las gráficas, fig. 28 y 29 de + 8-5): 

1%) Para todo .« es ax: 0. En particular, la función ex- 
porncial no se amada nunca, 





2%) f (0) a 1, [Todas las gráficas pasan por el punto 
(0:1) ]. 

39) 1(1) -u a. 

a>1 | 0<a<1 

4%) a* es estrictamente a* es estrictamente decre- 
creciente. ciente. 

59%) lim a*=-+o. lim ar =0. 

«> Ll Y "> +x 
6%) lim a =Q. lim a= +o. 


r> ¿—>— 
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PROBLEMA: ¿Cómo son entre sí las gráficas de a* y de 
(1/a):? 

Cuando no se especifica cuál es la base, se entiende de or- 
dinario por función exponencial la función y = e*, donde la ba- 
se es el] número irracional e = 2,718 ... (definido en el $ 8-8, c,). 
La llamaremos también exponencial natural, y cualquier otra 
se reduce a ella, pues: 

[27-2] qu = (era) = ex. Ina 


2. La continuidad en las funciones monótonas. — El teore- 
ma siguiente es muy útil para el estudio de la continuidad de 
las funciones elementales : 

TEOR.: Si una función y = f (x), estrictamente monótona 
en el intervalo [a, b], mite función inversa x= y (y) en el 
intervalo [f (a), £f (b)] ó [f (b), £ (a)], ambas son continuas 
en sus respectivos intervalos. 

Supongamos, por ejemplo, que f (x) sea estrictamente cre- 





A an y =o a a o - a s m u y o a a 


ara a 


a c-8c c+E 
Fig. 70. 


ciente; si son x’ y x” los valores de x correspondientes a los 
valores y! < y” es x’ < x”; de lo contrario, si fuese z’ 2 x” 
resultaría y' = y”, contra lo supuesto; luego, la función inver- 
sa x= (y) es estrictamente monótona creciente (fig. 70). 
Al intervalo cerrado determinado por dos valores cuales- 
quiera de una de las variables, corresponde el intervalo cerra- 
do determinado por los valores correspondientes de la otra; 
luego, los valores de y quedan dentro del entorno [f (c) — e, 
f (c) +e] sin más que tomar x en el pe E homólogo 
[c—8, c+8'], y recíprocamente; es decir, y =f (x) y 
=p (y) son funciones continuas. 


3. Función logarítmica. — Se llama así a la función inver- 
sa de la exponencial [27-1], que existe en virtud de lo demos- 
trado en el $ 8-7: 

[27-3] x = p (y) = log. y, 
y está definida para 0 < y < +œ, si a> 0 y a1. 
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Iikcribamos ahora la función en otra forma: 

127-4] Y = (x) = loga x, 

donde llamamos de nuevo x a la variable independiente e y a 
in función, y observemos ($ 23-12) cómo se obtiene de la grá- 
fica de la función exponencial (figs. 28 y 29 de $ 8-5), la grá- 
fica de la función logarítmica (figs. 30 y 31 de $ 8-7) por 
simetría respecto a la bisectriz de primer y tercer cuadran- 
tes. 

Las propiedades 1è) a 4?) de § 8-7, y las correspondientes 
ul caso 0< a < 1 pueden enunciarse ahora así (ver también 
Ins gráficas): 

1%) La función log, x sólo está definida para x > 0. 

2°) loga a = 1 y log, 1 = Q. 


a>i 0<ac<l1l 
39) log, x es estrictamen- log, x es estrictamente de- 
le creciente. creciente. 
49) lim log,x=+0 lim log, 1 = — o. 
L>+00 L=>+ 0 
5%) lim log, x= —o. lim log, x = +o. 
a—0* x0+ 


PROBLEMA: ¿Cómo son entre sí las gráficas de log, x y de 
log a/o g? 

Del teorema de § 27-2 resulta nuevamente la continuidad 
de la función exponencial en todo el campo real, y además que 


la función logaritmica es continua en todo el campo real po- 
sitivo. 


Como hasta ahora esta función está definida en ese campo solamen- 
te, podemos decir simplemente: es continua. 


Cuando no se especifique cuál es la base, entenderemos por 
función logarítmica la de base e, o sea $ 8-8, c.): y = ln z. 


NoTA: Como los logaritmos en distintas bases son proporcionales 
($ 8-8,c), una misma gráfica representa distintas funciones logarítmi- 
cas con sólo cambiar la escala en el eje y (y eventualmente su sentido). 
En cambio, la escala en x queda fijada, pues todas las curvas logarítmi- 
cas cortan al eje x en el punto de abscisa 1. 


4. Función potencial. — Esta función: 
[27-5] y = g (x) = 7, 
ya fué considerada para a = m/n racional en el § 8-5,a, y pa- 
ra exponente a real cualquiera en el § 8-6; también podemos 
definirla en el campo real z> 0 como la exponencial de su 
logaritmo, lo que permitirá prolongarla al campo complejo 
($ 45). Como ese logaritmo vale ($ 8-8, b) a.ln x, se tiene: 
[27-6] y = g (x) = ems: (zx > 0). 
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Ejercicio: Expresar como funciones compuestas de exponencial y 
š . . F ag 
logarítmica las funciones a, 2%, x. 


NoTAS: 1. En el $ 23-10 hemos considerado para ciertos exponenten 
la función potencial definida en todo el campo real o en todo x +0 real, 
y además tomábamos no sólo el valor aritmético de la raíz, como con- 
viene en ciertos casos. La restricción + >0 desaparecerá al ampliar el 
logaritmo al campo complejo ($ 45). 


2. Como funciones elementales suelen considerarse, además de lam 
que ya vimos, las circulares y las hiperbólicas. Estas últimas serán defi- 
nidas en el $ 29 a partir de la exponencial, y otro tanto puede hacerse 
con las circulares en el campo complejo, como veremos ($ 45). Por lo 
tanto, todas las funciones elementales resultan de la exponencial mediante 
formación de inversas y compuostas. 


EJERCICIOS 


1. Probar que wa 2-1/22 — Q hallando un ô para cada e œ> 0 (§ 24-1). 
c— 

2. Admitida la proporcionalidad entre el interés y el tiempo, deducir 
la fórmula del interés continuo, siendo r el tanto por uno anual, Para ello, 
divídase el año en n períodos y calcúlese el capital acumulado al cabo de 
t años, pasando después al límite para n—>00. Resulta así la fórmula 
final: C = c e"f, siendo c el capital inicial y t el período de tiempo, ex- 
presado por años. 


3. Constrúyase la gráfica de la fórmula del interés continuo para 
c=1, y compárese con la de la función (1+ 7r)’ que da el capital final 
con acumulación anual de intereses. Supóngase, por ejemplo, r= 0,04, es 
decir, 4 %. 

4. Represéntese gráficamente la variación de la función (1 + 1/x)”. 
Complétese en el intervalo (—1,0), adoptando la interpretación | 1 + 1/x |” 
que coincide con ella en el resto del campo real y está definida en dicho 
os Estudiar especialmente el comportamiento de ambas funciones 
en g= 0. 


5. Probar que la función exponencial a”, definida en el campo racio- 
nal, es uniformemente continua sobre el campo racional (ej. 8 de $ 26), 
en cada intervalo finito, y que, en consecuencia, es prolongable al campo 
real por continuidad (ej. 9 de $ 26). 


A 
6. Probar que para x > 0 es lim Vgz=l1. 
n-3 00 


7. Señalar el paso erróneo en el siguiente razonamiento: Si log in- 
dica logaritmo de base 4, de 2 = (¿)le2 < 8 = (4)l38, se deduce 
2log2 > 2log 3, es decir: log 2 > log 3, y por lo tanto, 2 > 8. 

8. Representar en papel logarítmico la función y = x”, y probar que 
es continua para x >0. 


$ 28. FUNCIONES CIRCULARES 


1. Funciones circulares. — En este parágrafo adoptamos 
para las funciones circulares la definición geométrica usual en 
Trigonometría, pero una vez hallados ($ 45) sus desarrollos en 
serle, se comprenderá que es posible partir de éstos, como de- 
finición aritmética, la cual vale para valores complejos de la 


sn] FUNCIONES CIRCULARES 415 


variable. Es claro que entonces desaparecen las nociones usua 
lus: circunferencia, cuerdas, grados, etc.; la variable es un nú- 
mero abstracto. Este significado de número puro es el único 
ulmisible en Análisis, aun en el campo real, 

Se llama circunferencia unidad a una circunferencia de ra- 


lx. 71a, — Ángulo positivo. Tlig. 71b. — Ángulo negativo. Fig. 71c. — Ambos centrados, 


dio y = 1 con centro en el origen de un sistema de coordenadas 
cartesianas ortogonales, y sobre la cual se ha elegido un sen- 
tido positivo de recorrido: el que lleva el eje x a coincidir con 
ul eje y girando un ángulo 

recto, y en consecuencia con- y 

sideramos ángulos orientados, 
cs decir, ángulos positivos y 
ángulos negativos. 

En la figura 71c obser- 
vamos que al “centrar” un 
ángulo en la circunferencia 
unidad, lo colocamos “a par- 
tir del eje O x”; por esta ra- 
zón, el punto M se llama ori- 
gen de los arcos. 

A cada ángulo orientado 
y, una vez centrado, corres- 
ponde un punto P de la cir- 
cunferencia unidad (fig. 72), 
cuyas coordenadas se llaman 





Fig. 72. 
coseno y seno del ángulo y: : 
[28-1] abscisa de P: x = O Q = ¢co8S q; 
[28-2] ordenada de P: y = Q P = sen ș. 


Tenemos aquí un primer ejemplo de funciones definidas 
mediante un proceso geométrico. Para el ángulo f de la figu- 
ra 71, ambas funciones toman valores negativos. 

La función tangente puede definirse por la relación 


[28-8] tgp = Seny 


coso” 
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y por consiguiente, no está definida para los ángulos cuyo 
coseno es cero. Esta función resulta igual a la ordenada del 
punto N de la figura 72. 
[28-4] tezy = MN 
como es fácil ver por semejanza de triángulos. Obsérvese es 
esencial haber tomado OM = 1. 

Las figuras 73 y 74 muestran cómo se construyen a partir 
de [28-2] y [28-4] las gráficas de las funciones sen y y tg p. 





Fig. 73, 


De las definiciones anteriores se deduce fácilmente (há- 
gase) que ángulos complementarios (es decir, cuya suma sea 
un ángulo recto) tienen el seno del uno igual al coseno del otro, 


sen y = cos Gon; 





y también que el seno es función impar y el coseno función 
par (§ 23-9): 

sen (— q) = — sen p; cos (— p) = COS y. 
Por lo tanto, será sen (7/2+ọ¢) = sen [r/2— (—ş) ]=co0os (—ẹ) = 
= cos. Esto nos dice que si en la figura 73 corremos el eje 
de las ordenadas una longitud 7/2 hacia la derecha, obtenemos 
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mediante la misma curva de la figura 73 la gráfica de cos p. 
Dicha curva es una sinusoide ($ 28-4). 

Las funciones cotangente, secante y cosecante se definen 
nmmÍ: 
COS ọ 1 1 1 
—— = — Seco = ; COSeC p = 
sen y tg yọ COS p sen y 
pero también pueden definirse (como vimos para la tangente) 
vcométricamente con la circunferencia unidad. Por eso estas 
neis funciones se laman circulares, y también trigonométricas 
o goniométricas. 








128-5]  cotg y = 


EJERCICIO: Hállense los segmentos que, referidos a la circunferencia 
unidad, puedan representar las funciones [28-5], y constrúyanse las grá- 
ficas de estas funciónes. 


Observando las abscisas en las figuras 73 y 74, vemos que 
los ángulos no se han medido en grados sexagesimales, sino co- 
mo es frecuente en matemática, en el sistema radial, mediante 
In longitud del correspondiente arco de circunferencia, toman- 
do el radio como unidad (o sea mediante la longitud del arco 
de circunferencia unidad), siempre con el signo que corres- 
ponda. Así un ángulo de una vuelta. entera mide 2, y por 

ER z ; 27 T 
consiguiente, un ángulo recto mide RA 

Esto es posible, porque cualquiera sea la unidad adoptada 
para determinar el radio del arco de circunferencia que mide 
el ángulo dado, obtenemos la misma medida radial, por ser 
proporcionales las longitudes de los arcos correspondientes a 
un mismo ángulo a las de-los radios con que se tracen. Igual 
ocurre con las funciones cirdulares, por semejanza de triángu- 
los; de ahí que sea la medida radial de los ángulos la adecuada 
para ser aplicada a las funciones circulares. Así queda me- 
dido y, por la razón entre el arco y el radio; sen y, por la ra- 
zón entre ordenada y radio; ete. Entonces, tanto y como sus 
funciones circulares son números reales abstractos; por ejem- 
plo: sen 1 = 0,84... 


NoTA: Todo lo expuesto se basa en una suposición no probada: que 
los ángulos son susceptibles de medida numérica. Como acabamos de ver, 
cl problema quedaría resuelto (con la medida radial) si supiéramos de- 
finir la longitud de un arco de circunferencia. Veremos, en $ 55, cómo se 
define y se determina la longitud de un arco en general, pero por ahora 
contentémonos con mencionar que la longitud de la circunferencia puede 
definirse como frontera de un par de sucesiones contiguas: las de las 
longitudes de los polígonos regulares inscriptos y circunscriptos. 

Las áreas de estos polígonos dan otro par de sucesiones contiguas, 
cuya frontera es el área del círculo. Cuando el radio es 1, la razón entre 
las medidas de longitud y área resulta 2. 

Como el problema de definir y calcular la longitud de un arco ($ 55) 
es esencialmente más complicado que el de definir y calcular un área 
plana ($ 48-1), convendrá dar para la medida radial la siguiente defi- 
nición equivalente: 
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Llamaremos medida del ángulo MOP (fig. 72) al doble del área del 
sector correspondiente de la circunferencia unidad. 


2. El límite de == para x — 0. — La función 





[28-6] f (£) = ma 


no está definida para x=0. Sin embargo, como ahora vere- 
mos, existe el límite de dicha fun- 
ción para z — 0, y vale 1 cuando los 
ángulos se miden en el sistema ra- 
dial ($ 28-1). 


Como la función es par, basta conside- 
rar el límite lateral por la derecha. Si 0< 
<x < 7/2, el sector circular OMP (fig. 75) 
contiene en su interior al triángulo OMP, 
y a su vez está contenido en el triángulo 
OMN (demuéstrese, con la definición de 
circunferencia y los teoremas sobre per- 
pendiculares y oblicuas). Por consiguiente 
($ 48-1), el área de cada figura es menor 
que la de la siguiente, y teniendo en cuen- 
ta la definición dada para la medida radial 
($ 28-1, nota), resulta: 





sen << tg. 
; ; w 1 sen 
y de aquí, sucesivamente: 1 < —T—-<-—--,11 > —— > cos; 
' SOL. cos. r 
sen v aoi w° 
0 < 1 — —— < 1 — cos x = 2 sen” “y < a y entonces: 
e 
; sen : ; sen e 
im (1 HE M)zo . tm t n, 
n— O: A r — 0 e 
; sen 3 x : 1 — cos v 
EJERCICIO: Calcular lim ——— y lim — 
>0 4a r>0 


3. Periodicidad. — En la función sen x, cuando x aumenta 
en 27 (es decir, pasa de x a x +27), el punto P da una vuelta 
completa a la circunferencia y vuelve a ocupar la misma posi- 
ción que antes. Por lo tanto: 


[28-7] sen (x + 27) = sen z. 


Como esta relación vale para todo valor de x, diremos que 
f(x) = sen x es una función periódica, y que 2 7 es un período 
de sen x. Basta conocer la gráfica de sen x en el intervalo 
(0,27), porque entonces se la puede prolongar hacia uno y 
otro lado, construyendo sucesivas réplicas de este trozo fun- 
damental (onda de sinusoide). 
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Las aplicaciones de las funciones periódicas son sumamente importan- 
lun y variadas. Muchos fenómenos naturales tienen carácter periódico, ta- 
los como las ondas de sonido, las vibraciones de una cuerda de violín, las 
ondas luminosas o de radio, las oscilaciones de un péndulo, etc. 

La curva y = sen xv, llamada sinusoide, sugiere un movimiento ondu- 
Intorio en su forma más simple, y en efecto, las funciones seno y coseno 
deben considerarse (según veremos en vol. III), como las más simples de 
Lalas las funciones periódicas y el instrumento natural para el estudio de 
lodos los fenómenos periódicos. 


En general, diremos que una función y = f (x) es periódi- 
ca con el período p, cuando: 
[28-8] f (x+ p) = f (x) para todo z. 

En seguida se ve que todo múltiplo np de un periodo es 
tumbién un período; por ejemplo: 

1 (14+2p) =f (2+p9+P0) =f(2+p) = f (z). 

TEOR.: Si f (x) es una función periódica que no se reduce 
a una constante, sus periodos son los múltiplos enteros del me- 
nor periodo positivo p, y sólo ellos. 


La demostración se basa en el siguiente lema: 
a) Si p y q son periodos de f(x), lo es la diferencia p—q. 
En efecto, se tiene sucesivamente, por ser q y p periodos: 
f(x + p—a) = f(x +p) = f(x). 
Sea ahora q un período; probaremos que debe ser múltiplo de p. Di- 
vidiendo q por p se obtiene, llamando nr al cociente entero y » al resto: 
q=np+r con 0<Sr1<p © r=q— np. 
Por a), » es un período, por ser diferencia de dos períodos q y np. 
Como por hipótesis p es el menor período positivo, resulta: 
r=0 -. q=8*p (n=0, +1, +2, ...). 


El número 7 se llama período primitivo de f(x). Si en lu- 
gar de los múltiplos enteros de p hubiéramos tomado los de 
otro período, por ejemplo: 3 p, tendríamos sólo algunos de los 
períodos de f(x); de ahí la importancia de encontrar un pe- 
ríodo que sea primitivo, para tenerlos todos. 


La función tg r tiene (como todas las funciones circulares) el período 
27, pero también tiene el período T (ver fig. 74), pues: 
sen (x+ T) — sen v 
te (x +T) = -5L m IMM 
RCE cos (x + 7) — COS Y 
EJERCICIOS: 1, Probar, estudiando las ecuaciones sen x=1 y cosr=1, 
que 27 es período primitivo de senx y de cosx (y por lo tanto, de 
cosec * y de sec x). 
2. Probar que 7 es período primitivo de tg x y de cotg x. 


= tgx. 


4. Función sinusoidal. — a) Llamaremos así a la función 
[28-9] y = f(x) = k sen (or+a), 
donde k > 0 (amplitud), «> 0 (pulsación) y a (fase inicial) 
son tres constantes. Su período primitivo es p =27/w. 
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En efecto, 
fíx + 27/06) = k sen [v(x + 27T/w) + a] = k sen (wx + a) = f(z), 
y, por otra parte, no hay 
ningún período positivo me- 
nor 


Cuando la pulsación w 
es un número entero, indica 
el número de ondas de la 
gráfica, llamada sinusoide, 
que hay en cada intervalo 
de longitud 27, Si es a0 
la sinusoide no pasa en ge- 
neral por el origen. Para te- 
ner un punto del eje x donde 
“arranca una onda”, haga- 
mos: 


€lQ 


vx++a=0 
Q 

g = — è 
0) 

Para construir una on- 
da conviene dibujar antes el 
rectángulo (punteado en la 
figura 76) de lados: 








: a S a 2T — a, 
A a T w ? 
y = — k; y = k, 


dentro del cual está “inscripta” la onda (fig. 76). 
EJEMPLO: Para llevar la función 
T N 
= f(x) = — 3s 20 a 
y f(x) 3 sen ( pue 
a la forma [28-9] con k > 0, la escribiremos en la forma equivalente: 


y = f(x) = 3 sen (22 + -5 +7) = 3 sen (2% + 3T | 





b) Representación polar. — y 
Si sobre una circunferencia de 
radio k (fig. 77) se mueve un 
punto con velocidad angular 
constante w, en el momento t 
habrá descripto el radio vector 
un ángulo ot y si el ángulo 
(o fase) inicial es nulo, la pro- 
yección del punto sobre el eje 
y es el punto de ordenada 
y = k.senot. Al movimiento 
de esta proyección lo llamare- 
mos movimiento vibratorio ar- 
mónico. Si la fase inicial es a, 
la ecuación del -movimiento es y = k.sen (wt +a). 

Dadas varias funciones sinusoidales de igual período, con 
amplitudes y fases distintas: 





Fig. 77. 
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ke, .senlot +1) + k2.sen (vt+a2) +... + k,.sen (ot + an), 
Ni las representamos en el momento t =0 por los respectivos 
vectores de módulos k;, ko, ..., kn, y construimos el vector re- 
multante K, la ordenada de su extremo A es la suma de las or- 
denadas de los extremos de los n vectores; por lo tanto, dicha 
ordenada y es la suma de las n funciones en el momento t. Al 
variar t, tenemos un movimiento vibratorio del punto Y sobre 
el eje y, que representa el movimiento vibratorio resultante, 
suma de los n movimientos dados. 

En consecuencia: la suma de dos funciones sinusoidales 
de igual período es una función sinusoidal del mismo período. 

Si las funciones sinusoidales tienen períodos p, y pa distin- 





y=c0s x +3sen2x 


Fig. 78. 


tos, su suma no es ya una función sinusoidal. No obstante, si 
los períodos son conmensurables, es decir, si su cociente p/p. = 
= m/n es racional, todo múltiplo común n pı = m P, es también 
un período de la suma, que resulta así una función periódica, 
aunque no sinusoidal (fig. 78: MP = MP, + MP»). 


NoTAS: 1. Si los períodos son inconmensurables, la suma no es una 
función periódica, pero las funciones así obtenidas tienen un carácter 
aproximadamente periódico y propiedades que las asemejan a las funcio- 
nes periódicas; son casos especiales de las llamadas funeiones casiperió- 
dicas, de gran importancia en la matemática moderna, 

2. Sumando funciones sinusoidales, aparece y puede estudiarse el 
importante fenómeno conocido en acústica y radio con el nombre de “bati- 
miento”. La suma y= sen w, x + sen w% (w: > 1 > 0), de dos sinusoides 
que para mayor sencillez suponemos de igual amplitud 1 y fase inicial 0 
puede escribirse así: 


[28-10] y=2c03 4 (0, —w,) x . sen 4 (0 + 02) g. 
Cuando w — w es muy pequeño con respecto a où + wz es muy ilus- 
trativo y útil interpretar [28-10] como una “oscilación”: 
y = k(x) .sen 3 (0, + 02) x, 
de “período” 47/(w, + uv) y “amplitud” 
k(x) = 2 cos 3 (0, — wa) z, 
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no ya constante, sino variable periódica, con un período mayor 47/ (w,—us). 
Resultan así cambios rítmicos de amplitud, en forma de onda diferencial 
que dan lugar al “batimiento” o “batido” (fig. 79). 





y=sen 5 x+senó x 


Fig. 79. 


5. Funciones circulares inversas. — La función y inversa del 
seno, puesta en la forma: 
[28-117 æ% = sen y, 
se llame función arco seno (indicado con arc sen), de modo 
que [28-11] equivale a: 
[28-12] y = arc sen zv. 

Esta función está definida para —1<xX=<1 (dedúzcase 





N y=arc sen x y=arc tg x 2$ 


Fig. 80. Fig. 81. 


de las propiedades de intersección de circunferencia y recta). 
y es multiforme, admitiendo infinitos valores para cada valor 
de x donde esté definida. Para evitar este último inconvenien- 
te, nos limitaremos a los ángulos y, tales que: 


RA FUNCIONES CIRCULARES 423 


T = = T 


2 = y 3-7” 





| 28-13] ss 


con lo que se obtiene el arco seno como función uniforme (tra- 
7o lleno en la gráfica, fig. 80). A esta determinación única del 
nreo seno en el intervalo [28-13] se le lama valor principal. 

Análogamente, a la función inversa de la tangente. escrita 
cn la forma x =tgy, la llamare- 
mos función arco tangente (indi- 
endo con arctg), y tendremos: 
[28-14] y =arctgzx. 


Como antes, para tener entre 
aus infinitas determinaciones una 
función uniforme (que llamare- 
mos valor principal del arco tan- 
gente), impondremos la restricción 
| 28-13], pero como la función tg y 
toma todos los “valores reales, la 
unción [28-14] está definida para 
todo valor de x (fig. 81). 

En la función: 

[28-15] y = arccos zg, 

bea < z = Des Y, rs 
un solo valor (valor principal) im- ,_ 
pondremos la e ción e E cos i e 
0<y/<r. Fig. 82. 





EJEMPLO: Hallar la función inversa de: 
y = f(x) = 2 sen 3x. 








Se tiene, sucesivamente: —— =sen3x%* .. 3x = arc sen 5 
x = g(y) = = arc sen Y 

= gW) = 3 3 
6. Continuidad de las funciones circulares. — La función 


y = sen x es en cada cuadrante monótona y con función inver- 
sa definida en un intervalo; luego ($ 27-2), es continua en 
cada intervalo (cuadrante), incluso en sus extremos. Como lo 
mismo vale para cos x, se tiene: 


TEOR. 1: Las funciones senx y cosx son continuas en 
todo el campo real. Sus inversas (valor principal) son conti- 
nuas en el intervalo [— 1, +1] en que están definidas. 

Como y = tg x es creciente entre cada dos múltiplos impa- 
res sucesivos de 7/2, excluyendo estos puntos de separación 
donde no está definida, y su inversa está definida para todo y, 
por $ 27-2, tendremos: 


TEOR. 2: La función tg x es continua para todo x real, sal- 
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vo en los puntos + (2n +1) 7/2, donde no está definida, La 
función inversa (valor principal) es continua en todo el cam- 
po real. 


EJERCICIOS: 1. De sen (x + k) — sen x = 2 sen 3h cos (x+ 3h) 
deducir la continuidad de sen «. 

2. Análogamente, deducir la continuidad de cos x, y con el resultado 
anterior, estudiar la continuidad de todas las funciones circulares directas 


EJERCICIOS 


1. Sabiendo que una milla marina representa un minuto de la circun- 
ferencia terrestre, supuesta de 40000 Km, calcular su equivalencia en 
metros. 

2. Construir las gráficas de las funciones: 

cos v, sec x, cosec gv, cotg x. 
¿Para qué valores de x no está definida cada una de las tres últimas? 

3. Así como sen x es la mitad de la cuerda del arco doble, se llama 
seno verso de x a la función 1 — cos x, o sea a la flecha. Construir la 
gráfica de sen? x utilizando el seno verso, 

4, Estudiar la función y = ln sen en 0 <x < 2r, y construir 
su gráfica mediante el ejercicio 9 del § 28. 

5. Representar en papel milimétrico, en el intervalo [— 1, 1], la fun- 
ción (sen v)/x (unidad en y: 1 m, escata desde 0,84 hasta 1,00). 


6. Límites para x —>0 de: 


3 sen 4 x+ k x , _4sen (0/3) —2sena 
2% "tax ” 3x 
7. La función f(x) = (sen ln x)/ln x está definida sólo para x > 0 


x Æ 1. Definirla en 0 y en 1, de modo que resulte continua en [0, + œ). 
8. Probar que: 


al jj al E 
eo læl > | as | l= E si r<s. 
9. Determinar los períodos y construir las sinusoides: 

T T 

y=2sen (2H); y =sen[—— 20 ); 

1 T 
y = — -y eos ( x + £), 
10. Demostrar que: 
sen arc cos x = V 1 — 2; cos arc tgx = 1/V 1 + 2* 

11. Simplificar las expresiones siguientes: 
a) sen 2 arc sen x5 b) tg arc sen x; 
c) tg arc tg ==, d) sen arc tg x. 


12. Gráfica de la función y = arc tg ¿3 (cotg x — tg x). 
13. Determinar el campo de existencia, y construir la gráfica del va- 


lor principal de y = arc sen EA 
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8 29. FUNCIONES HIPERBÓLICAS 


_ 1. Funciones hiperbólicas. — Llamaremos coseno hiperbó- 
lico y seno hiperbólico a las funciones: 
[29-1] ch z = HE. 


[29-2] sh a = —=— 

Estas funciones representan, como veremos en el apartado 
siguiente, la abscisa y la ordenada de un punto de una hipér- 
bola equilátera, y podrían definirse geométricamente a partir 
de esta curva, en forma muy semejante a las funciones circu- 
lares. De ahí sus nombres. Por otra parte, cuando extenda- 
mos la exponencial al campo complejo ($ 45), veremos que las 
funciones circulares y las hiperbólicas son esencialmente las 
mismas, lo que explica el comportamiento parecido de ambas 
en el campo real. 

De las definiciones [29-1] y [29-2] resulta: 

[29-3] ch (—x) =chx sh (—x) = —sh z, 

[29-4] ch0=1 sh 0 =0,. 

relaciones análogas a las de sen x y 
COS g. 

Para construir las gráficas (fig. 
83), si se han trazado las curvas 
y = e7, y =e*, simétricas entre sí, 
basta tomar respectivamente la se- 
misuma y la semidiferencia de or- 
denadas. 

La gráfica de y =chg es una 
curva llamada catenaria, pues es la 
forma que toma un cable suspendi- 
do por sus extremos bajo la acción 
de la gravedad. 





Sumando y restando [29-1] y sh 
[29-2] resulta: PENR 
[29-5] ch z + sh g = e ch x — sh z = e~, 


, La primera de estas relaciones expresa la exponencial en 
términos de las funciones hiperbólicas, y la segunda explica 
el comportamiento mutuo de las gráficas (fig. 83) para 2>+00. 
Multiplicándolas resulta la relación fundamental: 


[29-6] ch?ix — sh?x = 1. 
De aquí se obtiene la expresión de cada función en términos de la 


otra: 
[29-7] chx = + V shg +1, sh x = + V ch x — 1; 
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la primera con signo +, pues dado sh x, por la monotonía queda unívo: 
camente determinado x, y su chx, que es >0. 
Discútase el doble signo de la segunda. 
Se tiene: 
ch (x+y) = b (ee + ee”) =3 [(chx + shx) (ch y + shy) + 
+ (chx — sh x) (ch y — sh y)] 


[29-8] < ch(x+y) = che chy + she shy, 
y análogamente se hallan las relaciones : 

[29-9] ch(x— y) = chg chy — shg shy, 
[29-10] sh(x +y) = she chy + chx shy, 
[29-11] sh(x — y) = shx chy — chx shy, 


muy análogas a las de la trigonometría, pero más simétricas que ellas, 
pues hay correspondencia entre los signos. 


La función tangente hiperbólica se define así: 


sh x 
[29-12] tgh x= = “hz ? 
y queda definida para todo x (fig. 83), pues ch x no se anula 
nunca. 


2. Representación paramétrica. — Considerando una curva 
C como engendrada por un punto móvil M (x, y), las coorde- 
nadas serán funciones del tiempo t: 
[29-18] =1(t); y=8(), 
y estas ecuaciones, que representan analíticamente la curva 
mediante una variable auxiliar o parámetro t, se llaman ecua- 
ciones paramétricas de la curva. 

El vago carácter intuitivo de esta noción se elimina me- 
diante la siguiente definición analítica : 


DEF.: Curva plana es el conjunto de puntos (x,y) dados 
por dos funciones continuas [29-13] al variar t en un inter- 
valo. Cuando éste es finito (to = t S tı), suele hablarse de 
un arco de curva plana, pero si f(t,) =f (to), y g(t,) = g (to), 
diremos que se tiene una curva plana cerrada. 

Puede suceder que a dos valores distintos, t y t’, que no sean 
los extremos, corresponda un mismo punto; es decir, la curva 
pasa varias veces por el mismo punto; éste se llama múltiple. 

La curva se llama simple (o de JORDAN) cuando carece de 
puntos múltiples, es decir, cuando a dos valores distintos de t 
(que no sean los dos extremos to, tı) corresponden puntos dis- 
tintos. 


En la definición de curva plana, el parámetro t no es ya el tiempo, 
sino un número real variable. El concepto de curva plana es más general 
que el de curva uniforme ($ 25-1,b), pues una curva plana puede ser 
cortada por cada paralela al eje y en más de un punto. Aun más: una 
curva plana puede llenar totalmente un área (nota I), contrariamente a 
lo que entendemos intuitivamente por “curva”, pero se demuestra que 
esto no puede ocurrir si la curva es simple o de JORDAN. 
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I.JBMPLO: Las ecuaciones 
120-14] æ = cos t; y = sen t, 
dondo: 
129-15] 0<t<Q27 
sepresentan la circunferencia unidad, que es una curva plana cerrada. 
(¿Por qué?). A cada valor de t corresponde un punto, y recíprocamente 
(nalvo, para x =0, y= 1) en virtud de [29-15]. Para obtener la ecua- 
ción cartesiana ordinaria debemos eliminar el parámetro, lo que se logra 
en [29-14], elevando al cuadrado y sumando: x* + p= 1. 


Las ecuaciones paramétricas 
[29-16] x=cht, y=sht, 
representan una hipérbola equilátera. En efecto, elevando al 
cuadrado y restando se obtiene, en virtud de [29-6] : 


| 29-17] a? — y? = 1. 
Análogamente, las ecuaciones paramétricas 
rs x=acht 
y = b sen t y y=bsht 


representan, respectivamente, una elipse y una hipérbola, cuyas ecuacio- 
hes cartesianas se, obtienen fácilmente, y son: 
q y? x! y? 
— + Z = A 
a + h a” b* 
Como ch t > 0, las ecuaciones [29-16] sólo pueden repre- 
sentar una rama de la hipérbola [29-17] (fig. 84). Veremos 





Fig. 84. 


($ 51-3, Ej. 14) que representan íntegramente esa rama, y que 
el parámetro t es el doble del área del sector A O M (con el sig- 
no de y). Si comparamos con la definición de la medida radial 
de un ángulo ($ 28-1, nota), vemos su gran analogía con la de- 
finición de las funciones circulares. 


NOTA: En la figura 84 está también representada la función tgh t 
por el segmento AT, y así se ve que para t>-+00 ó —00 lim tgh t=1 
ó —1, respectivamente, pues el radio vector OM tiende a confundirse 
con una u otra asíntota de la hipérbola ($ 37-6). 
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EJERCICIOS 


1. Demostrar la fórmula análoga a la de MOIVRE: 
(ch x + sh æ)” = ch ng + sh ne. 
2. De [29-9] y [29-4] obtener la relación fundamental [29-6]. Duv 
ésta, [29-8] y [29-10] obtener: 
ch 2x=chx + shix = 2 chè? x — 1 = 2 sh? g + 1, 
sh 2% = 2 sh x ch x, 
ch = łż(ch2% + 1), sh’ x = ł(ch 2x — 1). 
3. Expresar ch3x y shá¿x en función de ch x. (Atención a los 
signos). , 
4. De [29-8] a [29-11] deducir las fórmulas de transformación de 
shp t shq y chp = chq en productos. 
5. Demostrar que para las funciones inversas de xv = shy; x= chy; 
x = tghy, llamadas argumento seno (coseno; tangente) hiperbólico e 


indicadas arg sh; arg ch; argtgh, se tiene: argshx=—In(x + Va? +1), 
arg ch x = ln (x + V æ — l1), arg tgh x = ln V(1 + 2)/(1 — 2). 
y representar gráficamente. ¿Cuál es el campo de existencia en cada caso? 


NOTAS AL CAPÍTULO VII 


T. Curvas de Peano. — Se llaman así las que llenan un área. El pri- 
mer ejemplo fué dado por PEANO (1890), y otro análogo, de E. H. MOORE 
y A. SCHOENFLIES (1900), es el siguiente: puesto que una curva puede 
considerarse como límite de las poligonales inscriptas, bastará dar la ley 
de formación de estas poligonales inscriptas en el arco que vamos a 
construir, cuyos extremos sean los vértices opuestos de un cuadrado, y su 
diagonal, por lo tanto, la cuerda del arco; la primera poligonal inscripta 
será el eneágono equilátero de ángulos rectos dibujado en la figura 85, 
cuyos vértices numerados corresponden a los puntos de división de la 
escala puesta debajo; la segunda poligonal (fig. 86) consta de 81 lados, 
y se obtiene intercalando entre cada dos vértices de la primera ocho 
nuevos vértices, resultando asimismo equilátera y de ángulos rectos; estos 
nuevos vértices los hacemos corresponder con los nuevos puntos de división 
de la escala que se obtiene dividiendo los segmentos de la anterior en 
nueve partes iguales; prosiguiendo así, los puntos del cuadrado cuyas 
coordenadas tienen expresión finita en el sistema de numeración ternaria 
(Cap. I, nota IT), tienen un homólogo en el segmento; cada punto no 
expresable en forma finita está contenido en una sucesión de cuadrados, 
cada uno contenido en el anterior, tales que sus lados tienden a cero, y 
cuyos segmentos homólogos, cada uno contenido en el anterior, tienen un 
sólo punto común, que asignaremos como homólogo de aquel punto del 
cuadrado. 

Fácilmente se ve que la correspondencia establecida, (unívoca, pero 
no biunívoca), es continua, y se logra expresar las coordenadas del punto 
del cuadrado como funciones uniformes y continuas del punto del seg- 
mento. 


II. Tablas de funciones. — a) Las primeras tablas dë funciones, he- 
chas en forma moderna y con fines prácticos, datan del siglo XVI y se 
refieren a las funciones circulares. Modernamente, las máquinas calcula- 
doras han revolucionado el problema de la tabulación: en los últimos 30 
años, casi todas las tablas extensas se han construído con ayuda mecánica 
o eléctrica, lo que ha permitido realizar cálculos prácticamente imposibles 
de otro modo. Con estos recursos se ha conseguido: 

19) Modificar los métodos de cálculo, aumentando la importancia de 
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lan tablas de valores na- 
turales de las funciones. 
en oposición con la de sus 
lugyaritmos; 

29) Obtener tablas 
prúcticamente libres de 
oerores. 

b) Entre las colec- 
cines de tablas construí- 
dan con procedimientos 
mecánicos están las in- 
plenas de la British Asso- 
nation for the Advance- 


ment of Science (Cam- ` 


bridge Univ. Press, cita- 
das BAAS) y las del gru- 
po americano del Mathe- 
matical Tables Project, 
Nueva York (citadas 
MTP), publicadas por el 
National Bureau of Stan- 
dards, Wáshington, D. C., 
y por la Columbia Uni- 
versity Press, N. York. 

En el tránsito hacia 
Ins modernas calculado- 
ras electrónicas, con pro- 
preso gradual de la co- 
nexión mecánica hacia la 
vléctrica, deben citarse 
los trabajos de la Univer- 
sidad de Harvard, Aber- 
deen Proving Ground, 
Universidad de Pennsyl- 
vania, Massachusetts Ins- 
Litute of Technology, ete. 
La primera publica la 
„crie The Annals of the 
Computation Laboratory 
(Harvard Univ. Press, 
citado ACL), de libros so- 
bre calculadoras veloces 
y tablas construídas con 
cl aparato “Automatic 
Sequence Controlled Cal- 
culator”, Los números I 
y XXIV de la serie se 
ncupan, respectivamente 
de esta máquina y de otra 
(conocida como Mark 
II), que en 1948 se tras- 
ladó al Naval Proving 
Ground, Dahlgren, Vir- 
ginia: 

ACL, n? I. A manual 
of ọperation for the Au- 


tomatir Sequence Controlled Calculator. 
ACL, n? XXIV. Description of a relay calculater. 1949, 
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A la calculadora llamada Mark III (también trasladada, en 1950, 
al Dahlgren Proving Grounds), se refiere: 

Description of a magnetic drum calculator. (The Staff of the Com- 
putation Laboratory; Harvard Univ. Press; Cambridge, Mass., 1952). 

De la misma colección ACL deben citarse los siguientes volúmenes, 
de los cuales los dos primeros dan una visión completa del estado de co- 
nocimiento acerca de las máquinas calculadoras automáticas digitales en 
1947 y 1949: 

Proceedings of a Symposium on large-scale digital calculating machi- 
nery, 1948. 

Proceedings of a second Symposium on large-scale digital computing 
machinery, 1951. 

Synthesis of electronic computing and control circuits, 1951. 

Trata de las máquinas digitales, y también de los recursos de tipo 
continuo o análogo, es decir, no digital, la obra de conjunto: 

F. J. MURRAY: The theory of mathematical machines. (2% ed., King’s 
Crown Press, Nueva York, 1948). 

Una obra sobre máquinas modernas, que destaca su fundamento ló- 
gico más que los detalles de su construcción y contiene excelente biblio- 
grafía, es: 

D. R. HARTREÐ: Calculating instruments ona machines. (Univ. of 
Minois Press, Urbana, 1949). 

Una exposición, “intended for everyóne”, con extensa bibliografía, es: 

E. C. BERKELEY: Giant brains or machines that think. (Wiley, Nue- 
va York, 1949). 

Del mismo tipo es: 

L. COUFFIGNAL: Les machines à penser. (Les Éditions de Minuit, 
París, 1952). 

Entre otros varios tópicos, contiene breve historia, discusión y com- 
paración de las máquinas calculadoras británicas, con muy breve referen- 
cia a las americanas, y aplicaciones, la colección de artículos editada por: 

B. v. BOWDEN: Faster than thought. A symposium on digital compu- 
ting machines. (Pitman, Londres, 1953). 

Con especial referencia a la EDSAC (Electronic Delay Storage Au- 
brea Calculator), una de las primeras calculadoras veloces, está la 
obra: 

M. V. WiLkes, D. J. WHEELER y S. GILL: The preparation of pro- 
grams for an electronic digital computer. (Addison-Wesley, Cambridge, 
Mass., 1952). 

Una discusión de los dispositivos mecánicos y circuitos eléctricos que 
pueden incorporarse en las máquinas calculadoras, con una breve sección 
sobre análisis numérico y discusión detallada de dos problemas, da: 

High-speed computing devices. (The Staff of Engineering Research 
Associates; McGraw-Hill, Nueva York, 1950). 

Sobre máquinas digitales está: 

M. MANDL: Fundamentals of digital computers (Prentice-Hall, En- 
glewood, 1958). 

c) Una amplia orientación en la gran cantidad de tablas de distintas 
características, publicadas en volúmenes separados o en revistas, puede 
obtenerse en el valioso libro: 

A. FLETCHER, J. C. P. MILLER y L. st: An index of mathe- 
matical tables. (Scient. Computing Service, Londres; McGraw-Hill, Nueva 
York, 1946). 

Desde enero de 1943, el National Research Council, Wáshington, D 
C., publica la revista trimestral: 

Mathematical tables and other aids to computations. 


d) Daremos una bibliografía sobre tablas de funciones algebraicas y 
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trascendentes elementales, salvo las de logaritmos decimales, que se in- 
eluyen en el cálculo logarítmico (Cap. IX, nota I, e). 

Tablas varias, muy breves, contienen los manuales de ingeniería, co- 
mo los de traducción española: 

“HÜTTE”: Manual del ingeniero. (4 vols., G. Gili, Barcelona y Bs. As., 
1048; trad. de la 26? edic. alemana, Akad. Verein Hütte, Berlín, 1931); 

M. FOERSTER: Manual del ingeniero y del arquitecto. (2 vols., Espasa- 
Calpe, Madrid, 1926; versión de la 4? edic. alemana). 

Colecciones más amplias de tablas de este tipo son: 

F. EMDE: Tafeln elementarer Funktionen - Tables of elementary func- 
tions. (Teubner, Leipzig y Berlín, 1940, 2% ed., 1948; reimpr. Edwards 
iros. Ann Arbor, 1945). 

H. B. DWIGHT: Mathematical tables of elementary and some higher 
mathematical functions. (Tercera impresión, con agregados, McGraw- 
Mill, Nueva York, 1944). 

Una famosa colección de tablas de trascendentes superiores, con fór- 
mulas e interesantes gráficas planas y "proyecciones de relieve, y un ex- 
tenso apéndice sobre funciones elementales, da la obra de edición bilingüe: 

E. JAHNKE y F. EMDE: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven - 
Tables of functions with formulae and curves. (Teubner, Leipzig y Ber- 
lín, 1909, 1933, 1938; edic. ampliada, Dover, Nueva York, 1945). Una 
sexta edición, también bilingüe, de esta obra fue publicada con la cola- 
boración de F. LóscH bajo el título: Tables of higher functions. (Mc 
(iraw-Hill, Nueva York, 1960). > 

Semejantes a éstas, mejor impresas, pero abarcando menos funcio- 
nes y sin figuras, son: 

W. FLúGGE: Four-place' tables of transcendental functions. (McGraw- 
Hill, Nueva York, 1954). 

Un compendio de más de 50 tablas de funciones elementales y algu- 
nas superiores, dadas ¿en su mayor parte con 6 decimales y con tablas 
auxiliares cerca de las singularidades de las funciones, es la excelente 
obra de: 

L. J. COMRIE: CHAMBERS'g six-figure mathematical tables: vol. I, 
Logarithmic Values; vol. II, Natural Values. (Van Nostrand, -Nueva 
York, 1949). 

e) Muy útiles en cálculo numérico, además de las citadas (Cap. I, 
nota II), de CRELLE, son las tablas de BARLOW, que datan de 1814. Mo- 
dernizadas y ampliadas con los recursos mecánicos por L. J. COMRIE, se 
publican con el título, que indica su -contenido, de: 

BARLOW’s tables of squares, cubes, square roots, cube. roots, and reci- 
procals of all integer numbers up to 12.500. (4% ed., Spon, Londres, 1941). 


Tablas mucho más amplias y precisas de estas funciones son las de 
BAAS y de MTP (ver b). 

f) Tablas de la función exponencial contienen las citadas en d) y 
la de MTP sobre e” (3? ed.; U. S. Government Printing Office, Wáshing- 
ton, D. C.; 1951). También del MTP hay tablas de logaritmos naturales, 
con 16 decimales (4 vols., 1941). 

g) Las tablas logarítmicas de funciones circulares se citan en el 
Cap. IX, nota I, ez. Tablas breves de valores naturales de funciones cir- 
culares e hiperbólicas figuran en muchas colecciones generales (d). 

Muy adecuadas son las tablas de: 

L. M. MILNE-THOMSON y L. J. COMRIE: Standard four figure mathe- 
matical tables. (Macmillan, Londres, 1931); 

K. HAYASHI: Fünfstellige Funktionentafeln. (Springer, Berlín, 1930) ; 
así como otras mayores de estas funciones y de trascendentes superiores, 
del mismo autor. ; 

Entre las tablas mayores están las del MTP (ver b): 

Tables of sines and cosines for radian argumente (1940), 
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Tables of circular and hyperbolic sines and cosines for radian argu- 
ments (1939; 3% ed., 1953), 

Tables of circular and hyperbolic tangents and cotangents for radian 
arguments (1943), 

Table of arc tan x (1942), 

Table of arc sin æ (1945); 
las alemanas de J. PETERS, de 6 y de 8 decimales, en argumento sexage- 
simal, de H. BRANDENBURG, de 6 y de 7 decimales y las de 7 decimales 
para funciones circulares e hiperbólicas directas e inversas, lg x, e”, e”, 
etcétera: 

F, LóscH: Siebenstellige Tafeln der elementaren transzendenten 
Funktionen. (Springer, Berlín, 1954). 

En la serie ACL (ver b) figuran: 

XX. Tables of inverse hyperbolic functions (1949), 


XXII. Tables of the function 2 (1949). 


Para muchos cálculos, por ejemplo de ln(x + iy) con x é y racio- 
nales, es útil 
” J. TODD: Table of arctang of rational numbers. (Nat. Bureau of 
Standards, Applied Math. Series, n? 11, Washington, D. C., 1951). 

También recientes son las pequeñas tablas, la primera de pequeña 
diferencia tabular, y las otras dos de gran precisión: 

Five-figure Tables of natural trigonometrical functions. (His Majes- 
ty's Stationery Office, Londres; British Information Services, Nueva 
York, 1947); 

Table of sines and cosines to fifteen decimal places at hundredths of 
a degree. (Nat. Bureau of Standards, Appl. Math. Series, n? 5 1949). 

Tables of secants and cosecants to nine significants figures at hun- 
dredtħs of a degree. (Ídem, n? 40, 1954). 

De esta última procedencia hay también reediciones conjuntas (1954) 
de tablas citadas anteriormente. 





CAPÍTULO VIII 


FUNCIONES DERIVABLES 


$ 30. CONCEPTO DE DERIVADA 


1. Incrementos y razón incremental. — Si en la función de 
una variable y = f(v) damos a la variable independiente g 
un incremento arbitrario, positivo o negativo, Ax (Ax se lee 
incremento de x, y no debe confundirse con un producto), es 
decir, si pasamos del valor x al valor +A x, la función pasa 
del valor f(x) al valor f(x+-A z), y recibe, por consiguiente, 
un incremento (positivo, nulo o negativo) que llamaremos Ay: 
[30-1] Ay = f(x + Ag) — f (x). 

La magnitud de este incremento de la función nos da una 
primera idea de la rapidez con que ésta crece (o decrece), pero 
si nos preguntamos cuántas unidades crece y, por cada unidad 
de crecimiento de x, tendremos una información mejor si di- 
vidimos por Ax y formamos la razón incremental : 


Ay _ f(x+Ax) —f(x) 
[30-2] Ax Az 
que representa la rapidez media de crecimiento en el interva- 
lo (x, v + Ax). Por consiguiente, depende no solamente de v, 
sino también de Ax. Su interpretación geométrica es muy sen- 
cilla: nos da el coeficiente angular de la secante P P’ (fig. 87), 
pues en el triángulo P H P’ se tiene: 
Ay _ 
[30-3] a tg v. 
Conviene hacer una figura para el caso Ay <0. EI incremento œ 
de la variable independiente también puede tomarse negativo. 
En la función y = f (x) = x? se tiene: 
Ay = (x+ 4g)? — x2 =2xAx + (A 2)? 
¿ Ay 
30-4 4 = 2% + Az, 
[30-4] E + 
es decir, para pequeños valores de Ag, la razón incremental es 
aproximadamente igual a 2 x, tanto mayor cuanto mayor sea 7%, 
lo que es fácil de ver en la gráfica (fig. 39, en $ 23-2). 
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En lo que sigue indicaremos también con h y k los incre- 
mentos de la variable independiente y de la función, respecti- 
vamente: 


Ax=h, Ay=k. 





x+A x 
Fig, 87. 


EJERCICIO: Expresar el incremento y la razón incremental en la 
función S =f(r)= T Y”, que da la superficie de un círculo en función del 
radio, e interpretar geométricamente el primero. 


2. Noción de derivada. — Como en los distintos puntos del 
arco P P’ (fig. 87) la rapidez de crecimiento de f(x) varía, 
tendremos una idea tanto más precisa de dicha rapidez en el 
punto P cuanto menor sea h. Esto nos conduce a considerar 
no la razón incremental [30-2], sino su límite para A x =h > 0. 
Dicho límite se llama derivada de la función y = f(x), y se 
indica con y': 


E f(x +h) —1(x) 


, para h—=0. 


h 





Naturalmente, este límite puede no existir, de modo que 
no toda función tiene derivada en un punto, aun cuando sea 
continua en él. Cuando el límite exista y sea finito, diremos 
que f(x) es derivable en el valor de x considerado. 


EJEMPLO: Para la función y=x* tendremos, por [30-4] : 
[30-6] y' = lim (2x +h) = 2z. 


EJERCICIO: En el ejercicio del apartado anterior, hallar la derivada e 
interpretar geométricamente. 
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De la definición [30-5] de n derivada resulta (§ 24-3): 
niendo ņ un infinitésimo para Av —> 0, y de aquí se obtiene la 
alulente expresión del incremento: 

[30-7] AY = YAT+naz. 

_ Cuando y'0, el primer' término es de orden inferior 
($ 24-3, c) al segundo, y por consiguiente ($ 24-3,c) es un 
infinitésimo equivalente al incremento, que llamaremos parte 
principal del incremento ($ 34-1). 


3. Cálculo directo de algunas derivadas. — a) Para la fun- 
ción constante y = f (x) = c tendremos k = f(x + h) — f (x) = 
= ¢—cec = 0.. k/h = 0 >. y'= lim0 = 0, o sea: 

La derivada de una constante es cero. 

b) Para la potencia de exponente natural y =f (2) = x” 
tendremos, poniendo por brevedad x + h = qı: 


k h)” — q” n__ qn 
O E m p g? m 


+ grg? sa + gr, 
efectuando la división. Si ahora h > 0, 2, >+%w, y cada uno de 
los n — 1 primeros términos del último miembro tiende a "`, 
con lo cual se tiene: 
[30-8] y” = lim k/h = ngm. 
Para n = 1 resulta y = z, y’ = 1.x° = 1, es decir: 
La derivada de la función identidad es 1. 
c) Derivada de la función y = a x? + bæ + c. Dando a z 
E incremento h se tiene: 
=a( +h)?+b(x T h) + e —(axr”+bx+c) =(2 ax+b) h+ah* 
. k/h=2ax+bwW+ah; 
y finalmente, 
[30-9] y” =lim k/h=2ax+b. *: 
d) Si en el caso anterior hacemos a = 0, tendremos para 
la función lineal y = b x + c la derivada y’ = b. : 


4. Interpretación geométrica de la derivada. — Antes de 
ver cuál es el significado geométrico de la derivada, debemos 
definir la tangente a una curva C en un punto P de ella (fig. 
88). Para ello observemos que cualquier otro punto A de la 
curva determina con P una recta secante s = P A. Cuando A 
se mueve acercándose a P sobre la curva, también se mueve 
la secante s girando alrededor de P como indica la figura. Si 
esta secante variable tiênde a una posición limite t, la recta t 
se llamará tangente a la curva en el punto P. 

Para comprender el significado de límite de una recta va- 
riable que pasa por un punto fijo, debemos tener presente que 
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en el haz de rectas se definen los límites de modo análogo al de 
la serie rectilínea o recta puntual, es decir, por la condición 
de que el ángulo (que es una coordenada en el haz) tienda 


$3 





Fig. 88. 


a 0. En términos precisos: La tangente t está determinada 
por la condición de que el ángulo agudo st formado con ella 
por la secante variable s tiende a 0 para A — P, o sea cuando 
A P —0. 


La tangente a una curva puede muy bien no existir, aun cuando la 
curva sea continua en el punto. 


EJEMPLOS: 1. La función f(x)=| æl, que está representada por las 
bisectrices del primero y segundo cuadrantes, es continua en =Ù, pero 
la curva no tiene tangente allí, pues si nos acercamos a «=0 por la 
sucesión de valores: 

1 —1 1 —1' (—1)" 
, , AA A o 
2 3 4 5 n 
los correspondientes puntos de la curva determinan con el origen secan- 
tes que coinciden alternati- 
vamente con una u otra bi- 

y sectriz, y que por lo tanto no 
tienden a ninguna posición 
límite. : 

2. En la función f(x) = 


TT 
= x sen —, completada “por 
x 


continuidad” en x«=0 po- 
niendo f(0) =0, la gráfica 
(fig. 59, en $ 24-1) está com- 
prendida entre las rectas 
=% e y = — 2%. 
Tampoco existe tangente en 
x = 0, esta vez aunque nos 
acerquemos siempre por el 
mismo lado, pues no existe 
Fig. 89. el límite de k/k = sen T/k. 





Hemos visto (§ 30-1) que la razón incremental mide el 
coeficiente angular de la secante P P’ (fig. 89). 

Ay 

Ag 





= tg o. 
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Si ahora A gv — 0 el punto P’ se aproxima a P sobre la cur- 
va, y la secante tiende hacia la recta t, tangente en el punto P, 
de modo que si existe derivada finita tendremos, pasando al 
límite en la relación anterior (teniendo en cuenta la continui- 
dad de la función tg) 


o sea: 


cs decir, la derivada de una función en un punto mide la pen- 
diente o coeficiente angular de la tangente a la curva en dicho 
punto. 


5. Derivadas laterales. Derivada infinita. — El ejemplo 1 
de $ 30-4 nos muestra que a veces el cociente de incrementos 
tiene límites distintos, según que h tienda hacia 0 por la de- 
recha o por la izquierda ($ 25-4). Entonces, las dos semirrec- 
tas tangentes no forman una sola recta, sino un ángulo distinto 
de 180%. Los dos lí- 
mites del cociente in- y 
cremental suelen lla- 
marse derivada a la 
derecha y derivada a 
la izquierda, y repre- 
sentan las pendientes 
de las dos semirrec- 
tas tangentes en el 
punto anguloso. Otro 
ejemplo es el si- 
guiente: 





Fig. 90. 


EJEMPLO 1. Í(x)=x/(1 + e”) para x 40. 

Al tender x a cero, tiende f(x) a cero; luego, poniendo f(0)=0 se 
tiene una función continua (fig. 90). La razón incremental a partir de 
r=0 es: 

k/h = f(0 Oi 

Para h>0, e*>.+0;  k/h=0,. 

Para h>0, er—=>0; k/h —> 1. 

Por tanto, en el origen, la derivada a la derecha es cero, y a la iz- 
quierda es uno. 


= 1/(1+ 7). 


Si la función es continua y la razón incremental tiene límite 
infinito, la curva tiene tangente vertical (es decir, paralela al 
eje y); pero esto puede acontecer de tres modos, según que el 
límite sea del mismo signo por ambos lados, o de distinto sig 
no, o no conserve signo constante en uno o ambos lados. 
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EJEMPLOS: 2. Sea la función y = x'/* (fig. 91). 
En el punto x=0, el cociente incremental es: 


2 


ajm 


k h -— 
M a A 





Cuando el límite es -+ œ% por ambos lados (o bien — œ por ambos), 
la tangente atraviesa la curva y el punto es de inflexión ($ 33-9). Las 
dos semirrectas tangentes son opuestas. 


2 
3. Sea la función y=xw* (fig. 92). 
En el punto x=0, el cociente incremental es: 





a 
k h" sE 
— — — 3 
q == =h $> œ 
con signo + por la derecha y — por la izquierda. Las dos semirrectas 


tangentes coinciden. El punto se llama cuspidal o de retroceso. 





Fig. 91. Fig. 92. 


4. Si f(x) es la función de DIRICHLET ($ 23-3, ej. 4), es 


— 1 
y= rx | 1 +] 
continua en x = 0 (fig. 93), y la derivada œ% no tiene signo determinado 
ni a la derecha ni a la izquierda. No existen, por tanto, semirrectas tan- 
gentes, pero sí recta tangente, como se definió en § 30-4. 


Para evitar esta incongruencia, conviene restringir esta definición 
del modo siguiente: 


DEF.: Se dice que una curva tiene tangente única en un 
punto, o que el punto es ordinario, cuando existen semirrectas 
tangentes a los dos arcos en que se divide por dicho punto, y 
éstas son opuestas. 

Diremos que existe derivada única en un punto, cuando 
existen y son iguales las derivadas a la derecha e izquierda 
de dicho punto, es decir, cuando ambas tienen valores finitos 
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iynales (tangente oblicua), o bien ambas son infinitas de igual 
myno (tangente única vertical). 

Así, pues, las funciones de los ejemplos 3 y 4 no tienen 
iitunda única en el 
urigen, y las respec- y 
livas curvas no tienen 
tangente en dicho 
minto, en el sentido 
entricto ahora defi- 
nido. 


abs. irrac. abs. rac. 


6. La función de- 
rivada. — Hasta aho- 
rn hemos definido y 
enleulado la derivada 
ae una función para A 
un valor fijo asigna- abs. rac. abs. irrac. 
doa z. 

Si la función f(x) 
licne derivada en ca- 
da punto x, el valor de dicha derivada depende en general de z, 
es decir, es una nueva función de x que se llama función deri- 
vada, y se designa también por f’ (x) o por Df (x). : 

Estas 'notaciones tienen con respecto a y” la ventaja de 
poner en evidencia la variable independiente (con respecto a 
ln cual se deriva). La primera es más apropiada para indicar 
valores numéricos de la función derivada, o valores de la deri- 
vada en determinados puntos: f'(0), f”(2), f'(—3/2). La no- 
tación Df(x) se presta más para indicar derivadas de funcio- 
nes dadas explícitamente; por ejemplo, las derivadas calcula- 
das en $ 30-3 nos permiten escribir: 


[80-11] De = 0; D æ = m2"; D(ax? + bx+c) = 2ax+b. 


En realidad, en $ 30-3, si bien entendíamos referirnos a un valor de- 
terminado de x, no lo hemos especificado numéricamente, y entonces he- 
mos obtenido las derivadas como funciones de x, es decos: funciones de- 
rivadas y no valores particulares de las mismas. 





Fig. 93. 


Análogamente, se designan por f”,(x0) y 1'-(xo) las deri- 
vadas laterales a la derecha y a la izquierda en zo, y con f”, (%) 
y f(x) las correspondientes funciones. é 


EJEMPLOS: 1. Dada la función y = f (x)= a calcular f'(2). 

Por [30-11], la función derivada es f'(x)=3 x*, y entonces f'(2)= 12. 

2. ¿Cuáles son los puntos de la curva y = f a= en los cuales la 
tangente tiene pendiente 1/3? 

Debemos resolver la ecuación en æ: f (x)= 3z = 1/3, que tiene las 
raíces 2.=1/3, xı =— 1/3, y entonces los puntos son: P,(1/3, 1/27), 
Po(—1205—1/27). 


7. Angulo de dos curvas. — Llamaremos ángulo de dos cur- 
vas, y = f(x), y = g(x), que se corten en un punto P de abs-- 
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cisa vı al ángulo 9 de sus respectivas tangentes en P. Como. los 
coeficientes angulares de estas tangentes son ($ 30-4) : 
Mı = f (21), M = ge (21), 
es decir, los valores de las derivadas para x= x,; el ángulo 0 
Piai dado por su tangente, como sabemos por geometría ana- 
ítica : 
Mı — Ma f’ (xı) — g’ (x1) 

30-12 tg 0 = ———— = M, 
l ] s 1 -+M Mm 1 +f (z1) g (x) 

Naturalmente, dos curvas pueden formar varios ángulos, 
pues pueden cortarse en varios puntos. 


8. Continuidad de las funciones derivables. — Una condi- 
ción necesaria para que una función sea derivable (es decir, 
admita derivada finita) es la continuidad, es decir: 

Toda función derivable es continua. 

Demostraremos el siguiente teorema, más general: 


. TEOR.: Si la función f(x) admite derivadas laterales fini- 
tas (iguales o no) en un punto xo, es continua en este punto, 
Se tiene, en efecto, tomando los incrementos a partir de zo: 


k= Sh > (80) .0=0 para h>0*, 


=> 120) .0=0 para h 0 
es decir, la función es continua. 

No puede afirmarse otro tanto si una de las derivadas la- 
terales o la derivada única, es infinita en xo. 


EJEMPLO 1. En la función y =sgx* ($ 23-6,b), el incremento a par- 
tir de x = 0 es: 
k=1 para h>0, y k=—/1 para k<0, 
y el cociente incremental tiende por ambos lados a + œ, siendo discon- 
tinua la función en % = 0. Pero también puede ocurrir que la derivada 


sea infinita y la función sea continua, como lo muestra el ejemplo 2 
de § 30-5. 


La reciproca no es cierta. Hay funciones continuas que no 
tienen derivada, ni siquiera laterales, en algunos puntos, por 
no ser comparables los infinitésimos Ay y Ax, es decir, por 
carecer de límite el cociente de ambos. Tales puntos de con- 
tinuidad no son ni ordinarios ni angulosos. Esto acontece en 
el ejemplo 2 de $ 30-4. Para verlo analíticamente, basta for- 
mar la razón de incrementos: 


k f(0+h)—f(0) h.sen r/h 


que carece de límite para k — 0, pues oscila entre +1 y —1. 


EJEMPLO 2. Si consideramos la función análoga 
[30-13] g(s) = Y sen T/x para xÆ#Æ0, g(0)=0, 
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tendremos, en cambio, tomando incrementos a partir del origen: 


[:10 14] k/h = h.sen T/h — 0, 

rentado que era de esperar, pues la gráfica de g(x) está comprendida 
unire las curvas y =%° e y =— x°, que tienen la misma tangente en 
r 0. i 


Existen también funciones continuas, construídas por B. 
BOLZANO, K. WEIERSTRASS, U. DINI, K. KNOPF, etc., que care- 
cen de derivada en todos sus puntos, es decir, hay curvas uni- 
formes ($ 25-1,b) que no tienen una dirección determinada 
en ningún punto. La construcción de tales funciones puede 
conseguirse mediante su expresión por algoritmos indefinidos. 
lin capítulo IX, nota VIT, veremos un ejemplo sencillo, 


EJERCICIOS 


1. Razón incremental de: 
a) y=x* para x=1, Ax—0,1; 
b) y=1/%æ para x= 2. Ag% = — 0,2. 
2. Hallar, aplicando la definición, las derivadas de las funciones: 
y = 1/2, y=2 Vx, y= Vax +b. 

3. Representar la curva y = f(x) = æ — 3x”, y determinar los 
puntos donde la tangente es paralela a la recta y = 9% + 13. 

4. Fórmense funciones con derivadas laterales distintas. (Basta de- 
finir funciones con límites distintos por ambos lados, y multiplicar por 
x Ó por x — a). 

5. La función definida por 
T T 

S Soa 
gy Memi SA 
para 0<w*e<l y f(0) = £(1) = 1, 
¿tiene derivada a la derecha en 0, y a la izquierda en 1? 
6. ¿Para qué valores reales de r y s, la función definida por 
f(x) = (x?)" sen (% >)” para a 40, f(0) = 0, 
19) tiene derivada en x= 0; 2%) esta derivada es continua en x% =0? 
Gráfica de valores en el plano rs. 

7. Hallar el ángulo de las curvas y =2 V %, y= 2 x°, en el punto 
de intersección distinto del origen. 

8. En qué puntos y bajo qué ángulos se cortan las curvas 

y = æ’ — 9, y =x — 3? 

9. Funciones continuas sin derivada en infinitos puntos pueden cons: 
truirse fácilmente, sin necesidad de algoritmos infinitos. Probar que la 
función de HANKEL: , 

y =æ sen(T/x).sen[1l/sen(T/x)] para xÆ0, xx#Æ+i1/n, 

y=0 para x=0, +1, +1/2, + 1/3, . 

es continua en todo el campo real y que no admite derivada en ninguno 
de los puntos: 0, +1, + 1/2, + 1/8, 


10. Una función notable, estudiada por GONZÁLEZ QUIJANO (Congreso 
de Valladolid, 1915), es la originada al poner f(0)= 0/1, £(1)=1/1, y 
supuesta definida en los puntos n/2. (0 <n< 2") para r=0,1,2,...,p» 





f(x) = x? sen 
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p+1 P 
se define en los puntos (2m + 1)/2 , (0SmS<2 —1), 
tomando: 
¿(2mM4 1) _ 2H a o EEA A) 
oP t1 q+4 9P q 9? q 


con plq, p'/q' fracciones irreducibles. Demuéstrese que es posible (de una 
sola manera) completar su definición obteniendo una función continua en 
(0,11, y que ésta es monótona y tiene derivada infinita en los puntos p/2". 


$ 31. LAS PRIMERAS APLICACIONES DE LA DERIVADA 


1. Ecuación de la tangente a una curva plana uniforme. — 

Dada una curva de ecuación: 

= f(x), 
se trata de escribir la ecuación de la recta tangente en un pun- 
to P de abscisa x. 

Poniendo y, = f (xı), la ecuación de una recta cualquiera 
que pase por el punto P (xı, Yı) es, como sabemos por Geome- 
tría analítica : 

[31-1] y — Yı = m (x — 21), 

obteniéndose una recta del haz para cada valor asignado a m. 
Pero m es el- coeficiente angular de la recta [31-1]; entonces 
($ 30-4) debe ser igual al valor de la derivada en vı para que 
dicha recta coincida con la tangente: 


m = f' (%1), 
con lo que la ecuación de la tangente será: 
[31-2] y — Yı = f’ (xı) (x — %1). 


Cuando la derivada es infinita en x,, la tangente es para- 
lela al eje y, y entonces su ecuación es: 


[31-3] g = L. 


EJBMPLO: Ecuación de la tangente a la parábola y = f (x)= x en el 
punto de abscisa xı = 8. 


Se tiene y, = f (3) = 3" = 9, de modo que el punto es P(3, 9). 
Como la función derivada es por [30- 11] £'(x)=2x%w, tendremos 
m=1'"(3)= 2.3 = 6, y finalmente la ecuación de la tangente: 


y — 9 = 6 (x — 3), o bien: y = ô xz — 9, 


2. Ecuación de la normal. — Se llama normal a una curva 
„en un punto P a la perpendicular a la tangente trazada por P. 

Por pasar por P (x, yı), la normal tiene también una ecua- 
ción de la forma y — yı = m, (x — zı) y como la condición 
de perpendicularidad de dos rectas es que sus coeficientes an- 
gulares sean recíprocos y de signos contrarios, tendremos: 
mi = — 1/f' (xı), con lo cual la ecuación de la normal es (si 


f (x1) 40): 
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181-4] YIZY = — “o (1 — 21). 


Si f'(x,) =0 no se puede aplicar [31-4], pero en este caso 
ln tangente es paralela al eje x (¿por qué?), entonces la nor- 
mal será paralela al eje y, y su ecuación será simplemente: 


181-5] x= íi. 


EJEMPLO: Ecuación de la normal a la parábola y=x* en el punto 
m = g. 

En el ejemplo del apartade anterior hemos escrito la ecuación de 
In tangente en dos 
formas. Reemplazan- 
do 6 por —1/6 en la 
primera de ellas, se 
tiene la ecuación de 
la normal y—9= 
~ (—1/6) (x—3), que 
on la forma explícita 
os: y = (— 1/6) x + 
} 19/2. 


3. Segmentos 
determinados por 
la tangente y la 
normal. -— Conside- 
remos una curva 
y = f (x), y las rec- 
tas tangente y nor- 
mal en un punto 
P (xı, yı) de la misma. 

Los segmentos determinados sobre esas rectas por el punto 
P y las respectivas intersecciones con el eje x (fig. 94) se lla- 
man: 





Fig. 94. 


segmento tangente t= QP 
segmento normal n= PR 
Para calcular sus longitudes se hallan antes las de sus pro- 
yecciones sobre el eje x, que llamaremos subtangente y sub- 
normal, 
S: =QH, S, = HR 
con los signos correspondientes. 
a) Cálculo de S. y S,. — En el triángulo rectángulo Q HP 
tenemos 


Yı 
—— =t = y 
S, gp Yi 


por la interpretación geométrica de la derivada ($5 30-4); por 
lo tanto: 


_ Y 
[31-6] S, = E 
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En el triángulo rectángulo P HR (donde el ángulo en P es 
igual a p por lados perpendiculares) tenemos: 
Sa toy, 
Yi 
[31-7] “Sa = YY 


b) Cálculo de t y de mn. — Aplicando el teorema de PITÁGO- 
RAS a los mismos triángulos, resulta sin dificultad: 


Yi y 
Y y Lian Yi 1+yYl. 


4. Movimiento rectilíneo. Velocidad. — Consideremos un 
punto que se mueve sobre una recta O s, en la cual se ha defi- 
nido un sistema de abscisas. Sea P la posición del móvil en el 
instante t, y O P = s la abscisa. 

El movimiento del punto sobre la recta estará definido por 
una función: 


[31-9] s = f(t), 


f(t + At) que determina la po- 
sición del punto en un 
instante cualquiera. 
0 P As P S$ La relación [31-9], 
que da el espacio en 
función del tiempo, 
se llama ley del mo- 
vimiento. 








[31-8] t= n = 














E E i 





Demos a t (varia- 
ble independiente) un 
incremento arbitra- 
rio At. En el instan- 
te t+ A t, el punto 
móvil ocupará una 
posición P’ (fig. 95), 





Tig. 95. -— El movimiento del punto es rectilíneo, pe- : A 
ro la gráfica de su ley no es necesariamente una rec- y el espacio recorrl- 
ta. La velocidad media en it, t+ At) es igual a la 2, 

pendiente de la secante QQ” :v,, = tgw. do será: 


As=PP'=0P'— OP =f(t4+At) —Í(t). 


La relación: 
As _ f(t4At) —f(t) 
At o At 
entre el espacio recorrido y el tiempo empleado en recorrerlo 
se lama velocidad media vm del punto móvil en el intervalo 
(t,t+ At). Observemos que es la razón incremental corres- 
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pondiente a la función [31-9]. Ella nos da un valor aproxima- 
do de lo que intuitivamente entendemos por velocidad en el 
inslante €, y la aproximación es tanto mejor cuanto menor es 
ul intervalo considerado. Somos conducidos así a dar la siguien- 
to definición: llamaremos velocidad en el instante t, al límite 
de la velocidad media en el intervalo (t, t + At) cuando At =Q: 


o Aa ED) 
At—>0 At>0 At a0 At 


Pero este límite es, por definición, la derivada: 


vs decir, la velocidad es igual a la derivada del espacio respecto 
al tiempo; en la gráfica de la ley del movimiento (fig. 95) 
estará dada por la pendiente de la tangente. 


EJEMPLO: Movimiento uniforme. Si la ley del movimiento está dada 
por una función lineal: 
[31-11] s= f(t) =at +b, 
vs decir, si no sólo la trayectoria es rectilínea, sino también lo es la grá- 
fica de su ley, la velocidad es constante, pues por [30-91], 
v=T(t) = a. 

Por eso el movimiento se llama uniforme. Si llamamos so al espacio 
inicial (para t=0) tendremos, haciendo t=0 en [31-11]: s.=a0+b 
6 b=8s, y reemplazando en [31-11] se tiene la ley del movimiento uni- 
forme: 

[31-12] s = vt + s. 


EJERCICIOS 


1. Tangentes y normales a las curvas: y=, xy—1=0, en el 
punto de abscisa xı = 1. 

2. 4) Ecuación de la tangente a la curva y =a x"; 

b) Probar que en el caso n=2 (parábola de eje 0y), la tangente 
en (xı, Yy1) se obtiene uniendo dicho punto con (0, — yi); 

c) Probar que para n=— 1 (hipérbola equilátera referida a sus 
asíntotas), la tangente en (x%,, y1) se obtiene uniendo con (0, 2y1); 

d) Generalizar para n cualquiera. 

3. Hallar, respecto a la curva y=au*/3, los puntos en que la pen- 
diente de la tangente es 4; ecuaciones de esas tangentes. Puntos en que 
la normal tiene pendiente —1/9; ecuaciones de esas normales. Ángulo de 
dicha curva con y = x° en el punto (3; 9). 

4. Calcular las longitudes de tangente, normal, subtangente y sub- 
normal para la curva y = x’ en el punto x = 3/2. 


5. Hallar la ley de un movimiento uniforme, si para t =2 es s= 4, 
y para t = 6 es s= 13. i 
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$ 32. CÁLCULO DE LA DERIVADA 


1. Linealidad de la derivación. — Cuando una función no 
es muy simple, el cálculo directo de su derivada, como en $ 30-83, 
es en general complicado. Por eso nos proponemos deducir 
propiedades que nos permitan expresar rápidamente las deri- 
vadas de funciones de clases cada vez más amplias, hasta in- 
cluir todas las funciones que conocemos y sus compuestas. 

a) Sea y =f(x) una función derivable (es decir, con de- 
rivada finita), y demos a x un incremento A x; el incremento 
de la función C y es C.A y; luego, el cociente incremental — 
queda multiplicado por C, y por tanto, también su límite. Es 
decir: 

Al multiplicar por una constante una función, la derivada 
de ésta queda multiplicada por dicha constante: D(Cy)=C.Dy. 

b) Sea y=u+v+... +w una suma. de un número fini- 
to de fúnciones derivables de la variable independiente g; 


sean A4, AV, ... AW los incrementos que toman u, Vv, ..., W 
al incrementar x en A g. 
Será: 
Ay = Aut Avt ... + Aw; 
luego; 
AY Au Av Aw, 
aa nar ar Ag? 


tomando límites resulta: 
[32-1] D(u+9+>... +) =Du+Do+...+DoQ. 


La derivada de la suma de un número finito de funciones 
derivables es la suma de las derivadas. 


c) Regla análoga resulta para la suma algebraica, bien di- 
rectamente, o bien observando que cada sustraendo puede con- 
siderarse como un sumando con coeficiente —1. En general, 
llamando expresión o combinación lineal de varias funciones 
a toda suma algebraica de dichas funciones multiplicadas por 
ciertos coeficientes constantes, tendremos: 

La derivada de una combinación lineal de funciones es la 
expresión lineal análogamente formada con sus derivadas, es 
decir: E 
[32-2] 


D (a; 41 +42 Urt o Han Un)  = 41 Du +02 Duz+ ... +4 Du, 


si los coeficientes a, son constantes. 
Esta propiedad se expresa diciendo que la operación D es 
una operación lineal. 
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Con esto y las expresiones [30-11] Dc=0 y Dx" =nmx"”* de las de- 
rivadas de una constante y de una potencia de exponente natural, esta- 
mos en condiciones de derivar cualquier polinomio. 


d) Las propiedades a) y b), o la c) que las comprende, son 
“jemplos de reglas de derivación. Deduciremos reglas análo- 
«us para derivar productos y cocientes de funciones, para una 
función de función, etc. Estas reglas permiten derivar funcio- 
nes tales como f(x) = x° In (tg x +sen x), conociendo las de- 
rivadas de las funciones elementales. A las expresiones que 
dan las derivadas de estas últimas las llamaremos fórmulas de 
derivación, Comencemos por deducir la de ln x, que nos dará 
nuevas reglas de derivación (por ej., para el producto y el co- 
ciente, pues tomando logaritmos, éstos se transforman en su- 
ma o diferencia). 


2. Derivada del logaritmo. — Formaremos la derivada de 
y =Í(x) =Ilnzx 

aplicando paso a paso el proceso indicado en la aer alción 
(§ 30-2). 

Dando a x un incremento A x, tendremos para j el incre- 
mento 
a( 1+5] 

£ 


ay = In (x+Az) — ns = M1 HZ =1ł 


z) 
Ax Az l 


Antes de pasar al límite, transformemos esta razón incre- 
mental así: 





AE In (1 





í 


E mt in ( a 
As g as m(t o. by 


=n (1+ t), 


siendo t = Ag/x. Cuando A % — 0 también t— 0, 1/t = œ, y en- 
tonces (§ 21-5,b y § 24-9), 
lim (1+t) *=e. 
Como el límite del logaritmo es el logaritmo del límite (por 
la continuidad de esta función: $ 27-3), resulta para Ax y 
t —> a 


lim 2 = (1/2) lim ln (144) = (1/x) In (lim (1 +t)v*] = 
= (1/2) .In e =1/x, 
O sea: 


EN 


[32-3] Ding a 
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Para la función logaritmo decimal, por [8-12] lgx = M ln v, ten 
dremos: 
[82-4] Pres —. 
Análogamente: 
1 
2- a y = 
[32-5] D log. x IE 


EJERCICIO: Probar, utilizando [32-31], que para trazar la tangente a 
la gráfica de y = ln x en un punto P, basta unir este punto con otro de 
ordenada una unidad menor, situado sobre el eje y. 


3. Derivada de una función de función. — Para calcular la 

derivada de una función de función y = f[g(x)], 0 sea: 

y = f(u), siendo u = g(x), 
comencemos por dar a x un incremento A x, con lo cual u recibe 
un incremento âu, y en consecuencia, y uno Ay. 

Para formar la razón incremental A y/A x, dividamos por 
Ax la expresión [30-7] del incremento que para la función 
y = f (u) es: 

Aay = f(u). Au +g. âu, 
válida aún en el caso A u = 0, por ser entonces A y = 0. Se tie- 
ne, asi: 
Ay/ax =T'(u).Au/Azr + y .Au/Az, 
y para Ax > 0 resulta: 
[32-6] y’ = T(u).g' (2). 


Análogamente, si: 
y=f(u),  u=glv), v = h(x). 


y = f(u). g (v). hb (x), 
y lo mismo para más funciones. 


se tiene: 


Podemos formular entonces la siguiente regla: La derivada 
respecto de x de una función que dependa de ella por interme- 
dio de otras variables, cada una de las cuales es función de la 
siguiente, es el producto de las derivadas de cada una de estas 
funciones respecto de la variable de que depende inmediata- 
mente. 


EJEMPLOS: 1. Derivada de y = ln +”. Se tiene: 


y= hau, siendo uU = a, 
y entonces, . 
1 1 3 
y = —. == R ? = —, 
Y i 3x x" x ma 
2. Derivada de y = lnx. Se tiene: 
y= uù, siendo u= lnx 
. .. 1 3n? xr 
y = 3u’. > a 


La relación [32-6] se puede escribir también asi: 
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132-7] Df [g(x)] = f(u) .Dg (x) 


yv en esta forma vemos que la letra D, símbolo de derivación, 
ne corre hacia la derecha. Por eso llamaremos a [32-7] regla 
del corrimiento de la D. 

Las derivadas de los ejemplos 1 y 2 se calculan directamente así con 
ln regla del corrimiento de la D: 

Din? = 1/2. Dæ! = 3 x’/æ = 3/x. 
D in?z = 3ln’x . Ding = (3 ln? x)/zx. 

EJEMPLO 3. Sea: 
= sen T/y para x Æ0 
=0 para x—0. 

Las dos funciones son uniformes y continuas. La segunda se anula 
en infinitos puntos de todo entorno del origen, y por tanto, Au se anu- 
In infinitas veces al tender a cero. Sin embargo, podemos aplicar la fór- 
mula [32-6], y por ser en x=0, f'(0)=2.0+0=0 por [32-1] y 
x«"(0)=0, como vimos en $ 30-8, resulta y’ = 0. 

4. El método de la derivada logarítmica. Reglas del pro- 
ducto y del cociente. — Aplicando la regla del corrimiento de 
la Da ln y (que es una función de función, pues y es a su vez 
función de x) se tiene: 

. D y = —. 


[32-8] D In y = a 


Esta expresión se llama derivada logarítmica de la función 
Y =1Í(x) (por ser la derivada de su logaritmo) *. A veces con- 
viene usarla para calcular por su intermedio y”, como veremos 
a continuación: 

Un producto de funciones, tal como 
Y = 4U.V.W, 
se puede transformar en una suma, tomando logaritmos: 
[32-9] In y = ln u + ln v + ln w, 
y derivando ahora, se tiene por [32-1] y [32-83]: 


[32-10] a la 


v = f(u) = wu, siendo u = g(x) = 


a y 





Y u V W as 
de donde resulta la derivada: 
[32-11] 





Como el procedimiento es aplicable, cualquiera que sea el 
número de factores, resulta la regla general: 

La derivada de un producto de funciones es la suma de to- 
dos los productos obtenidos sustituyendo un factor por su de- 
rivada. 





l Para que exista y” es suficiente que exista D In y, por $ 32-3, pues y = ¿In Y. y es 
derivable la función exponencial por $ 32-2 y 8. 
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NOTAS: 1. Si alguna función es negativa, no es válida [32-9] por 
no estar definido el logaritmo, pero sí [32-10], pues al cambiar de signo 


, 





u y uw, no varía el cociente ni el ya 


2. Si para algún valor de x se anula una función, por ejemplo u. 
tampoco vale [32-9], pero al variar x es: 
Ay = Au(v4+40) (w+4w), 
y al dividir por Ax y pasar al límite resulta: 
y = “vw, 
de acuerdo con la fórmula general [32-11]. 


Para calcular la derivada de 








y=, 
procedamos de igual modo: 
[32-12] Iny = In u — Inv 
[82-18]. £ =, 
de donde: ` 
[32-14] 





La derivada del cociente de dos funciones derivables es igual 
al denominador por la derivada del numerador, menos éste por 
la derivada de aquél, partido vor el cuadrado del denominador. 


Con esto estamos ya en condiciones de derivar una función racional 
cualquiera. Por ejemplo, si 





4d a —2 g? 
=- m] ? 
tendremos: 
, _ (12x? — 4x)(xt — 1) — (4x — 2x’) 4x 
P= (— i)’ : 


NoTAS: 3. Si alguna función es negativa, no vale [32-12], pero sub- 
siste [32-13], pues cambiando de signo u, cambia w’, y el, cociente es el 
mismo. 

4. Si para algún valor de x se anula u, tampoco vale [32-12], pero 
es en ese punto: 

Au Au ; ; w 
A A E = ” I , = T3 
s v+Ay g v+Aw 9 ES Y v 
resultado acorde con la fórmula [32-14], la cual es, por tanto, válida para 
todo valor de x' en que u y v sean derivables y v-distinto de 0. 


5. Derivación de determinantes. — Sea, por ejemplo, un de- 
terminante de tercer orden: 


u, (x) uz (x) us (1) 
vı (2) Və (x) Va (x) 


wW (2)  Wwa(2) Wa (z) 
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(ada término es de la forma: u; (x) v; (x) w, (x), y su 
«lnrivada consta de tres términos, que sólo difieren en tener 
nvcentuada la u, o la v, o la w. 

Agrupados los primeros, forman el determinante que sólo 
difiere en tener acentuada la primera fila; y análogamente 
Ins otras; luego: 

La erivada de un determinante cuyos elementos son fun- 
ciones de una variable, es la suma de los determinantes obte- 
nidos derivando los elementos de una sola fila. 


6. Derivadas de las funciones potencial y exponencial. — Si 
y=Íf(x)=x% —(x>0), 
tomando logaritmos (lo que puede hacerse por ser y > 0), 
Iny =a. lng, 
v derivando ahora, resulta y'/y = a. (1/x) = a/x, de donde 
ne despeja y” obteniéndose: 


fórmula ya obtenida [30-11] para exponente natural. 

La derivada de la función potencial de exponente real cual- 
quiera se obtiene multivlicando por el exponente y disminu- 
vendo éste en 1. 

El mismo método de la derivada logarítmica puede aplicar- 
se a la función exponencial: . 

= f(x) = a"; (a >0) 
' mysz. hna 
y derivando [por [32-8] y $ 32-1,a]: y'/y = Ina 


y en particular: 
[32-17] D e = æ, 
En el caso de ser base y exponente ambos variables, es decir, para 


funciones de la forma y =u(x)"'”, puede aplicarse el mismo método. Por 
ejemplo, si y = x’, se tiene Iny=x.Inxw, y entonces: 


7 1 ' 
a = 1l.Inx + ER =1 -+ Inz 
. y =x% (1+In2x). 

OBSERVACIÓN: Estas fórmulas de derivación pueden gene- 
ralizarse. Considerando, por ejemplo, la potencia de una fun- 
ción de x: ut, se tiene una función de función: 

= f(u) = ut, siendo yu = glx), 
y entonces la regla del corrimiento de la D da: 
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Dy = f(u). D g(x), 
o sea por [32-15]: 
Du = a. u~. Du. 
Análogamente resulta de [32-16]: 
Dæ =a"lna. Du. 
Lo mismo puede hacerse con las demás fórmulas de deriva- 
ción que iremos hallando (§ 32-11). 


7. Derivadas de las funciones circulares. — Hallaremos di- 

rectamente la derivada de 
y = f(x) = sen z, 
y luego ella nos dará, por aplicación fácil de reglas anteriores, 
las derivadas de las demás funciones trigonométricas. Dando 
a x un incremento Ax, tendremos para la función el incre- 
mento: 
A y = sen (+A x) — sen x 
= gen v Cos A g% + cos v sen A z — sen x 

con lo cual la razón incremental puede escribirse: 


Ay _. cosusenAzx sen x (1 —cos A 2) 
Az Az Az + 
y paraAzxr>0: 
. SenAz .  1—Ccosaz 
f(x) = cos x lim ———— — sen x lim ————— >=; 
Ax AX 


pero el primer límite vale 1 ($ 28-2), y el segundo es cero, pues: 
AZ 
l—cosar=2 sen? -z » 


es un infinitésimo de orden superior ($ 24-3, c3) a A x. Enton- 
ces queda: 


[32-18] D sen z = cos z 


La derivada de cos x podría hallarse por un procedimiento 


. T 
semejante, pero basta observar que y = cos x = sen ( a= z) j 


y aplicar la regla del corrimiento de la D: 


T T T ea 
D y = cos (z-s) D(%— e) =cos( 3—2) sen T, 
o sea: 
sen 





Como tg x = a” por derivación de un cociente se ob- 


tiene: 
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Dig y LTr (— sen x) senx _ cos” x 4 sen” x 
Kaa cos” z cos? q 


u BECA: 


32-20] 





Análogamente se tiene: 


[32-21] D cotg z = EAN. NIE 


sen? x 





8. Derivada de la función inversa. — Consideremos una fun- 
ción: y = f(x), y su función inversa: x=g(y). Podemos to- 
mar a x como función de función de x misma, escribiendo estas 
relaciones así: 

x= g(y), siendo y = f(x). 

Aplicando la regla de derivación de una función de fun- 
ción ($ 32-3), y teniendo presente que la derivada de x es 1, 
resulta : 


1 = gy) f(x) 


[32-22] g 





o bien: 


[32-23] 





es decir: las derivadas de dos funciones inversas, para valores 
correspondientes de x é y, son números recíprocos. 

Al mismo resultado puede llegarse geométricamente si se 
observa que una misma gráfica representa a una función y a 
su inversa; pero según como se consideren los ejes, los ángulos 
de inclinación de la tangente son complementarios (hacer una 
gráfica), y entonces sus tangentes son recíprocas. ¿Qué pasa 
si una derivada es nula ? 


9. Aplicación a las funciones circulares inversas. — Si 
y = Í(x) = are sen x, se tiene: x = sen y, y entonces, por 
[32-23] y [32-18], 
1 1 


? = —— = 
FAZ) D sen y cos y’ 


pero como debemos expresar f'(x) como función de x, la trans- 
formamos así: 
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1 1 1 


cos y + y 1— sen? y + y 1-—a2 
donde debemos tomar para la raíz el signo +, pues entre los 
infinitos arcos cuyo seno vale x, el símbolo arc sen x indica el 
valor principal, situado en la semicircunferencia de la derecha 
(§ 28-5), cuyo cos y es positivo. 

Entonces: 


f'(x) = 








[32-24] D arc sen z = — B. 


+Vi=we 
Observando que: arc sen x + arc cos x = 7/2 
D arc sen x + D arc cos g = 0, 





resulta : 


[32-25] 





Se tiene: 


[32-26] 





pues si y = arc tg x, es: x = tg y, y entonces: 
E A ie 
D tg y cos” y 1 + te? y 1+’ 

De arc tg x + arc ctg x = 7/2, resulta: 

D arc tg x + D arc ctg x = 0, y entonces: 


[32-27] D arc cotg x = — B 


IF 





10. Derivadas de las funciones hiperbólicas directas e in- 

versas. — Como: 
D e =e y D e = e D (— z) = —e* 

se obtiene: 
[32-28] D chx = 4D (e+ e*) = 4 (er —e-*x) = sh z, 
[32-29] D sh z = 4 D (e — e*) = 4 (e + e*) = chg; 
fórmulas de derivación análogas a las de las funciones circu- 
lares, pero más simétricas, pues los signos son siempre +. 
Por derivación de un cociente resulta: 


[32-30] D tgh £ = -irr 


Teniendo en cuenta ahora la relación fundamental [29-6] 
ch? y — sh? y = 1, de la cual resulta: 


chy = vsh?y +1; sh y = veh*'y — 1; 1—tgh*y = 1/ch?y, 
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v nplicando la regla para derivar funciones inversas, se ob- 


tione: 

[12-31] D arg sh x = 1/ya? + 1 
| 112-382] D arg ch x = 1/2? — 1 
132-33] D arg tgh x = 1/(1 — 23). 


11. Tabla de derivadas. — En la tabla siguiente hemos colo- 
cado, una frente a otra, las derivadas de funciones inversas 
antre sí. Entonces, por ejemplo, hallada la derivada de In x 
[82-38], podríamos calcular la de e*, por el teorema sobre deri- 
vndas de funciones inversas (la hemos hallado, en cambio, por 
ul método de la derivada logarítmica en § 32-6). 

Las funciones se suponen aplicadas a una función cualquie- 
ra de x, de modo que en cada caso tenemos una función de fun- 
ción, y cada fórmula indica un paso en el método del corri- 
miento de la D. La fórmula 3 expresa la derivada logarítmica 
de u. 


TABLA DE DERIVADAS 


l. D u: =a um. Du. 
Casos particulares * 
a) Dc =0. 
Bb) Dyas pu 
2 yu 
c) D L a Da 
a 
2. Da u. 7 
a) Der =e". Du. 3. D Inu =--Du. 


a) Dlgu= DA, 


FUNCIONES CIRCULARES 














4. Dsenu=cosu.Dul| 5. D arc senu = Du. 
1 — au 
4’. D cosu = —senu.D ul 5. D are cosu = — zai - D u. 
ao 
4”. Dtgu= . Du. 
$ cos” u da 5”, Darty sed Du. 
I+ u 
4” Deotgu= > .Du.| 5”. Darc cotg u= — ——. D u. - 


en? u 


LF 
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FUNCIONES HIPERBÓLICAS 


Si 


D sh u =chu.Du. 


6' D ch u = sh u.D u. 


6” D teh u zt — Du. 


chi u 


da 


7’ 


7 


1 


D arg sh u = —==—.. Du. 
vu ti 
D arg ch u = ——— -A oa 
vu? — 1 
1 
D arg tgh u = yy P“ 


Frente a la entrada 1 queda en blanco la otra columna. pues la fun- 
ción inversa de u* es u*/*, del mismo tipo (función potencial). Los ejem- 
plos siguientes ilustran sobre la avlicación de la regla del corrimiento de 


la D con esta tabla. 
EJEMPLOS: 1. 
1 
sen V 
1 


sen V Y 


D In sen Væ = 


[1 


sen V x 


D tg! 0 = 3 tg 


= 8 tg” e 


ll 
o 
Š, 
> 


3. 


cote vV 
2V 


— D sen Vr 


— Cos Vx 


c?" i D tg poa 


D (sen pa + ph ”) — cos er D q 


= cos e”.e” D(3a) 
= 3c” eos e™ 


(3. con u = sen V x) 


cos Vx.D Va (4. conu = V v) 


e (1b. con u = x) 
2 


Væ 


(1. con u = tg e™) 


D (4” con un = e”) 
.D (832) (2a. con u = 3x) 


e™.3. 


(4 y 2a) 
(2a y 4) 


+ e" D sen x 
+e e^" Mr .COS Xx 
+ e gan Ye .COS Xx. 


EJERCICIOS 


1. Probar que la tangente a la curva y =ln°x en un punto lz, Y), 
se traza uniéndolo con el punto (0, y — Zin æ). 


2. Derivadas de las funciones: 


y = (x* — 22)”, 
3. Derivar: 
y = ln (æ + 2), 


z = In” 


z= V æ — s, 


(x? + 2), 


w = ln (xë — r}. 


w = ln ln (x? + 2). 
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4. Probar que la ecuación de la tangente a la elipse 

















> + n = 1 ( hivérbola 5—4 = 1 ) 
un un punto (xı yı) de la misma es: 
£ Li Yy yı x Xi Y Yı 
Ta t = 1 (E — EE = 1) 
5. Derivar las siguientes funciones algebraicas: 
y = x (x? — 1) (x* + 3),. 2=x/(x*+ 1), 
w=Vx*—1/Vx+1, u=(Vx+1)/(Ve—1). 


6. Hallar, verificando que se reduce a un solo determinante, la deri- 
vada del determinante, llamado wronskiano, de las n funciones de x, 
My, Ua, oe., Un! 


Yi Us Un 
w= w ur Un 
: 0 Un MD A Eli 
7. Derivar: y=e"% ¿—o0-3%; s=e'/t. 
8. Derivar: y =(x?+ 1)8x, z=(Int)'; w = er, 
9. Calcular f'(7/3), g'(7/2) y h'(7), siendo: 
e f 1 sent, _ 124+tgo 
ANSIA APR IA e ea 


10. Derivar: y=l0senz; z¿—usenzw (tg x)<, 
11. Deducir las derivadas de Vx y de e° de las de x? y lng. 
12. Derivar: y = ln arc sen æ, z = arc tg V(1+x)/(1—0w). 
+1 

— 2% 


13. Verificar que =arctgx y 2 =ar tg 





tienen la 
misma derivada. Explicar esto. 
14. Derivar: y = shg + che”; z = tgh V e; w = (ch t)*. 
15. Derivar: y = arg sh x; z — arg ch Vr; w= arg tgh (sen e”), 
16. Estudiar la función derivada de la función discontinua x*— (x”]. 


17. Derivar, incluso en v = 0, la función x arc tg (1/x), a la que se 
ha evitado la discontinuidad en aquel punto. ¿Cómo es ahí la derivada? 
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1. Criterios de crecimiento y decrecimiento. — Veremos en 
este parágrafo que dada una función y = f(x), la considera- 
ción de su derivada da lugar a importantes conclusiones con- 
cernientes a la variación de y al variar x. 

Comencemos por observar que las definiciones dadas en 
$ 23-11 equivalen [indicando con ko, ko incrementos corres- 
pondientes de x é y a partir de £o, Yọ = f (xo)] a decir que 
f(x) es, en % = Xo: 


; ; . k i zZ 
estrictam. creciente si” > 0 para ho suficientemente pequeño 
0 


> » 


» decreciente 0 O e 
ho 
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Las condiciones en sentido amplio ($ 23-11) se obtienen 
reemplazando > por = y < por <. 

Cuando existe la derivada f’ (x) y no se anula en z = Zo, 
su signo nos indica si la función es creciente o decreciente 
en Zo. 


TEOR.: Si f'(x.) > 0, la función f(x) es estrictamente cre- 
ciente en zo. 

Si f'(x,) < 0, la función f(x) es estrictamente decreciente 
en Zo. 

Basta demostrar la primera parte, pues la otra se probaría 
en forma enteramente análoga; f'(x0) > 0 significa que el co- 
ciente k./ho tiende hacia un límite positivo, y esto sólo es po- 
sible ($ 26-1) si para ho suficientemente pequeño se conserva 
positivo, lo ‘que equivale a decir que f(x) es estrictamente cre- 
ciente en Za. 


Interprétese geométricamente el enunciado anterior, y aplíqueselo para 
hallar intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la función senz. 


Noras: 1. Si f' (x)= 0, en cuyo caso la tangente es horizontal, no 
puede afirmarse nada: la función puede ser creciente, decreciente, o ni 
una cosa ni otra en xo, como lo muestran respectivamente los ejemplos 
siguientes, con £o = 0: 

f(x) = ð, g(x) = — í", h(x) = 

2. Las conclusiones del teorema subsisten si es fu) =+X 0 
f'e) = — Y% (9 30-5); tal cosa ocurre, por ejemplo, con las funciones 
(fig. 01) y= e, y=— x u" en 2. =0, 

En cambio, si la der vada infinita no tiene signo determinado (s 30-5), 
nada puede afirmarse. Por ejemplo y ="* (fig. 92) tiene un punto de 
retioceso en w = 0. 

3. La condición f'(x.) > 0 es suficiente para asegurar el crecimiento, 
aunque la función derivada sea discontinua y tome valores negativos y 
nulos en todo entorno de Xo. 


EJEMPLO: 





Yy = kx + xr’ sen —— Su derivada: y’ = k — cos —- + 2 x.sen 


es discontinua en el origen y toma valores negativos en todo entorno de 0, 
si es k< 1. Sin embargo, esas infinitas ondas no alteran el crecimiento 
en dicho punto. Además, este ejemplo nos muestra que el crecimiento en 
un punto xə no asegura el crecimiento en todos los puntos de un entorno 
de xao por pequeño que se procure tomar,dicho entorno: el crecimiento 
tiene carácter puntual. 

Dibújense las gráficas correspondientes a todos los ejemplos ante- 
riores. 


2. Máximos y mínimos relativos. — Diremos que la fun- 
ción y =f(x) tiene un máximo relativo en z = £o, si f (xz,) es 
mayor que cualquier otro valor de la función en un entorno 
de xə es decir, si se puede hallar un número 8 >0, tal que: 
[33-1] f (zo) >f (x) para 0<|x—zxo|< 8. 


x 
EJEMPLO: La función y = f(x)= E — x* + 2, representada en la 
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liura 96, tiene un máximo para ro—0; se cumplen las condiciones de 
in definición eligiendo ô < AB, pues los puntos de la curva a la derecha 
lo K tienen ordenadas mayores que A. 

Análogamente, diremos que f(x) tiene un minimo relativo 
rn © £ cuando existe 38 > 0, tal que: 


para 0 < |z—zl <ô. 


13:3-2] f (zo) < f(x) 


Cuando la condición [33-1] 
lu In [33-2]) se verifica con 

(v con <), suele decirse que 
huy máximo (o mínimo) rela- 
tivo en sentido amplio, o no es- 
treto. 


lia palabra relativo in- 
dica que se compara el va- 
Ihr de la función en un 
punto con los valores en 
nu vecindad solamente. El 
"jemplo anterior muestra 
que una función con un 
máximo y un mínimo pue- 





Xxy=0 


Tig. 96. 


le tomar valores mayores que su máximo, o menores que su 
mínimo. Una función puede tener varios máximos y mínimos, 


iwuales o no; ejemplos: 


y = sen T; 


y 
La función: 





Tig. 97. 


r. sen r. 


, 1 
a 


tiene un único máximo y 
un único mínimo relati- 
vos, pero el máximo es 
menor que el mínimo (fi- 
gura 97). 

Los máximos y los mí- 
nimos relativos se llaman 
extremos relativos. Cuan- 
do no haya lugar a dudas, 
omitiremos la palabra re- 
lativo. 


NoTa: En todo intervalo 
cerrado donde f(x) es conti- 
nua, existe un máximo y un 
mínimo absolutos (9 26-5); en 
cambio, pueden no existir má- 
ximos y mínimos relativos, co- 


mo sucede, por ejemplo, en las funciones monótonas. Sin embargo, es claro 


que se verifica: 


Si el máximo o el mínimo absoluto lo alcanza la función un t 
interior al intervalo, y no en los extremos, ese valor es también máximo 


mínimo relativo. 


e 
n 
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3. Condición necesaria de máximo o de mínimo. — Si la 
función tiene en Xp un máximo o mínimo relativo, y la derivada 
en este punto existe y es finita, debe ser nula, puesto que' si 
fuera positiva o negativa, la función sería creciente o decre- 
ciente en Zo. 

Si la función f(x) es derivable, es decir, admite derivada 
finita, en el punto xo es condición necesaria para que en él ten- 
ga un máximo o mínimo, que sea f'(x) = 0. 


EJERCICIO: Mediante la condición necesaria, hállense los valores de x 
donde puede haber máximos o mínimos de y = sen x, y de las funciones 
representadas gráficamente en el apartado anterior. 


La condición 1'(x,) = 0, que geométricamente significa que 
la tangente es horizontal, es necesaria pero no suficiente; pue- 
de ocurrir que en un punto ella se verifique, sin que f(x) ten- 
ga allí ni máximo ni mínimo, como lo prueba la función y = zë, 
cuya derivada 3 x? se anula para x= 0, y sin embargo, la fun- 
ción es creciente (estrictamente) en x = 0. 


NoTas: 1. Obsérvese que .la condición f'(x.)= 0 se refiere solamente 
a las funciones que admiten derivada única finita en dicho punto; si la 
derivada es + œ, ya hemos visto que f(x) es creciente; y es decreciente 
si la derivada es —00, Si es +00 por la izquierda y —% por la de- 
recha, hay un máximo relativo; y en el caso opuesto, un mínimo. 

2. Cabe también la existencia de máximo o mínimo sin haber deri- 
vada finita ni infinita. 


EJEMPLOS: 1. La función y = %.arc tg L, admite en el punto æ = 0 


dos derivadas distintas, a la derecha y a la izquierda, a saber + 7/2, 
—T/2, En efecto, para x =Q es y = 0, y tenemos 


k _ h.arc tg (1/h) To. 
h h = arc tg h> 
si h — 0 por la izquierda, la tangente 1/h de k/h tiende a — %, y el arco 
tiende a — 7/2; si h—>0 por la derecha, la tangente tiende a +œ y el 
arco tiende a + 7/2. 
No obstante ello, la función toma en x =0 su valor mínimo, y = 0, 
pues para x 0 es y >0. i 
2. La función y = g(s) = s.sen —— para x #0, g(0)=0, tiene 
derivada nula en x = 0, como vimos en $ 30-8, y sin embargo oscila en 
cada uno de los lados de dicho punto. 
3. La función y = x° (x), donde p(x) designa la función de DIRICH- 
LET ($ 23-3, ej. 4), coincide con x? en todo punto racional, y con O en 
todo punto irracional. En el origen tiene y su valor mínimo (no estricto) 
y =0, y existe derivada nula. 
4. También y = | x |.p (x) tiene mínimo (no estricto), pero no existe 
derivada en x = 0, pues el cociente incremental oscila entre 0 y 1. 


4. Determinación de máximos y mínimos. — Para buscar 
los máximos y mínimos de una función f(x), comenzaremos 
por hallar los valores de x donde se anula la derivada primera, 
resolviendo la ecuación 


[33-3] P(x) = 0. 
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Tendremos un cierto número (finito o infinito) de raíces: 
1, Yo, Ya, ..., que podemos llamar valores críticos, En cada 
uno de ellos, la tangente es horizontal y puede haber máximo 
o mínimo. 

Para ver en cada uno de ellos si hay extremo y de qué clase, 
tenemos tres criterios: 1%) estudiar directamente la variación 
de la función en el entorno del punto crítico; 2%) estudiar la 
variación de la derivada; 3%) formar la derivada de la deriva- 
da, o derivada segunda f”"(x) =Df'(x); cuando ésta existe 
y no se anula, entonces el problema queda resuelto como ve- 
remos. 

He aquí, pues, tres criterios que conviene aplicar sucesiva- 
mente, pues el primero es de mayor alcance, ya que permite 
obtener máximos que escapan a los otros criterios, por presen- 
tarse en puntos donde no existe derivada en el entorno. 


5. Criterio 1%: Variación de la función. — Si xo es un valor 
erítico, sustituyamos en la función x= xo + h; si para |h| su- 
ficientemente pequeño es f(x) = f(20), resulta mínimo; si es 
f(x) < f(x), resulta máximo; si hay cambio de signo, y en 
un semientorno se verifica una de estas desigualdades, y al 
contrario en el otro, no hay extremo y tenemos un caso espe- 
cial de punto de inflexión ($ 33-9). 


EJEMPLOS: 1. Función y =senx*. La ecuación y'= cosx =Q tiene 
las infinitas raíces (valores críticos) x = 7/2 +nT. Para n par, es de- 
cir,  =7/2+2k", es y=1, y como en todos los demás puntos es y< 1, 
en cada uno de aquéllos hay un máximo relativo, que también es abso- 
luto. Para n impar, es decir, x= 37 +(2k + 1)7, se ve en la misma for- 
ma que hay mínimos. 

2. y= (1+ 1%)". La ecuación y' =-— 2x (14 17) +0 tiene la única 
raíz y = 0. Para  —0 es y=1; y para r +0 es y< 1; luego, en el punto 
x=0 hay un máximo relativo, que en este caso es también absoluto. 

3. Función de CAUCHY y=el/x", 

Para x=—0 no está definida; pero el verdadero valor ($ 25-3) es 
y =0; para x=+0, la potencia es positiva; luego, completada la función, 
para =0 hay un mínimo relativo, que también es absoluto. 


6. Criterio 2%: Variación de la derivada primera. — TEOR.: 
St al crecer x pasando por el valor xo, la derivada f'(x) pasa 
(en un entorno de x) de: 

a) negativa a positiva, hay minimo en el punto x= Xp; 

b) positiva a negativa, hay máximo en el punto x= £o; 

c) positiva a positiva o negativa a negativa, no hay ex- 
tremo. 

Consideremos el caso a). En un cierto entorno, interior al 
del enunciado, completado con sus extremos, la función tiene 
un mínimo absoluto, por el teorema de BOLZANO-WEIERSTRASS 
(§ 26-5). Como este mínimo no puede estar a la izquierda de 
Xo (por ser f(x) decreciente allí), ni tampoco a la derecha 
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(por ser f(x) creciente), dicho mínimo absoluto en el entorno, 
o sea mínimo relativo de f(x), es precisamente f(x,). Análo- 
gamente se considera el caso b). En el caso c) no puede haber 
extremo, pues la función es monótona en un entorno de Zo. 


EJEMPLOS: 1. Hallar los máximos y mínimos de la función 
f(x) =4x* — qx? + 2. 

8-2x Como la derivada f'(x) = 
=x%* —2x existe para todo x, 
podemos limitarnos a los valo- 
` res que la anulan (valores crí- 
ticos), que son: xı = 0, va = 2. 
Como y=x*—2zx representa 
una parábola de eje vertical di- 
rigida hacia arriba (por ser 
positivo el coeficiente de x’), 
se presenta el caso b) en %ı y 
el caso a) en xa; luego, hay un 
máximo en x.=0, cuyo valor 
es f(0)=2, y un mínimo en 
Ya = 2, cuyo valor es f(2) 273, 


2. Hallar los máximos y mínimos de la función: 
= f(x) = x? — 2v + 3, 
El valor de y que anula la derivada: 
[33-4] f(x) = 2x — 2, 
es xı= 1. Como [33-4] representa una recta de coeficiente angular po- 
sitivo, se presenta el caso a), y por consiguiente, hay un mínimo en y = 1, 
cuyo valor es: f(1) =1—2+3=2, 

Este resultado se obtiene también por el criterio 1%, observando que 
la función dada representa una parábola de eje vertical, dirigida hacia 
arriba, cuyo vértice tiene las coordenadas 1; 2. 

3. Con un rectángulo de lados 5 y 8 dm construir una caja de capa- 
cidad máxima. 

Llamando x a la altura, la basé tiene las dimensiones b—-2x, 
8—2%w (fig. 98), y el volumen es: 

V= (6-2%)(8—2x)x = 47 — 26 x° + 40v, 
V’ = 12 x° — 52x + 40. 
Dividiendo por 4 queda: 
3x? — 13% + 10 = (x—1)(3s—10), 
es decir: las raíces son x = 1, x = 10/3. 

La indole del problema exige que 
los cuadrados recortados en los án- y 
gulos tengan la dimensión x= < 5/2, 
pues para x=5/2 resulta volumen 0 x 
nulo. Como para x = 0 el volumen 
es también nulo, dicho volumen debe 
alcanzar por lo menos un máximo en- 
tre 0 y 5/2; luego, hay una solución, 

y sólo una: x=1, que da una caja 

de volumen máximo: V=3.6=18 

dm’, Esto mismo nos indica el cam- Fig. 99. 

bio de signo de V’. Generalícese el 

problema para un rectángulo de dimensiones a > b. Discusión. 

NOTAS: 1, Obsérvese que no hemos exigido la anulación de la deri- 
vada en el punto, ni siquiera su existencia. He aquí un ejemplo de má- 
ximo sin derivada; sea la función (fig. 99): 





Fig. 98. 
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SES. ARPA 
Y = 2—el/z 
y =0, para x=0 
que carece de derivada única en el punto 0, siendo continua en él. En 
cualquier otro punto es: 


para «=+0. 


: 1 


, 2. (14) 


MES 


que tiende a 1/2 a la izquierda del punto 0, conservándose positiva; y 
tiende a 0, conservándose negativa, a la derecha de 0; luego, siendo: 


f'(x)>0 para x<0O0, 
f'(x)<0 para x>0, 
el valor £(0)=0 es un máximo, como también se ve con el criterio 19, 
La curva tiene un punto anguloso, siendo 1/2 y 0 los coeficientes 


angulares de las tangentes, por ser éstos los valores de la derivada a 
la izquierda y a la derecha del punto 0. 


2. Este 2% método no da aquellos máximos o mínimos en que la de- 
rivada cambia infinitas veces de signo a cada lado. 


EJEMPLO 4d. y= E + sen —), y =2x (2 + sen =)- cos L, 


La derivada cambia infinitas veces de signo en el entorno del punto 
x = 0, donde hay un mínimo estricto, 


7. Criterio 3%: Mediante la derivada segunda. — Cuando en 
el punto crítico xo existe derivada de la derivada o derivada 
segunda, y no se anula, hay extremo y su signo indica de qué 
clase: 


Si f£” (xo) > 0, es f (xo) minimo relativo; 
si f”(x,) < 0, es f(x.) máximo relativo. 


En efecto, en el primer caso, f'(x) es creciente en el punto 
Zo; luego pasa de negativa a positiva, y según el criterio ante- 
rior, hay mínimo; en el segundo caso, f'(x) es decreciente y 
pasa de positiva a negativa; luego, hay máximo. 

Este nuevo criterio no sería aplicable a las funciones de los 
ejemplos anteriores ni a la función de CAUCHY, pero lo es en 
casos más sencillos, 


EJEMPLO: En el trinomio de segundo grado y = ax? + bæ + c, el 
estudio directo mediante la formación de un cuadrado, como en Álgebra 
elemental, conduce en seguida al resultado. No obstante, apliquemos las 
derivadas: 

y = 2ax+b=0, y” = 2a, 
y entonces, en el punto x = — b/2a hay máximo relativo (que también 
es absoluto) si es a < 0, y mínimo si es a > 0. 

NOTAS: 1. Si la derivada segunda se anula en un valor crítico, nada. 
puede afirmarse en consecuencia;.puede haber mínimo, o máximo, o ni una 
ni otra cosa, como lo prueban los ejemplos: 


yo R ysm yea 
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para el valor crítico xo =0, y cuyo estudio no ofrece dificultades mediante 
el criterio 29, de la derivada primera. 

2. Cuando la derivada segunda se anula, pueden determinarse los 
máximos y mínimos mediante un estudio de las derivadas de orden supe- 
rior ($ 40-3). 

Si y (20) = y” (20) =0, pero y”'(x0) 4 0, y”(x) cambia de signo, y'(x) 
no cambia; luego, y(x) es creciente o decreciente. 

Si y" (x%.)= 0, pero y" (x0) < 0(> 0), resulta máximo (mínimo). 

En general: Hay extremo si la primera derivada no nula es de orden 
par; máximo o minimo, según sea <0 ó >0, 

8. Simplificaciones en el cálculo de máximos y mínimos. — Algunas 
observaciones facilitan el cálculo de máximos y mínimos: 

1. Si la función y=f(x) alcanza un máximo relativo en el punto 
Yo, la función — f(x) toma un valor mínimo, y viceversa. Lo mismo su- 
cede con la función recíproca 1: f(x), suponiendo que f(x) no se anula. 

2. Si p(y) es creciente, y la función y =f(x) toma un máximo o 
mínimo en el punto £a también p(y) toma en este punto un máximo o 
mínimo; pues siendo yo = f(x) en el caso de máximo, mayor que los va- 
lores de y a uno y otro lado 
de xo, también (yo) es ma- 
yor que los valores p(y) co- 
rrespondientes a dichos va- 
lores de x. 

En cambio, si p(y) es 
decreciente, toma valores 
máximo o mínimo en los 
puntos en que y alcanza mí- 
nimo o máximo, respectiva- 
mente. 

Así, por ejemplo. en”el 
primer cuadrante, los má- 
ximos y mínimos de la fun- 
ción sení(x) son los de 
f(x). 

Estas observaciones per- 
miten simplificar los proble- 

Fis. 100. mas, como veremos a conti- 
nuación. 

EJEMPLO: He aquí un problema importante para la mejor visualidad 
de longitudes verticales. 

Determinar el punto del suelo desde el cual se ve un segmento verti- 
cal AB (fig. 100) bajo ángulo máximo: 

ọ = OXB — OXA =B— «a 
teBb—tga _ (b—a)x 
1+teB.tga” +ab '’ 

En vez de despejar p para calcular su máximo, observemos que sien- 
do tg mayor o menor, según sea mayor o menor el arco, será máximo 
cuando lo sea su tangente, y ésta será máxima cuando sea mínima su 
recíproca. Prescindiendo del factor positivo b— a, basta, pues, investigar 
los mínimos de la función: 





te p = 


x + abr’. 

Ánulando la derivada 1—ab/x*=0, resulta: v= + Vab. 

La solución es, pues, la media geométrica entre a y b. La índole del 
problema indica que se trata de máximo, pues el ángulo comienza siendo 
nulo cuando X está en O, va creciendo y luego decrece al alejarse X, lle- 
gando a ser el ángulo tan pequeño como se quiera. Las dos soluciones dan 
dos puntos simétricos respecto del punto O; su construcción está efectua- 
da en la figura 100. 
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9. Concavidad. Puntos de inflexión. — Dada una curva de 
ecuación, 
= f(x), 


el estudio de la función derivada segunda f” (xz) nos muestra 
inte todo cuándo la concavidad o “hueco” de la curva está ha- 
cia arriba o hacia abajo. 

Consideremos un punto M de la curva donde exista tangen- 
te y no sea paralela al eje O y. Diremos que la curva es cónca- 
va hacia las y positivas en M, si todos los puntos de la curva, 
suficientemente próximos a M, están situados por arriba de 
la tangente t. 

En tal caso, si el punto M describe esta curva en el sentido 





Fig. 101. 


de las x crecientes, es decir, en el sentido M, M M; de la figura, 
la pendiente o coeficiente angular tg y de la recta tangente 
puede no aumentar ($ 33-6, ej. 4), pero en 0<|h]|<8 se 


conservará. 
f (a+ h) — f (a) — hf' (a) > O, 
y por tanto en h = 0 debe tener mínimo, para lo que es suficien- 
te ($ 33-4 á 7) que f' (a + h) — f (a) se anule con cambio de 
signo de — a +, y si existe la derivada, será = 0: 
Df'(x) = f”(x) = 0. 

Análogamente se define la concavidad hacia las y negati- 
vas, y se llega (si existe derivada segunda) a la condición ne- 
cesaria: 

f” (x) < 0. 

El razonamiento se puede invertir, pero como debemos ba- 
sarnos en § 33-1, las condiciones suficientes serán: 

f” (x) >0 para la concavidad hacia y>0; 
(x) <0 , » y » y <0. 


EJEMPLO: Para 
y = sen x 
se tiene; 
y’ = cos x, y” = — sen g. 


166 VII. FUNCIONES DERIVABLES $ 33 -9 


Entonces, y"< 0 en 0<x<T, y la concavidad de la sinusoide está 
dirigida hacia las y negativas en dicho intervalo abierto. 

En cambio, y” >0 en 7T<X<27, y la concavidad es hacia las y 
positivas. 


Se llama punto de inflexión todo punto M de una curva en 
el cual ésta cambia el sentido de su concavidad. En la curva 
de la figura 102, la 
concavidad está diri- 
gida hacia las y posi- 
tivas a la izquierda de 
M, y hacia las y nega- 
tivas a la derecha. Lo 
contrario ocurre en el 
punto M’. Tanto M 
como M’ son puntos 
de inflexión. 

La definición de 
sentido de la concavi- 
dad muestra que en 
un punto de inflexión 
la curva atraviesa a 
su tangente. 

Como en un punto de inflexión la concavidad cambia de 
sentido, si existe la derivada segunda debe anularse: 


i f” (xo) = 0, 
y cambiar de signo cuando zx crece pasando por Zo. 
Tenemos, en resumen: 


a) f(x.) > 0, concavidad hacia arriba; 
D) f”(2,) < 0, concavidad hacia abajo; 





Fig. 102. 


C,) cambia de signo: punto de inflexión; 
ce) f” (xo) =0:<c.) pasa de + á + : concavidad hacia arriba; 
Cz) pasa de — á — : concavidad hacia abajo. 


Las funciones: y = x?, yY = tt, y = — ø, 
con xo = 0 ilustran los casos cı) Co) y Ca). 


ene S 1 
EJERCICIO: Estúdiese en v = 0 la función y = x* sen EE 


EJEMPLO: Para la curva j= 1: (1 + x?), la segunda derivada, pres- 
cindiendo de factores positivos, es 3x*— 1, que cambia de signo en los 


puntos 1 = + V 3/3; luego, son de inflexión. 


Con lo que vimos en este apartado, podemos ilustrar geo- 
métricamente las condiciones de máximo y de mínimo. La fi- 
gura 103 se refiere al caso en que la derivada segunda no se 
anula en los valores críticos ($ 33-7). 
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10. Estudio de la variación. — Al efectuar el estudio local y general 
de la variación de una función: crecimiento o decrecimiento, extremos, 
mentido de la concavidad, etc., conviene determinar también el campo de 
vxistencia, y- estudiar la y 
continuidad, discontinui- M 
dades, posibles simetrías, 0 
nte, 


to 


EJEMPLO: Variación 
de la función, importan- 
te en Cálculo de probabi- 
lidades: 


y = f(x) = er, 





a) La función está Fi“. oa Máximo |minimo] en wo [en]: Tangente ho- 
en. rizcntal, f (e) = P (e) 72 0: concavidail hacia abajo, 
Seada para todo valor : £ (0) < 0 Jarriba, £% (ed > 0). 


b) Como x está elevado a potencia par, resulta f(x)= f(—x), es de- 
cir, f(x), es una función par: la gráfica (fig. 104) es simétrica respecto 
al eje O y. 

c) La función es continua para todo valor x» de x. Esto resulta de 
la continuidad de la función exponencial y de la función potencial, pues: 


y 





—xX? x2 % 
y=e 
Fig. 104. 
y = e", siendo: u = — x’, y una función continua de una función continua 
es también continua (§ 25-7). 
d) Se tiene: f'(x) = — 2 x e-2*; 
si x <0, resulta f'(x) > 0, y la función es creciente; 
six>0 y f'(x) <0, p» j s E 
e) La derivada primera se anula solamente para x=0, como en 


ese punto pasa de positiva a negativa, hay un máximo en v= ò, cuyo va- 
lor es f(0)=1. 

f) Como — gz es siempre <0, resulta f(x)=e"= 1, y entonces, el 
único máximo relativo hallado es. también el máximo absoluto de la fun- 
ción. , 

g) Las abscisas de los puntos de inflexión se obtienen considerando 


la derivada segunda: 
i £” (æ) = (—2 + 42°) e-2$, 
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que se anula cuando — 2 + 4 °= 0, es decir, para 


va V2 
PA PT 


y Ve 


y cambia de signo en estos puntos (fig. 104). 


h) Para << E, es f”(x) > 0: concavidad hacia arriba; 
de e v2 Lge , esi (x) <0 y » abajo; 
„n > JE , es f” (x)>0: ji „ arriba, 
2) Cuando x —> + 00 
f(x) = ex” — 1/er* > 0, 


y lo mismo para x —> — 0, Luego, la curva se acerca indefinidamente 
tanto como se quiera, al eje x, hacia ambos lados. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que si f'(x.)= + %, es f(x) creciente en xo. 
2. a) Demostrar, sin utilizar derivadas, que las funciones 
e'/*—1 
f(a) =14+ Va gla) = 4 — o , + £(0)=0, 
tienen un mínimo en xs=0. b) Hallar la derivada, o derivadas latera- 
les, en x=0. 
3. Estudiar el comportamiento en x=0 de la función: 
f(x) = a sen (1/3) para x« 0, f(0) =0. 

Para resolver los ejercicios 4 á 13, es conveniente estudiar la varia- 
ción de la derivada primera (8 33-6). 

4. Máximos y mínimos de las siguientes funciones: 

a) y=x/(x* +1), bd) y=V*4+1/(0+x+4), 
c) y= x —8 x + 22x” — 24x +5 d) y= — 5r tH 5wa. 

5. De todos los rectángulos de igual perímetro 2 p, hallar el de área 
máxima. 

6. En la función y = x” (a — x)", (m y n naturales, a > 0): a) Ha- 
llar los valores críticos; b) Estudiar el comportamiento en ellos, según 
los valores de m y n. 

7. Determinar el rectángulo inscrito en la elipse de semiejes a y bd, 
de lados paralelos a estos ejes y área máxima. 

_ 8. La resistencia a la flexión de una viga de sección rectangular. es 
directamente proporcional a la base b y al cuadrado de la altura h de 
dicho rectángulo. Hallar la viga de sección rectangular con máxima re- 
sistencia que puede sacarse de un tronco de árbol de diámetro d. 

9. Hallar la altura del cilindro circular recto de máximo volumen 
que puede inscribirse en un cono circular recto dado, de altura k. 

10. ¿Qué longitud debe darse al pie vertical de una lámpara L, para 
obtener máxima iluminación I en un punto P de la mesa en que se apoya 
a distancia ! de él? [I= (k.cos a)/d*; k, constante; a, ángulo de LP con 
la vertical; d = L P]. 

11. Determinar el segmento mínimo entre todos los que pasan por un 
punto (a, b) y están limitados por los ejes de coordenadas. 
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12. Calcular la longitud máxima que puede darse a una viga, para 


punnrla horizontalmente de una calle de anchura a, a otra perpendicular 
do anchura b. 


13. Máximos y mínimos de las funciones: 
u) y =xw.e*; b)y=x*'Inx, (a >0); c) y= (er —a)/(e + x). 

Para tos ejercicios 14 y 15 conviene utilizar la derivada segunda 
(8 337). 

14. Circunscribir a una esfera de radio R un cono circular de super- 
ficie lateral mínima. 

15. La energía entregada en la unidad de tiempo por una piia de 
fuerza electromotriz E y resistencia interna R, en un circuito de resisten- 


un x, es Eéx/(R + x)7. Hallar el valor de x para el cual la energía es 
máxima. 


16. Discutir concavidad e inflexiones de las curvas: 
a) y= (x—1)' (1 +2)"; b) y=e"senx; c) y=e"senz. 
17. Estudiar la variación de la función y = f (x)= 1 : (1 + x°), y di- 


lujar su gráfica, curva de GAETANA AGNESI, llamada por su autora curva 
vorsiera. 


$ 34. LA DIFERENCIAL 


1. Definición de diferencial y expresión analítica. — Vimos 
(S 30-2) que si la función y = f(x) admite derivada finita en 
un punto, su incremento puede expresarse así: 
(34-1] Ay = F(x).Ax + 0.Az, 
siendo w« un infinitésimo ($ 24-3) para Ax>0. Al primer 


término (parte principal del incremento si f'(x) 40) se lo 
llama diferencial de y, y se escribe: 


[34-2] dy = f(x).Az. 


DEF.: Diferencial en el punto x de una función derivable 
en ese punto, es el producto de la derivada por el incremento 
arbitrario de la variable. 


En particular, considerada x como función de x, por ser su 
derivada 1, será: dx = Ax; luego, es indiferente poner Ax, o 
bien d x, siendo, por tanto: 


[34-3] dy =YyYdx, 
es decir: la diferencial de una función es igual al producto de 
su derivada por la diferencial de la variable independiente. 


Llamaremos a [34-3] expresión analítica de la diferencial, 
para distinguirla de la definición [34-2]. 


Toda descomposición del tipo Ay = a Ax + v.AÁx en una parte pro- 
porcional a Ax y un infinitésimo de orden superior, coincide con [34-1], 
pues dividiendo por Ax, resulta que el cociente incremental tiende hacia 
a; luego, es a=y'. La definición de dy como parte principal de Ay, se 
llama de STOLZ, aunque es de THOMAE. Así, diremos que una función es 
diferenciable en un punto, si en él A y es función lineal homogénea de Á x, 
a menos de un infinitésimo de orden superior a Ax; esta definición es 
inmediatamente generalizable al caso de varias variables independientes, 
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como se verá en el volumen II ($ 66-4). En el caso de una variable, la 
función es derivable en el punto cuando, y sólo cuando, en él es diferencia- 
ble en el sentido de STOLZ-THOMAE, según acabamos de ver. 


El incremento dg o Ax puede ser cualquiera; y sea cons- 
tante o variable, tienda o no a cero, se verifica: 


MS r — dy 
[34-4] y’ = f'(x) = dz’ 

Esta igualdad nos permite considerar al primer miembro 
de [34-4] no sólo como un cociente de diferenciales, sino como 
una nueva expresión o notación de la derivada, que tiene la 
ventaja de poner en evidencia no sólo la función que se deriva, 
sino también la variable respecto a la cual se deriva *. 

La. expresión f'(x) tiene en cambio la ventaja de que per- 
mite expresar cómodamente los valores numéricos de la fun- 
ción derivada: ejemplo: f* (1), f' (3), etc. 

Fijados un valor xo para x, y un valor h para el incremento 
Ag = dg, la diferencial toma un valor numérico que indicare- 
mos con 

[d y] z =z: Ag =h. 


EJEMPLO: Calcular la diferencial de la función 
= f(x) = *+383x 
para r= 1 y Aáx=dxrx= 0,2. 
t(x) =2x +3 . f(1) =5, 
y entonces: 
[dy] v =1, Ag = 0,2 = 5.0,2 =1. 


2. Representación geométrica. — Fijado x, consideremos tres 
variables: 

1% El incremento A x, de la 
variable independiente, que 
coincide con su diferencial. 

29% El incremento A y de la 
función. ° 

3% La diferencial d y de la 
función. 

Observando en la figura 105 
que RT = PR.tgy.= Ad.y”, 
resulta la siguiente representa- 
ción: 

dz =Ag = AB, 
Ay=RP,dy = RT. 
Es decir, la diferencial de 








* Las notaciones y’, f’ (x) son de LAGRANGE; la —— = -r = Ar f(r) 
r dr 
LENIZ, quien usó el primero de estos simbolos para indicar simbólicamente el paso al 
límite lim (Ay/A.v), cambiando las A por d. 


, dle 
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unn función en un punto es el incremento de la ordenada de 
lIn tangente en ese punto. 


No debe, pues, confundirse A y con dy, que solamente son 
Idénticos cuando la curva coincide con la tangente, es decir, 
cunndo la función es lineal. 


La expresión analítica de la diferencial dy = y'..dx resulta así coin- 
cidente, “en pequeño” y alrededor de xo, con la ecuación incremental de 
la tangente (considerada como recta que pasa por un punto): y—yY= 

Wo. (e — xo), con sólo sustituir incrementos por diferenciales. 


NOTA: No es inútil aclarar que la citada representación geométrica 
de la diferencial, válida en coordenadas cartesianas, no lo es en polares. 
lin efecto, la curva p =Po + dP =p + Poduw es una espiral de ARQUÍME- 
»kH, tangente a la curva dada en (po, W,), 


3. Relación con el incremento. — Si AX>0 y es y'=0, 
log infinitésimos d y e A y son equivalentes, es decir: 
Ay _ Ay Ay 


Z z ey Ly = l. 
dy y.Az Az a 


Esto resulta también de la expresión [34-1] del incremento, 

cuyo segundo término: 
ð = w. L, 

cs un infinitésimo de orden superior a Ax. Lo llamaremos tér- 
mino complementario del incremento, y tendremos para éste: 
(34-5] Ay = dy + 8, 

En la figura 105 es 3< 0, y está representado por el seg- 
mento T P’. 

Si y’ = 0, es dy = 0, y hay que comparar A y con diferen- 
ciales de orden superior (§ 38-2). 


4, Reglas de diferenciación. — Puesto que la diferencial só- 
lo difiere de la derivada en el factor d x arbitrario, todas las 
reglas de derivación son válidas para las diferenciales: 

dC = 0, d (au +... + akur) = dı dur +... F ard uk 
d(uvw) =v.w.du+u.w.dv+u.w.dwvw, 
u v du — udv 
d — = —_—_—_ 
v Y 
5. Diferencial de una función de función. — Vimos (§ 32-3) 
que la función de función 
y = f(u), siendo u = g(x), 
tiene la derivada y” = f'(u).g'"(x). Por consiguiente, la dife- 
rencial será: 
dy = y'd xz = f (u).g' (x) dz, 
pero como g'(x) dx = du, queda: 
[34-6] dy = f'(u) du, 
es decir: la expresión analítica de la diferencial de y = f(u) 
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es la misma, aunque u no sea la variable independiente. (In- 
variancia de la expresión analítica de la diferencial) *. 
Se tienen así las fórmulas de diferenciación; por ejemplo: 


dlnu = en ; due = auetdyu ; da* = a*lna du. 


En cambio, no es cierto que sea dy = f'(u). Au, pues 
Au Æ du, ya que u no es la variable independiente. 


Observemos que con la notación introducida en § 34-1, para la deri- 
vada como cociente de diferenciales, la regla de derivación de una función 
de función toma la forma: 


[34-7] dy _ dy du 
de " du ` dg’ 
La invariancia de la expresión analítica facilita el cálculo de diferen- 


ciales, pues al aplicar las fórmulas de diferenciación no interesa si una 
variable es la independiente o una función cualquiera de ella. 

EJEMPLOS: 1. d(sen? x) — 2 sen x d(sen x) = 

= 2 sen x cos x dæ = sen 2g dx. 
2. d(cos e”) — — sen e* de” = — sen e.e, d(— 3r) = 
= 3 e” sen e” de. 
3. Calcular la diferencial de u, siendo u? = a? cos 2 t. 
Tomando diferenciales de ambos miembros, se tiene: 


2u du = — q? sen 2t.2 di 
. du= (—a' sen 2t dt)/u = — a sen 2t/vV cos 2t. 

6. Tangente y normal a uma curva plana dada en forma 
paramétrica. — Consideremos, en una curva plana definida por 
las ecuaciones paramétricas, 

[34-8] zx =xXx(t), y =y(t), 


un punto t= t: 
Xo = X (to), Yo = y (to) . 
La ecuación de la tangente en él es (8 31-1): 
y — Yo = (d y/d x)o (x — Xo), 
y como en el punto de tangencia dy = y'o dt, dg = z'o dt se 
obtiene la forma simétrica: 


Y — Yo T — Lo 

[34-9] AE | 

si Y's Æ 0 Æ x'ə» En los puntos en que se anula y” pero no x' 
la tangente es paralela al eje x (y su ecuación es y = Yo) ; si 
es en cambio 2% =0 pero yo + 0, la tangente es paralela al 
eje y (y su ecuación es x= Zo). Si se anulan ambas derivadas 
puede no haber tangente, y si la hay no queda determinada 
por ellas. 

Diremos que el arco es regular, cuando para un cierto pa- 
rámetro t en cada punto existen las derivadas (8 30-5) de zx, y, 
y no son nulas ni infinitas simultáneamente en un mismo punto. 

En todo arco regular existe tangente en cada punto. 





* Esta invariancia no se conserva en las diferenciales sucesivas, como veremos ($ 38-2), 
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Puede ocurrir que en un punto de un arco regular se anu- 
len simultáneamente las derivadas de x(t) y de y(t), pero pue- 
de hallarse un cierto parámetro t' en que esto no ocurra. 


EJEMPLO 1: Aparece como singular el caso trivial =hk*, y=kt 
(recta por O), pero basta tomar t' =t* para que aparezca la regularidad 
on el origen. ; i 

Siendo en todo caso función de t el cociente Ay. Ax, bastará ver”si 
Hene límite para asegurar si hay o no tangente. Es un problema de límite 
indeterminado del tipo 0/0 ($ 36-1). 


Para la ecuación de la normal obtenemos análogamente de 
ln ecuación 


1 
Yy — Yo = — (dy/dæ). (x — to) 
In forma simétrica: 
[34-10] (x— 20) .1o + (Y — Yo) .Y'o = 0. 
EJEMPLO 2: Cicloide. — Es la curva engendrada por un punto de una 


circunferencia que rueda sobre una recta sin resbalar, es decir, de modo 
que cada segmento de recta es iguaı al arco correspondiente. . 


A' N 
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Fig. 106. 


Tomando como parámetro el ángulo t que forma con la vertical el 
radio CP, el arco AP es rt, y resulta de la simple inspección de la fi- 
gura 106: 

x = rt — r sen t = r(t—sen t) dæ = r(1—cost)dt 
y = r — r cos t = r(1—cost) dy =r sen tdt, 
de donde dy/dx = ctg %2 t; luego, la tangente es la recta PA”, que pasa por 
el punto opuesto al de contacto de la circunferencia. En efecto, el án- 
gulo que forma con el diámetro AA” es Y t; luego, el ángulo con el eje 
x es el complementario. La normal es precisamente PA. 
En particular, la tangente en O es la perpendicular a la recta base. 


7. Tangentes a las curvas planas en coordenadas polares. — La mul- 
tiplicidad de argumentos que corresponden a cada rayo de origen O per- 
mite expresar por una función uniforme p =f(w) curvas no uniformes. 
Tales son, por ejemplo, las espirales 
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Las fórmulas x = p cos o, y =p sen o, donde p = f (w), expresan para- 
métricamente la curva, y sus tangentes están determinadas por sus pen- 
dientes: 


dy _ pcosu+p"senvu __ tgo+tgy 
dæ — —pseno+p'cosu ~ 1—tgotg p 
La inclinación de la tangente sobre el eje x. es, según la fórmula, 
w + 4, y por tanto, u es el ángulo (fig. 
107) que forma ela tangente con el 
radio vector. Viene, pues, determina- 
do por la fórmula anterior, o bien: 
P 
ctg u = a D (In p), 


, Siendo tg 4 = ES 


no siendo éste el único caso en que la 
derivada logarítmica desempeña en 
coordenadas polares análogo papel al 
de la derivada ordinaria en cartesia- 
nas, así como los radios polares sus- 
tituyen a las ordenadas. La ecuación 
polar de la tangente en el punto 
(0, Po) se obtiene en la forma usual 
Fig. 107. partiendo de la distancia p = p sen 4. 





EJERCICIOS 


1. Diferenciales de las funciones siguientes: 
a) y =n (1 — t); b) y = arc tge'; c) y =arc sen x?; 
d) y=arc sen! t; e) y=x"""; f) y=<h eve, 
2. Representar y=x* y su diferencial para: 
Ta J= T i 
Ag =ġ Ag = — $ Ax =1 Ax = 1. 
3. Llevar Ay a la forma [34-5], calculando ô, en las funciones 
v= +æ, y= 1/z. 
4. Derivada de tg x respecto a sen æ. 
5. ¿Cómo se determinan los puntos del plano desde los cuales la ci- 
cloide (§ 34-6, ej. 2) se ve bajo ángulo recto? 
6. Escribir la ecuación de la tangente a la elipse x == a cos t, y = 
= b sen t, y llevarla a la forma vista en el ejercicio 4 del § 32. 


7. Probar que la espiral logarítmica p = k.a ® corta a los radios vec- 
tores bajo ángulo constante. 


NOTAS AL CAPÍTULO VIII 


I. Orígenes del Cálculo diferencial. — Los orígenes del Cálculo dife- 
rencial están estrechamente ligados al problema geométrico de la tangente 
a una curva, y al de los máximos y mínimos. PEDRO FERMAT (1601- 65) 
descubre hacia 1629 un método para calcular los máximos y mínimos de 
funciones de una variable: se sustituye æ por x + k, se igualan f(x) y 
f(x +k), se simplifica la igualdad suprimiendo términos comunes y divi- 
diendo por h; se hace h=0 y la ecuación permite despejar x. Por ejem- 
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plo, si la función es x? +2 x, escribiremos sucesivamente, con notaciones 


nebuales : 
(x + h)? + 2(x + hkh) =x + 22% 
2xh t k +2h=0 . 22+2=0, =-—1. 

Asoma en este artificio el concepto de cociente de incrementos y gu 
vnlor límite para h=0, esto es, la derivada; pero FERMAT no llegó a 
tener la idea de límite, y así resulta artificiosa su determinación de tan- 
rentes, que reduce a un problema de máximo.' 

En el problema de la tangente, RENATO DESCARTES (1596-1650) se 
preocupa exclusivamente de las curvas algebraicas, y en su inmortal Geo- 
metria (1637) determina la tangente en cada punto, imponiendo la con- 
dictón de que la resultante ($ 15-3, a; $ 42) de las ecuaciones de la curva y 
de la tangente tenga una raíz doble. Este método algebraico, llamado “de 
In cuerda nula”, ha perdurado en la Geometría algebraica, conjuntamente 
con el infinitesimal de FERMAT, que pronto había de perfeccionarse, y 
que para las curvas no algebraicas es el' único eficaz, salvo excepciones 
como la cicloide, cuyas tangentes pueden deducirse también por conside- 
raciones cinemáticas. Tenemos así el tercero de los métodos para la de- 
terminación de tangentes, que parecen haber descubierto simultánea e in- 
dependientemente DESCARTES, ROBERVAL y TORRICELLI hacia 1644. 

Es verdad que estos problemas tienen remotos antecedentes en los 
griegos: tangentes a las cónicas y algunos problemas sencillos de extre- 
mos, pero ello no basta para remontar a entonces los orígenes del cálculo 
diferencial. No se sabe cómo llegó ARQUÍMEDES a la determinación de la 
tangente a la espiral de su nombre, resultado aislado expuesto en forma 
“apagógica” (ver Cap. XIII, nota I). La tangente se define como la recta 
que en la vecindad de un punto deja la curva de un solo lado, y enton- 
ves, dada la presunta tangente, se trata de demostrar ciertas desigualda- 
des, lo que se hace con todo rigor. 

Junto con esta variedad de métodos aparecen innumerables aportacio- 
nes al problema de la tangente; se' persigue un procedimiento general, 
válido para todas las curvas, y cada matemático inventa uno distinto en 
apariencia, pero todos basados en el cálculo con infinitésimos: FERMAT 
(1630), De SLuse (1652), y más tarde TSCHIRNHAUS (1682), HUYGENS 
(1693), etc. 

Cada país del continente dispara su flecha, sin dar plenamente en el 
blanco, gloria reservada a un teólogo inglés, aficionado a la matemática, 
el cual ideó la determinación de la tangente por el cociente de incremen- 
tos. Tal es la sencilla idea de BARROwW (1630-77), que oscureció a todas 
las demás. 

Fué el mismo BARROW quien en 1669 mostró, como veremos en $ 50, 
que el problema de las tangentes se relaciona con el problema del área 
limitada por una curva, vinculándolo así con el Cálculo integral, que evo- 
lucionaba desde tiempos más remotos, por cauces totalmente distintos (ver 
Cap. XIII, nota 1). Desde entonces ambos problemas se entrelazan y com- 
plementan, por lo cual su evolución histórica debe seguirse simultánea- 
mente. 

Sólo falta elaborar el algoritmo diferencial, ir complicando los pro- 
blemas, crear la notación adecuada. Todo ello'es simple cuestión de tecni- 
cismo; y sí a la técnica se suma el genio, se comprende cómo el nuevo 
cálculo pudo crecer inconmensurablemente, en tan breve período, en ma- 
nos de Isaac NEWTON (1642-1727) y de GUILLERMO LEIBNIZ (1646-1716). 

NEWTON era ante todo físico, y como tal le interesaba el Cálculo como 
instrumento de investigación, sin preocuparse de la pureza de sus con- 
ceptos. Así define la tangente por la condición de contener dos puntos 
consecutivos de la curva, y el círculo oseculador tres puntos consecutivos; 
así es metafísico su concepto de derivada (fluxión) y de diferencial (mo- 
mento de fluxión). Textualmente dice: ““Los momentos dejan de ser mo- 
mentos cuando alcanzan un valor finito, y deben por lo tanto considerarse 
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como magnitudes finitas nacientes”. En cambio, su contrincante LEIBNIZ 
es filósofo, y se interesa ante todo por el rigor lógico y pureza de los 
conceptos: sus definiciones de función algebraica y trascendente, de pará- 
metros, de coordenadas curvilíneas, son intachables; su definición de di- 
ferencial (1689) es perfecta, y sus notaciones son las que han perdurado 
hasta nuestros días. 

LEIBNIZ obtuvo independientemente de NEWTON muchos de sus resul. 
tados, dando origen tal coincidencia a una lamentable polémica, que más 
bien fué guerra a muerte entre dos escuelas. 

' A modo de ilustración damos el cuadro de notaciones usadas por am- 
bos egregios contrincantes: 


Notacionea actuales Notacioneas de NEWTON Notaciones de LEIBNIZ 


Variable independiente: x | Quantitas correlata 


Función: y Fluente 

Incremento: du o dx (antes x/d) 
Derivada: y'=dy/dx Fluxión: y dy/dx 
Diferencial: dy Momento: y.o Diferencial: dy 


Actualmente se emplea la notación de NEWTON y, conjuntamente con 
la y”, para distinguir las derivadas de y respecto a distintas variables in- 
dependientes. 

La nueva ciencia fué acogida muy diversamente por los matemáticos 
de fines del siglo XVII. CHRISTIAN HUYGENS (1629-95), el genial holandés, 
en su famoso tratado de los relojes de péndulo (1673) se esforzó en elu- 
dir el nuevo algoritmo, usando de preferencia los métodos clásicos. 

El aristócrata fraricés GUILLERMO FRANCOIS, marqués de L'HOSPITAL 
(1661-1704), fué uno de los más entusiastas propagandistas del nuevo mé- 
todo, abandonando la vida mundana para consagrarse a él; su tratado de 
1696 fué el primero de Cálculo diferencial, y en él aparece la famosa 
fórmula que lleva su nombre ($ 36-1), aunque JUAN BERNOULLI (1667- 
1748) reclamó su prioridad, al parecer con fundamento. Su nomenclatura 
es extraña: la coupée es la abscisa; cercle baisant es el círculo osculador 
(§ 40-6); diferencial es la derivada. 

Junto a estos continuadores de NEWTON, es oportuno citar al famoso 
obispo BERKELEY, que sometió el Cálculo de fluxiones a duras críticas, en 
gran parte justificadas. Tal es, por ejemplo, la que señala una evidente 
contradicción en el método newtoniano, donde el incremento se designa 
a la letra o (que no debe confundirse con el cero), pero al final se 

ace 0o =D. 

Después de los hermanos JAacoso (1654-1705) y JUAN BERNOULLI, 
que resuelven diversos problemas concretos, aparece el coloso de la nueva 
técnica, LEONARDO EULER (1707-83), que no deja capítulo alguno por ex- 
plorar; y no sólo en el Cálculo y en el Algebra, sino también en la Física 
matemática. Su obra inmensa desborda los límites de este libro, pero en 
diversos capítulos hemos encontrado y seguiremos encontrando s'i nombre. 


CAPÍTULO IX 


TEOREMAS DEL VALOR MEDIO Y CONSECUENCIAS 


§ 35. TEOREMAS DEL VALOR MEDIO 


1. El teorema del incremento finito y su significado geo- 
métrico. — En el $ 33 hemos estudiado la variación de una 
función en entornos de puntos determinados. El estudio de la 
variación en todo un intervalo se apoya en un teorema de LA- 
GRANGE, que expresa el 
incremento de una fun- 
ción derivable f(x). 

Comencemos por una 
propiedad geométrica 
importante: 

En todo arco de cur- 
va regular [y por lo tan- 
lo (§ 34-6) con tangen- 
te en todos sus puntos], 
hay por lo menos un 
punto donde la tangente 
es paralela a la cuerda. 

Esta propiedad que- 
dará demostrada en el 
apartado siguiente, pero 
por ahora observemos 
que es fácil justificarla 
intuitivamente, pues si 
la cuerda AB se tras- 
Inda paralelamente, co- 
mo indica la flecha (fig. 
108), dos por lo menos 
de los puntos de inter- 
sección llegan a confun- 
dirse en uno P, y como 
en dicho punto hay tangente (por ser regular la curva), justa- 
mente dicha tangente deberá ser paralela a la cuerda A B. 

En el enunciado hemos dicho “por lo menos un punto”, pues 
puede haber varios, como muestra la figura 109. 

De aquí resulta el siguiente teorema de LAGRANGE, llamado 
del valor medio o del incremento finito: 


Fig. 108. 
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TEOR.: Si la función f(x) es continua en [a,b], y con 
derivada única [finita o infinita (S 30-5)] en todo punto de 
(a,b), hay un punto interior E, tal que: 





f(b) —f(a) _,, 
[35-1] A O f’ (£), 
o sea: 
[35-2] f(b) — f(a) = (b—a) f'(£). 
En efecto, la pendiente de la cuerda que une los puntos A 
f(b) — f(a) 


y B, de abscisas a y b, es: m = , y como en el ar- 


b—a 
co AB hay por lo menos un punto donde la tangente es para- 
lela a esa cuerda, llamando:¿ a su abscisa se tiene [35-1]. 
Este teorema suele escribirse en estas otras formas: 
[35-3] Ay =Ax.f'(£), 
o bien poniendo: . 
b—a=h ..b=ar+h, 
y observando que por sera <¿<b,es+=a+0hcon 0<0<1: 
[35-4] f(a+h) —f(a) =hf'(a+ 0h) (0<o0<l). 
Puede haber varios valores de £ (ó de 9), pero el teorema 
no indica la manera de determinarlos. 


Compárese el distinto significado de las fórmulas: 


ày 
Aa 


à ` 
z- = f'(x)+e (Definición de derivada), 


= f'(?) (Teorema de LAGRANGE) 


v las respectivas condiciones de validez. 


2. Demostración del teorema de Lagrange. — Para demos- 
trar el teorema de LAGRANGE basta probar la propiedad intui- 
tiva en que nos hemos apoyado; esto se hace a su vez basán- 
dolo en el siguiente teorema de ROLLE: 


TEOR.: Si. f(x) es continua en [a,b], con derivada única 
(finita o infinita) en (a,b), y es f(a) = f(b), hay por lo me- 
nos un punto interior en que se anula la derivada f'(x). 


Por lo menos hay dos puntos, y Ẹ’, en los que f(x) toma su valor 
máximo absoluto, M, y su valor mínimo absoluto, m. Si ambos valores, 
£, E, coinciden con los extremos, es M =m = f(a)= f(b); y como todos 
los valores están comprendidos entre M y m, la función es constante en 
todo el intervalo; luego, f (x)= 0 en todo él. 

En caso contrario, uno por lo menos de los dos valores ¿, Ẹ, debe ser 
interior; luego, es relativo el máximo o mínimo correspondiente f() =M 
ó f(£) =m, y por lo tanto, ($ 33-3): 


F(£)=0, o bien: f'()=0. 


NOTAS: 1. Geométricamente, el teorema expresa la existencia de un 
punto del arco cuya tangente es paralela a) eje z, 
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2. Nótese que basta la existencia de derivada única (finita o infi- 
nita) en cada punto interior de 
(a, b); si en alguno hay deri- 
vada infinita, con signo distin- y 
tu a ambos lados, el punto es 
«unpidal, y. no subsiste la con- 
vlusión. 


Para demostrar ahora 
nritméticamente la propie- 
dad en qué nos hemos apo- 
vado ($ 35-1), basta res- 
iar a f(x) las ordenadas 
de una paralela a la secan- 
te (fig. 110), es decir, con- 
siderar la función 





E f(b) —f (a) 
p (1) = f(x) a 
Como p (a) = e (b) (compruébese), existe un valor ¿ en 
(a, b) tal que: i ; 
, LE _f —Íf(a) _ 
re = to AL 0, 


3. Consecuencia. Teorema fundamental del Cálculo integral. 
— Hemos visto ($ 30-3, a) que la derivada de una constante 
es cero. Veremos ahora que, recíprocamente, si una función 
f(x) tiene derivada constantemente nula, se reduce a una cons- 
tante. En efecto, si a y b son dos valores cualesquiera de z, 
habrá un punto £ que verifica [35-2], pero como f'(£) = 0, re- 


sulta : 
f(b) = f(a). 


De aquí resulta la siguiente consecuencia, que por razones 
que se comprenderán más adelante (8 50) llamaremos teorema 
fundamental del Cálculo integral: Si dos funciones f(x) y 
g(x) tienen derivadas finitas iguales, difieren en una constante. 

En efecto: 

D [f (x) — g(x)] = f(x) — g'(x) = 0 
<. f(x) — g(x) =c. 

Gráficamente, esto significa que la curva g(x) se obtiene 
de la f(x), trasladándola paralelamente al eje de las y. 

El teorema no es válido si las derivadas pueden tomar va- 
lores infinitos (nota VI). 


4. Acotación del error en una función. — El teorema del 
valor medio no sólo es fundamento de todo el cálculo diferen- 
cial e integral, sino que también se apoya en él el cálculo de 
errores de la Matemática práctica. 

Calculado un valor y = f(x), ¿qué influjo tiene en y un 
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error Ax de la variable x? La contestación exacta está en ln 
fórmula (35-3]: El error de la función es igual al error du 
la variable por la derivada en un punto intermedio. 

Pero se presentan dos dificultades: 1* No se conoce el error 
de la variable, sino una cota superior del mismo; 2* No se co- 
noce el punto intermedio ¿é Sin embargo, sabiendo bajo qué 
número se conserva Ax y bajo qué número está f (¿) en el 
intervalo (x, +A gx), se tiene fácilmente un límite del error 
A y, es decir, conocemos el grado de aproximación alcanzado. 


EJEMPLOS: 1. En la división y = 1: x, el error de x queda multipli- 
cado por la derivada — 1/x* en un punto del intervalo entre x y +4x; 
este factor es tanto más grande cuanto menor sea zx. 

2. Si la distancia entre dos puntos AB no puede medirse directa- 
mente, pero sí las distancias AC = b, BC =a, y el ángulo ACB =C, se 
calcula c por la fórmula: 

c = Va + b’ — 2ab.cosC. 
Suponiendo exactos a y b, el error que produce en c un error h del 
ángulo C es: 
Ac = %W(2absen)k:c, 
siendo £ un número comprendido entre C y C +h. 
Tendremos, pues, un valor aproximado para Ac tomando: 
¡Ac]| — |h|ab sen C:c. 

Si el error del ángulo medido C=29* 50” es |h |< 1” =0,000083... 

siendo sen¿< Ye, resulta: 
|Ac| < % ab. 0,00008 :c. 

Si se quiere asegurar un límite superior, para evitar el peligro de 

que el denominador difiera apreciablemente de c, se sustituye éste por el 


número menor: 
Væ + P —2ab = a — b. 


Nora: La exactitud con que deba efectuarse la medida de x depende 
de la cuantía de la derivada; si ésta es grande, exige mayor precisión, y 
por ende, mayor costo y trabajo. 

Una grosera medida de un ángulo pequeño permite calcular su coseno 
con error disminuído; por lo contrario, dado el coseno, el arco adolecerá 
de gran error. Explíquese esto con las derivadas y directamente en la cir- 
cunferencia. 


5. Interpolación lineal. Acotación del error. — a) Conoci- 
dos los valores f(a) y f(b) de una función f(x) en los puntos 
a y b, podemos calcular aproximadamente los valores en pun- 
tos intermedios, sustituyendo el arco de curva por la cuerda. 
Esto equivale a admitir que los incrementos de ordenadas son 
proporcionales a los incrementos de las abscisas. 

Admitiendo la proporcionalidad entre las diferencias de los 
tres valores : 

a , a+h , b, 
y sus correspondientes: 
resulta : 
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f(b) — f (a) 
b—a 
Esta fórmula se aplica para la interpolación de valores no 

eentenidos en una tabla de valores de cualquier función f(x). 

Aní se hace en las tablas de logaritmos, de funciones circula- 

res, de logaritmos de funciones circulares, etc. 

La diferencia f(b) —f(a) entre los valores consecutivos 
dados por las tablas, se llama diferencia tabular. 
En las tablas de logaritmos, a y b son enteros consecutivos; 

w] producto de la diferencia tabular por el valor h < 1 se fa- 

vilita con tablillas impresas al margen de la tabla. 


135-5] f(a+h) ~ fla) + hk — 


b) Acotación del error. La fórmula de interpolación, en virtud del 
lvurema del valor medio, aplicado al intervalo [a,b], puede escribirse así: 
f(a+h)—f(a)+hf(c) (a< e<b), 

y aplicado al intervalo [a,a + h], da el valor exacto: 
f(a+h)=f(a)+hf'(£), a<it<ar+h. 

El error e de la fórmula [35-5] será, por lo tanto: h[f'(c)—1f'(£)]. 
y como ambos números pertenecen al intervalo (a,b), aplicando de nuevo 
el teorema del valor medio será: 
135-6] e = h(c—8).f"(A), 
siendo à un número intermedio. En definitiva, siendo la distancia o dife- 
rencia | — c| menor que la amplitud del intervalo, b— a, si la derivada 
segunda se conserva en todo el intervalo inferior a un número fijo K, re- 


sulta: 
|e | <h(b—a)K, si se conserva |f” (x)|< K. 


EJEMPLO: La interpolación lineal se aplica para calcular logaritmos 
de números comprendidos entre dos consecutivos n y n +1, cuya diferen- 
cia de logaritmos se llama diferencia tabular A. La fórmula es: 


[35-7] — le (n+hk) =lgn+hA, siendo A =lg (n +1) — lg n. 
El error cometido resulta observando que siendo n œ> 10 000 para las 
tablas de 7 decimales (nota I, ea): 
| £” (x)| = M/x? < 0,43...: (10 000)?; 
luego, resulta: |e| < 0,000 000 005, 
es decir, no influye en la séptima cifra decimal. 


6. Cálculo aproximado de logaritmos. — El incremento de In x, es de- 
cir: In(x+h)—lIn x* es igual a h:(x+0h), y por lo tanto, aproxima- 
damente igual a h/x y también a h:(x +h). Obtendremos mejor apro- 
ximación si tomamos el promedio de los dos valores extremos, y mejor to- 
davía si sumamos numeradores y denominadores, con lo cual resulta un 
valor intermedio. Tendremos, pues: 


[35-8] ln(x +h) — Ing ~ AR 


2x+h 
Esta fórmula permite calcular In(x + h), conocido ln x, con sólo su- 
marle la fracción anterior. Según se demuestra en la teoría de las series, 
esta fórmula es tan exacta, que si es x > 10000, el error es menor que 
10-7; es decir, resulta el logaritmo con 13 decimales exactos ($ 45-4). 
Para logaritmos decimales, basta multiplicar por el módulo: 


[35-8"] lg (x+h) ~ lgx + 2hM/(2x+h). 
Es con esta fórmula tan sencilla con la que se calculan las tablas de 
logaritmos. Para construir una tabla hasta 100 000, basta calcular los lo- 
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garitmos de 10'* a 10%, Así, por ejemplo, dentro del orden de las diezmillo- 
nésimas, es: 
lg 10001 = 4 + 2.0,43429/20001 = 4,0000434. 


7. Derivación gráfica. — Puesto que la gráfica de y’ = f(x) facilita 
el estudio de la curva y =f (x), conviene dar un procedimiento rápido de 
construcción aproximada, que en muchos casos es suficiente. 





Fig. 111. 


Dibujada la curva, trasladémosla hacia. su izquierda (mediante un 
calco en papel transparente) un segmento h (fig. 111). 

El segmento de ordenada MM’ comprendido entre ambas, no es sino: 

flix +h) — f(x) = hf ($). 

Llevada esta'ordenada MM' en el punto medio entre x y x+hR (que 
diferirá de ¿ en menos de h/2), tenemos una gráfica que representa apro- 
ximadamente la función derivada, medida con la unidad h. Esto mismo se 
consigue mejor, sin necesidad de trasladar la curva, dibujando ésta en 
papel milimetrado. 


8. Teorema de Cauchy. — Dado un arco de curva plana: 
[35-9] u=g(t) , y =f(t) (1 <t<D), 
si las derivadas g'"(t) y f'(t) existen, y ni se anulan ni se 
hacen infinitas simultáneamente en (a,b), el arco es regular, 
y la pendiente de la cuerda que une sus extremos es el cociente 
de la diferencia de ordenadas sobre la diferencia de abscisas, 
si g(b) + g(a). Esta cuerda es (por demostración análoga a 
$ 35-2) paralela a la tangente en un punto intermedio, t = å, 
cuya pendiente es ($ 34-6) el cociente de derivadas; luego: 


f(b) —f(a) _ Té) 
A A ESS 
si g(b) 4g(a) y las derivadas ni se anulan ni se hacen infi- 
nitas simultáneamente en a < t < b. 
Tenemos así el teorema de valor medio de CAUCHY: 


TEOR.: El cociente de divisor no nulo de incrementos de 
dos funciones continuas en un intervalo cerrado y con deriva- 
das únicas ($ 30-5) en su interior, no simultáneamente nulas 
ni infinitas, es igual al cociente de los valores de éstas en un 
punto intermedio. 
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EJERCICIOS 


|. Encontrar el valor medio ¿ del teorema [35-1], para las funciones: 
1") 2x; 29) ql; 3%) g*/?, 

2. Probar, mediante el teorema del incremento finito, que si f(x) es 
continua en go y existe lim f'(x) para x — x, existe f'(x») y coincide 
ww dicho límite (cfr. nota 1V-c). En otras palabras: la derivada de una 
finción continua no puede tener discontinuidad evitable (cfr. ejercicio 16 
de $ 32). ° 

3. Comprobar que el teorema del incremento finito [35-1] no es vá- 
lido si ab < 0 para las funciones 1/x, lx|, x"/? Gráficas correspondientes. 


4. ¿A qué intervalos puede aplicarse el teorema [35-1] respecto a la 
función g(x) =x?senl/x, g (0) =0, que tiene derivada existente pero 
dincontinua en x =0? (Cfr. nota 1V-c). 

5. Si la función f(x) es continua en [a,b] y tiene derivada única 
('(wu) <0ena<zx<cC, y f(x) >0 en c<zx<b, entonces tiene en c un 
mínimo en sentido amplio ($ 33-2). 


6. Aplicando el teorema de ROLLE a p(x) —f(x)e*”, demostrar el si- 
«ulente teorema de E, WARING: Si f(x) es continua y no idénticamente 
uula en [a,b], admite derivada única en todo punto de (a,b), y f(a)= 

f(b)=0, la función f'(x)/f() alcanza todo valor real k en (a,b). 

7. En el ejemplo 2 de $ 35-4, ¿qué influencia tiene en el error del 
ludo c un error h del lado a? 

8. Acotar el error de lg 347,6 siendo < 0.1 el del número. 


9. Acotar el error de a, siendo tga = 0,4786 con error menor que 
0,000 05. 


10. Un trozo de bronce pesa 100 gr (error e, < 5 mgr) en el aire, y 
KR gr (£&:< 8 mgr) en el agua, Hallar el error relativo de la densidad. 


11. Aplicar la interpolación lineal a tablas diversas: funciones circu- 
Inres naturales, cuadrados, recíprocos, logaritmos de GAUSS, ...; y &aco- 
tar el error en cada caso, 


12, ¿Para qué arcos es más exacta la interpolación en las tablas de 
nenos y cosenos? Distiínganse el problema directo y el inverso, es decir: 
dado el arco, calcular sus funciones circulares, y viceversa. Interpretar 
geométricamente en la circunferencia unidad. 


$ 36. LÍMITES INDETERMINADOS 


1. "Forma 0/0. Regla de Bernoulli - Hospital. — Los teo- 
remas sobre cálculo de límites ($ 24-4) .dejan sin resolver 
algunos casos, como ya hemos visto. Por ejemplo, la función 
f(x) = (sen 2)/x no está definida para x= 0, pero existe el 
límite para >0, y vale 1 ($ 28-2); en otras palabras 
($ 25-3) : f(x) es una expresión indeterminada para x= 0, y 
su “verdadero valor” es 1. 

La diferencia esencial entre 


[36-1] lim—— para 2>0 


y los límites calculados con los teoremas generales de § 24-4, 
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está en que dicho límite no depende sólo, como allí acontecía, 
de los límites de las funciones componentes, sino también de 
la naturaleza de éstas, y debe determinarse directamente. 

Por esta razón, de no estar determinados los límites de ex- 
presiones como [36-1] por los límites de las variables compo- 
nentes, se llaman límites indeterminados. Un método que en 
muchos casos permite determinarlos, es el fundado en la consi- 
deración de las derivadas, como se expone a continuación. 

El límite del cociente de dos funciones, f(x) y g(x), que 
se anulan para x =a (forma 0/0; $ 25-3), se halla fácilmente, 
en muchos casos, con la siguiente regla, que suele llamarse de 
L' HOSPITAL, aunque JUAN BERNOULLI reclamó su prioridad: 

a) Si las funciones continuas f(x) y g(x) se anulan en 
el punto a, siendo g(x) distinta de cero en un entorno re- 
ducido de este punto, tienen derivadas f'(x) y g'(x) que ni se 
anulan ni se hacen infinitas simultáneamente en un cierto en- 
torno reducido de dicho punto, y el cociente de dichas deriva- 
das tiene un límite finito o infinito para xz —a; entonces se 


verifica: 
o Me)... fx) 
[36-21 lim Ba lim 2 


Por el teorema de CAUCHY, aplicado al intervalo (a, x), se 
tiene: 





f(x) —f(a) _ (£) siendo a<é<zx; 

g(x) — g(a) g’ (£) i o bien: a >¿>2, 
pero siendo lim v =a, es lim ¿= a; luego, recordando que es 
f(a) =0 y g(a) =0, como el segundo miembro tiene límite, 
por hipótesis, para ¿> a, resulta [36-2]. 

b) Si para x =a, las derivadas existen y no se anulan, nm 
se hacen infinitas simultáneamente, su cociente da el límite 
buscado de f(x)/g(x), supuestas éstas nulas en z= a. 

Porque por definición de derivada es: 

f' (a) o [£(x) —f(a)] : (2—a) o f(x) 
g' (a) he [g(x) —g(a)] : (x—a) da g(x) 


Éste es el caso ilustrado por la figura 112, donde vemos que 
para un valor de x próximo a a, el cociente 

f(x) _ CA dE f'(a) _ CA’: (x —a) _ CA’ 

E Ge Ya próximo a zla) tBria=o 8 
En la aplicación de [36-2] consiste la llamada regla de L'Hos- 
PITAL. Si el cociente de derivadas es también indeterminado, 
puede convenir reiterar el procedimiento una o varias veces. 
en x 




















EJEMPLOS: 1. Aplicada a , la regla nos da: 


i sen Xx y COS Y 
lim ——== lim —— = 1; 
x>0 x >0 
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no obstante, el cálculo directo del primer límite, realizado en § 28-2, fué 
necesario para probar que D sen x = cos x, sin lo cual no podríamos apli- 
car la regla de BERNOULLI-L'HOSPITAL a este caso. 


y 








Fig. 112.—f (2)/8 (2) = CA/CB ~ CA'/CB' = f’ (a)/g' (a). 
E tg x— zx ; z 
2. Para el límite de g para x —> 0, el cociente de las deri- 
vadas, es: 
1 
cog  " __ I—cotr _ sente _ Es ) 1 
3 x’ T 83 cogs ` 83æ cosx " 31 x 3" 
2. Aplicación reiterada. - Si las funciones continuas f'(x) 


y g'(x) son nulas en el punto a, si existe un entorno reducido 
de a donde g'(x) 0, y donde existen y no se anulan, ni se 
hacen infinitas simultáneamente f” (x) y g” (x), y si el cocien- 
te f£” (x)/g” (x) tiene un límite finito o infinito para x — a, 
entonces, aplicando dos veces [36-2] resulta : 
f(x) . f(z) (zx) 
im ay y MA) 
y así puede seguirse reiteradamente. 

Por otra parte, análogamente a $ 36-1,b, si en x=a se 
anulan f(x), g(x) y sus primeras derivadas y suponemos exis- 
tentes, no simultáneamente nulas ni infinitas f” (a) y g” (a), 
podemos escribir, aplicando [36-2] y luego la definición de 
derivada segunda: 





para r>a: 








o Ha). fx) [f (x) — f (a) ]/ (x — a) 
mo” "e Uire- 
2 f” (a) 

— g”(a)” 


En efecto, no pueden anularse f'(x) y g'(x) en todo entorno redu- 
cido de a, porque por definición de derivada sería f”(a)=g”(a)= 0; 
supongamos sea g'(x) distinta de cero en un entorno reducido de a; 
entonces tampoco puede anularse g(x) en todo entorno reducido de a, 
porque por el teorema de ROLLE, igual ocurriría con g'(x), imposible 
como antes hemos visto. 


En general: 
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“TEOR.: Si en x =a se anulan f(x), g(x), y sus derivadas 
primera, segunda, ..., (n — 1) - ésimas, y suponemos existen- 
tes, no simultáneamente nulas ni infinitas f™® (a), g'” (a), 
entonces el límite para x= a del cociente f(x)/g(x) es igual 
al cociente f™ (a)/g™ (a). 

Si g'” (a) =0, el límite es infinito, sin signo asegurado. 


EJEMPLO 1. Calcular l = lim o, 
x0 g 
Se tiene, por [36-2]: 
; 1 — cosx 
l = lim a 
3 
>0 


y como esta expresión es de nuevo indeterminada, reiteramos el procedi- 
miento: 


l = lim 1—cos%e _ lim Senz _ lim coss 1 





x—>0 3 q? —Te2>06xr "r>0 6 " 6 

NoTAsS: 1. La regla de BERNOULLI-L'HOSPITAL es válida con la misma 
restricción que el teorema de CAUCHY, del cual se deriva. 

2. Las vestricciones de hipótesis no vienen impuestas solamente por 
la demostración, sino que son indispensables para la aplicación de la re- 
gla, pues si en todo entorno de a se anulasen o se hiciesen infinitas si- 
multáneamente las derivadas, no sería posible calcular el límite de su co- 
ciente; y si se anulase el denominador g(x) en cualquier entorno de a, 
lo mismo acontece a sus derivadas 1%, 2%, 32, ,.., en virtud del teorema 
de ROLLE, resultando todas ellas nulas en el punto aq, si son continuas en 
este punto. 

f'(x) f(x) 

3. Si carece de límite, nada puede deducirse respecto de ; 
g'(x) g(x) 
que puede tener, sin embargo, límite: determinado. 








EJEMPLOS: 2. Tal sucede en el cociente: 


Qu 1 
asen — 
Y x 1 
—— = ——. v. sen — 
sena sen e e 
cuyo límite para + —>0 es 0, mientras que el cociente de derivadas, 
1 
2 1 sen— — cos — 
r e 
cos x 3 


sek 1 
carece de límite para x —> 0, por no tenerlo cos —. 
Y 


3. Si se quiere calcular para e — 0 ẹl límite del cociente f(x)/g(x) 
de las funciones: 


le) = 020 ( cos — + 2 sen —), 
g(r) = cl. ( cos —+ sen >) 
mediante el de las derivadas: ' 


P(x) = 10 x” e=? sen = 


, -j ~ 3 1 
g (x) = 4&x”en sen T? 


al simplificar 
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F (0) 

eg (a) 
pudiera creerse erróneamente que el límite buscado es también cero. Sin 
embargo, se ve directamente que 





z E 0 


. 142 tg (1/x”) 
f e) = e) — A de 
Din as 
toma todos los valores en el entorno de cero, pues así ocurre para el 
quebrado del segundo miembro en 


2 2 
akir S'S y Qk=1)7 


para cualquier número natural k. 


No falla el teorema, porque la simplificación del cociente f'(x)/g'(x) 
se ha realizado prescindiendo de que sen(1/x?) se anula en los infinitos 
puntos « = 1/V n 7 del entorno de g = 0. 


3. Generalizaciones. Límite para > œ, y forma o/o. -- 


a) Cuando se trata de calcular, para > 0 :. 


f(x) 

lim E) 
la forma indeterminada 0/0 para > o, y si ambas funcio- 
nes admiten derivadas ($ 30-5), que ni se anulen ni se hagan 
infinitas simultáneamente en un entorno de œ (es decir, para 
valores de x superiores en valor absoluto a un número fijo), 
siendo además, en dicho entorno, g(x) +0, es aplicable la re- 
gla de BERNOULLI-L'HOSPITAL. 





siendo lim f(x) = lim g(x) = 0, se tiene 


En efecto, poniendo x = —, se tiene: 
; f(x) , f(1 t) 
lim —— = m —__——, 
> g(x) >o g(1,t) 


Como ahora t > 0, podemos aplicar la regla de BERNOULLI- 
L'HOSPITAL [36-2]. El cociente de derivadas respecto a t es: 


P(1t) Ve _ Pl) 

g' (Lt) (—1/84) g (x)? 

v entonces: P 
: fa) ' (x 

[36-3] $ g g) s g’ (2) ’ 


b) La regla de BERNOULLI-L'HoSPITAL es aplicable también 
a la forma «/o, es decir, al cálculo para + > « de: 


i f(z . . ; 
lim Niy siendo lim f(x) = lim g(x) = o. 
g(x) 
Demostraremos, en efecto, que: si existe para x —> a lim f (x)/g (a) = 
=l, es también lim f(x)/g(x) =l, siempre que en un cierto entorno ye- 


ducido de a, ni se anulen ni se hagan infinitas simultáneamente f'(x) y 
t 
g(s). 
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Si xı es un punto cualquiera de este entorno, podemos escribir el co- 
ciente dado, para aplicar el teorema de CAUCHY, así: 


f(x) f(x)—1f(x%,) 1— [8 (x1) : g(x%)] E 


g(x) glæ)— gla)  1—[f(m):f(s)] 
f'(x) 1—[g(x:):g(x)] 


g (0) 1—[f(x%1) :f (%)] 

donde xo es un punto intermedio entre æ y Yi. Probaremos que el límite 
de este producto es l. Dado e > 0, para xı suficientemente próximo a a, 
la fracción f'(x0)/g'(x0) difiere de su límite l en menos de e; fijado así 
%1, y haciendo x —> a, como g(x) > 0 y f(x) > 0, resulta que la segunda 
fracción tiende a 1, con lo cual el producto diferirá de Z tan poco como 
se quiera. 








EJEMPLO 1. Para calcular el límite para x—>0* de la función 
(In tg 2 x)/(In tg x), aplicaremos la regla, que nos da una expresión de 
límite indeterminado del mismo tipo, pero ésta se puede transformar así: 














1 2 2% 1 
te 2% cos 2e tg 2% cos” 22 
O A A A 1. 
1 1 ze 1 ; 
te x cos” y tg x cost as 


c) Si las funciones f(x) y g(x) tienen límites infinitos 
para x — œ, ponemos y = 1/t, como antes se hizo, y la conclu- 
sión subsiste. 


EJEMPLO 2. Para x — %, tenemos: 


; er—1 er e 

] A AR, as! 1 EFI fe] 1 E E rel E v paani o, 

im mera lim SLi lim 2] (er +.) 
etg 


NoTA: No se olvide que la regla puede no conducir al límite, aun 
aplicada indefinidamente, o bien no resultar legítima su aplicación reite- 
rada al obtenerse una fracción cuyos términos carezcan de límite, como 


; s æ + seng ; 
sucede, por ejemplo, con la fracción eee para x>0%, Sin em- 
x + cosx 
bargo, basta una simple división por x para llegar al límite 1. 
e” + sen x 


En cambio, si es lim , podría aplicarse la regla indefi- 


x —> 00 e” + cos x 
nidamente -sin resultado, por obtenerse fracciones del mismo tipo, pero 
dividiendo por e” resulta el límite 1 para x>-+% y oscilante para 
xx —>—.o00, 


4. Formas 0.œ e oo. — o. — a) Se trata de calcular para 
r>a: 
lim f(x) .g(x), siendo lim f(x) = 0 y lim g(x) = œ. 
Escribiendo el producto f(x) .g(x) en la forma: 
f(x) on. 8%) 
l:g(x) ” o bien: l:f(x) ” 
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lo llevamos a una de las formas indeterminadas ya conocidas 
1/0, o bien «o/o, en las cuales se puede aplicar la regla de 
NERNOULLI-L' HOSPITAL. 





MNIEMPLO 1: 
; x 1 
lim x. cote x) = lim ——— or ser cotg x = ) 
= lim ——— 1 a 
SÀ 1 = 1 (por la regla de BERNOULLI-L'HOSPITAL). 
cos? x 
b) Forma «o — œ. — Se trata de calcular: 
lim [£(x) — g(x)1, 
> 
niendo : 
lim f(x) = lim g(x) = o. 
> >0 


Escribiendo la diferencia bajo el límite en otra forma: 
_ tg E = 2, al 
A f.g E ge  — ff)" f.g 


se la conduce a la forma indeterminada 0/0 para x =a, y en 
ella puede aplicarse la regla de BERNOULLI-L' HOSPITAL. 





EJEMPLO 2. Para x — 0 tenemos, transformando en fracción única: 


i 1 e sen x — % COS x 
lim | — — cotg x ) = lim ——————————— ~~~ = 
x % sen x 
cos x + x. sen x — cos x 
sen x + x cos x% 


= li 


y el límite es cero, pues el último cociente puede escribirse así: 


sen x 
sen vx: mo Tosa š 


5. Formas exponenciales «0% 0% 1%, — Para ver cuáles 
son los posibles casos de indeterminación en una expresión de 
la forma: 


[36-4] f(x), 
tomemos logaritmos (cfr. § 21-3): 
[36-5] ln f(x)" = g(x) . ln f(x), 


y consideremos los posibles casos de indeterminación de las 
formas 0.(+ 0); 0.(— 0); (+ 00).0; (—æœ).0 é %œ.0 en 
el producto que resultó en el segundo miembro: 
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a) limg(x) = 0; lim In f (x) = + æ .'. lim f(x) = + æ Forma (+2 )"; 
b) limg(x) =0; lim In f (x) = — x .'. lim f (x) =0* » 0; 

c) limg(x) =+%; liminf(x*) =0; <. lim f(x) =1 a EA 

d) limg(x) =— x£; limin f(x) = 0; <. lim f(x) =1 ja A 

c) limg(x) =>; lim ln f (x) = 0; .-. lim f(x) = 1 » 17. 


Si el límite de [36-5] es a, el buscado es ed, 


Observemos que las expresiones 00% 0% 1% no pueden tener signifi- 
cado alguno como potencias numéricas; son sólo signos cómodos para in- 
dicar cuáles son los límites de f(x) y de g(x) en [36-4]. 


EJEMPLO 1. Calculemos lim  (1-+x)* de la forma (+ 00)” Por 








zt- +7 
ser oil 
sodik Vo m+) _ n 1+ 
tim > .In(1 + 1x) ) = lim pa = lim i = 0, 
2 
es lim (1+2) =8=1. 
y> +o 
2. Para x >0, lim x' corresponde a la forma 0”, y como: 
; ; In * i Ler ; A 
lim (xv.ln +) = lim 1/0 = lim I. = lim (xv) = 0, 
se tiene lim & = œ = 1. 
r>0 
3. Es indeterminado de la forma 1% : 
lim (tge a)'*”; 
x>"/t 
y aplicando la regla anterior tenemos: 
1 1 
: Cu ntge _„ „n tge cota _ 
lim (tg 2 æ . ln tg x) = lim 46 2 ia 2 = 
sen” 2 x 
— sen? 2 v £ 


= lim ~. 
2 sen % cosx .« 

Siendo ésta una función continua, su límite para x > T/4 coincide 
con el valor que toma en él la fracción; la cual después de simplificada, 
se reduce a — sen 2 x, cuyo valor para x = 7/4 es — 1; luego, en defini- 
tiva, será lim (tg x)'"** = 1/e. 

4. En el ejemplo anterior, los límites laterales a izquierda y a de- 
recha son respectivamente de las formas 1+% y 17%, 


6. Sustitución de variables equivalentes. — Si para calcu- 
lar el límite para z — 0 de (tg x — 2)/x* formamos el cocien- 
te de las derivadas: 


1 


costa 2. 1—costx sena 
3 q? Bxatcostx Batcostz 
llegamos a una expresión nuevamente indeterminada, cuyo lí- 
mite puede hallarse aplicando otras dos veces la regla de BER- 
NOULLI-L' HOSPITAL, lo que conduce a derivadas más complica- 





> 
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dan. No obstante, el límite del último cociente puede calcularse 
directamente así: 
sne) 1 1 





A lim | Us 
3x2 cosg Beos a ` a 
y n este resultado se llega directamente “simplificando bajo el 
linite?” sen? x con x?, por tener límite 1 su cociente, es decir 
(5 24-3, b3), por tratarse de variables equivalentes: sen? g ~ 

a, En general: 

Si en una expresión se reemplaza el factor o divisor u por 
olro equivalente v, el {mite no se modifica, pues ello equivale 
u multiplicar por un factor u/v ó v/u, cuyo límite es 1. 


Ham 


EJEMPLO: El límite para  >0 de (1 — cos 2) /3 x* —(2 sen? 2/2) /3 x* 
en el mismo de 2(x/2)?/3 x*, es decir, 1/6, en acuerdo con $ 36-2, ejem- 
plo 1. 


Los resultados anteriores nos dan las siguientes equiva- 
lencias para x — 0: 


136-6] tg x — x ~ x/3 (§ 36-1, ej. 2 ó § 36-6); 
[36-7] x — sen g ~ x?/6 (§ 36-2. ej. 1); 
[36-8] 1 — cos x ~ x?/2 (§ 36-2, ej. 1 ó § 36-6, ej.). 


EJERCICIOS 


1. Calcular: lL = lim (e°— 1)/x, para x —> 0; L=lim (y — 1)/ln y, 
para y > 1; h, = lim (x — a)/(ln x— ln a), para x > a; 
h: = lim (y" — a"): (ln y°— ln a"), para y> 4; 
k = lim (V x+ a —a)/(V x + b?— b), para x >0. 
2. Calcular, para x — 0, los límites de: 
(e + e™ —2)/5 œ; (6° —1 —2) /senz. 
3. Calcular, para æ —> -+%, los límites de x*/ (x — sen x); 
[In (1+g)]/x; [ln (Inx)]/x; «*/e%; [In (3+2e*)]/x; y para x>0, 
el límite de cotg Y x/cotg x. 
4, Calcular, para x > 0, los límites de: 
«.e/% x«.Inx; cotg 2%.In (1 +x). 
5. Calcular, para x —> + 00, los límites de: 
(2:are tg x — T).x; x.In[(x+a)/(x—0)1. 
6, Calcular: 





l, =lim (x*—cotg x) para x > 0; 
la=lim (2% sec x — tg x) para x>7/2; h = lim (sec x —tg x) para 
2 >7/2; h = lim [(1/ln x) — x/ (x — 1)] para x > 1. 


7. Calcular: 


h = lim (cotg x)te=z; L= lim (a + bam)i/(p +alnz), (m> 0, b >00); 
z—>0 r—> +0 
h = lim geenz; ha = lim (1—.cos 7) ln cos'x; 
z—>0 z—>0 
k,=lim (1/0) 8722, k= lim (2) E7*/%; k= lim (1<0/,)”. 


r—31 z—1 a) +0 
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8. La función f (+) =(2—cos 2 x)!:sen 2, f(n T) =1, (n=0, +1, 2, 
...), es continua. 
9. De ej. 1, h, y $ 28-2 deducir para x> 0: 


lim sen x/(er—1) = 1; lim (er — 1)/sen bx —= a/b; 
lim (e****—1)/x=1; y para x>0*: lim (esenz—1)/Vg =0. 
10, Calcular, para —>0: l = lim (tg x —w)/(x — sen 2); 


h = lim æ sen x`. (sen x)”; k = lim ln tg 2%/ln te x. 


§ 37. INFINITÉSIMOS E INFINITOS. ASÍNTOTAS 


1. Cálculo con infinitos. — DEF.: Una variable dependien- 
te, y = (x), se llama infinita para x — E, cuando tiene límite 
infinito para x — ¿é (£ = £o, Lo”, Lg, 0, + A, — œ). 

Suele decirse brevemente un infinito, pero debe entenderse 
que se trata de variables que tienden a œ. No tiene sentido 
decir que $ es un infinito, si no se especifica la variable inde- 
pendiente y para qué valor de ésta se toma el límite. 

EJEMPLOS: 1. La función 1/x es infinita para x —> 0; en cambio, es 
un infinitésimo para x > œ. 

2. Es infinita tgxw para x > 7/2, pero no para x —>7/4, 

El cálculo con infinitos es completamente análogo al de los 
infinitésimos ($ 24-8). 

He aquí las proposiciones fundamentales: 


a) La suma de una variable infinita con cualquier número 
finito de constantes o variables acotadas, es infinita. 

Porque si los sumandos Yı, Yz, ..., Ym Se conservan en va- 
lor absoluto inferiores a K, y es lim y = œ, para que la suma 
y HYT Yz2+F ... Ym supere al número prefijado H, basta 
tomar |y| > H +mK y será: 


lyytv+.. +FYml>Iyl—IYi+Ya+. . +Ym] > ly] —m K > H. 
NoTA: Puesto que al sumar o restar a una variable infinita una 
constante cualquiera, o una variable finita cualquiera (tenga o no tenga 
límite), siempre resulta una variable infinita, se deduce, recíprocamente, 
que la diferencia de dos infinitos (o la suma), puede tener límite distinto 
en cada caso, o carecer de él. Únicamente al sumar infinitos de igual 


signo puede asegurarse que la suma es un infinito, y del mismo signo 
que ellos. 


Si alguno de los infinitos carece de signo constante, o si ambos su- 
mandos son infinitos de signos contrarios, se tiene el caso de indetermi- 
nación del límite oo — œ (§ 36-4). 

b) El producto de una variable infinita por cualquier nú- 
mero finito de constantes no nulas, o de variables que en valor 
absoluto se conservan superiores a una constante positiva. es 
infinito. 

Porque si los valores absolutos de los factores Y;, Yo, ..., Um 
se conservan superiores a k, y tomamos |y | > H : k”, resulta : 


H 
yy Y... Yml=1Y 1-19 Yo --- Yml >= K” = H. 
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Nora: Si un factor es infinito y otro infinitésimo, tenemos el caso 
de Imleterminación del limite que hemos indicado con 00.0 (§ 36-4). 


e) El cociente de un infinito por una constante no nula, 
u por una variable acotada superiormente en valor absoluto, 
en un infinito. 

lus consecuencia inmediata de b), pues el valor absoluto de 
In recíproca de la constante o variable está acotado inferior- 
mente por un número positivo. 


Nora: Si el denominador crece también infinitamente, tenemos el caso 
de indeterminación del límite que hemos indicado con v0/o00 ($ 36-3). 


2. Comparación de infinitos. — Para las variables infinitas 
pueden establecerse criterios de comparación análogos a los de 
los infinitésimos ($ 24-3, c). 

a) Si (x) es un infinito para x > ¿, podemos compararlo 
con un infinito tipo o principal; por ejemplo, H(x)=x (si 
í 0, +0o,—o), o bien: H(x)= 1/(x—¿£) (si £= Zo, £o 
ta ) y sus potencias. 

aı) Dados dos infinitos, (x) y +(x), diremos que son del 
mismo orden si & = O(F) y YT=0(09), y que 9 es de orden in- 
ferior a v, si 9 =0(v). [Nótese la diferencia con $ 24-3, c1]. 

a») Diremos que (x) es de orden p (con respecto al infi- 
nito H), si existen dos constantes positivas, k y K. tales, que 
en un entorno de £ (§ 24-6): 0 < k < |e(x)/H"| < K, o lo que 
es lo mismo, si +(x) y H’? son del mismo orden. 

Si H” =0(9) diremos que $ es de orden superior a p. 

as) Diremos que el infinito 9(x) es de orden no mayor que 
p, si (x) =0(H”). En este caso, para p< q es también 
b (xx) =0(H3). 

04) Diremos que $(x) es por lo menos de orden p si H” = 

O(5). Entonces, si q < p es H" =0(¢), es decir $ es de 
orden superior a q. Así para x>0, el infinito x sen” (1/x) 
no es de orden 1, ni de orden no mayor que 1, pero es por lo 
menos de orden 1. [Nótese la diferencia con ($ 24-3, cz)]. 

En particular, son del mismo orden æ y Y si existe y es 
finito y no nulo el límite de su cociente: lim ġ/F = e Æ 0. En 
este caso, tendremos (§ 24-3, ba) $ — a Y. Cuando a«= 1, es 
decir: $ — y, diremos que $ y Y son infinitos equivalentes. 

TEOR. 1: Si a un infinito b(x) se le suma uno de orden in- 
ferior v(x), se obtiene un infinito equivalente al primero. 

DEM.: (94+vY)/0=1+v/0>1. 

Como recíprocamente, para + = X — Ẹ, de X/ẹ — 1 resulta 
¥/ — 0, se tiene: 

TEOR. 2: La diferencia de dos infinitos equivalentes es otro 
de orden inferior a ellos, o bien una variable o constante no 
infinita. 

Del teorema 1 resulta, además: 
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TEOR. 3: El orden de una suma de infinitos es el del su 
mando que lo tenga mayor, siempre que éste sea único. 

Este sumando se llama principal. 

Lo dicho en $ 24-3, nota, se aplica mutatis mutandis a las 
variables infinitas. 

Aplicando el teorema 3 a un polinomio, resulta : 

TEOR. 4: Para x —> œ, todo polinomio en x es un infinito 
equivalente a su término de grado más elevado; y este grado 
expresa el orden de infinitud. 


3. órdenes fundamentales de infinitud. — Las funciones 
(log, x)” ; ar a ae 
(0b>1, m>0) (p > 0) (a > 1) (k > 0) 
son infinitas para 2>+w (¿por qué?); pero cada una de 
ellas es de orden inferior a las siguientes, como muestran los 

teoremas que siguen: 
TEOR. 1: El infinito exponencial a*(a > 1) es de orden su- 
perior al infinito potencial x” (p > 0) por grande que sea p. 
DEM.: Poniendo 


el -{ =p si p es entero 
= t=[p]+1 sı p no es entero, 


y aplicando la regla de BERNOULLI - L'HOSPITAL n veces al co- 
ciente, x”/a*, se tiene ($ 36-83, c) : 
p p-1 1 
im Ls tim Pé <=... 2 Um A 2 0 
e>+o 4 now Ana z=+7 @ (ln a)” g" 

TEOR. 2: El infinito logarítmaco, log, x (b > 1), es de orden 
inferior al infinito potencial, x°, por pequeño que sea p > 0. 

En efecto, si llamamos 

y =log,x, resulta: x” =(b)” = (b»)», 
y siendo x” una exponencial de y, basta aplicar el teorema an- 
terior y resulta que no sólo el logaritmo, sino cualquier poten- 
cia del logaritmo, es de orden inferior al potencial, por peque- 
ño que sea el exponente p. 

Como el cambio de base equivale a multiplicar o dividir por 
una constante (módulo) que no altera el orden de infinitud, 
tomaremos logaritmos naturales. 

TEOR. 3: Cualquiera sea el coeficiente k > 0 del exponente, 
el infinito potencial-exponencial x'* es de orden superior al 1n- 
finito exponencial a. 

En efecto, la razón de ambos es: 

RX ak vY 
— - (E > 2, 
q ad. 


puesto que llega a ser x" > 2 a tomando a suficientemente gran- 
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de, luego., el cociente tiene límite infinito. He aquí, pues, los 
coutro tipos de infinitud, que llamaremos fundamentales: 


loxnrítmico potencial exponencial  potencial-exponencial 
(In 2)» xr a* qe 
(m > 0) (p > 0) (a > 1) (k > 0) 


Viene importancia especial el infinito x !, función que por ahora su- 
ponemos definida solamente para valores naturales de x. Según demos- 
liaveimos ($ 53), se verifica: : 








] var rig az 
si n e = lim (e! : dE 2 ) VT, 
> eras, A 





los decir, x ! es del mismo orden que o con mayor precisión: 


eT 


1 


- * es un infinito equivalente a Y 27 





7 (STIRLING). 
Resulta de aquí que el infinito factorial x! es del tipo potencial- 


r.eponencial, pues resulta de multiplicar y dividir x? por infinitos de ór- 
denes inferiores, 


4. Órdenes infinitesimales fundamentales. — Tomando las 
inversas de los tipos fundamentales de infinitud ($ 37-3), ten- 
dlremos los tipos infinitesimales fundamentales, para > + œ: 


logarítmico potencial exponencial potencial-exponencial 
Un x)=, (m>0) x”,(p>0) a, (a>1) ee, (k> 0) 


y los teoremas de $ 37-3 prueban que cada uno de estos infini- 
lésimos es de orden inferior a los que le siguen en la enumera- 
ción anterior. 


Para x — 0 se tiene el siguiente teorema: 

TEOR.: La función 1/In|x| es para x—>0 infinitésimo de orden 
inferior a cualquier potencia x” (p >0), y ésta es, a su vez, de orden 
inferior a arl/zl, (a >1). 

Basta probar que tienden a cero los cocientes: 

a ln|i/x| .. ale _ (1/0)” 


t:ilnle| 7 7 (l/a” ” æ ala? 


pero esto resulta de $ 37-3, teor. 2 y 1, observando los segundos miem- 
bros, donde 1/x—> œ para x—>0. 


5. Escalas de infinitésimos e infinitos. — Tomando p(x)=*w como in- 
finitésimo (infinito) tipo para x > 0 (x —> 0), x”-será infinitésimo (in- 
finito) de orden p; pero las consideraciones de $ 37-3 y 4 muestran que 


esta escala, dependiente de un parámetro p, está muy lejos de ser com- 
pleta. 


Por ejemplo: para >+0,w1+*8, (e > 0), es un infinito de orden 
1l+e, y xInzx lo es de orden superior a 1 pero inferior a 14e cual- 
quiera sea e > 0, Como ningún número tiene esta propiedad, no es posi- 
ble asignar un número a cada orden. 
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NoTA: Puede probarse que la relación p =0(y) entre variables in- 
finitésimas o infinitas, o sea la de sus órdenes, es un orden con la pro- 
piedad de composición o dirección ($ 2-7, nota 2) en cualquiera de los 
sentidos en que se considere la relación de prioridad. Este orden es no- 
arquimediano ($ 6-5, b). 

Por otra parte, dos infinitos (o dos infinitésimos) pueden no ser com- 
parables en cuanto al orden, como muestra el siguiente ejemplo, conside- 
rado por COURANT: 

a senta +o+l 

w’ cos’ x -+ x 
no sólo no tiene límite, sino que para los múltiplos enteros de T: x =n, 
sus valores son 1/(n7)>0, y para x=(n-+3)7 son (n+4)T+1+ 

1 


tapar? 

6. Asíntotas y direcciones asintóticas de las curvas planas. 
— a) Se dice que un punto se aleja infinitamente sobre una 
curva, cuando su abscisa o su ordenada, o ambas coordenadas, 
crecen infinitamente. 

Se llama asíntota una recta t tal que tiende a cero la dis- 
tancia Pt a ella, de un punto P de la curva que se aleje infi- 
nitamente. Distinguiremos tres casos, según que tienda a in- 
finito x, ó y, ó ambas. 

19 Si para 2> 0, + o, — œ, es lim y = b finito, la recta 
y =b es una asíntota, paralela al eje zx. 

22 Si para z>au finito, es y > œ, + œ, — œ, la recta 
x =q es una asíntota, paralela al eje y. 

3% Si al alejarse infinitamente un punto sobre una rama 
de la curva x e y crecen infinitamente, para que la recta 
y=m2+mN sea una asíntota basta con que tienda a cero la 
diferencia de ordenadas de recta y curva para la misma abs- 
cisa, pues esta diferencia da la distancia P t, a menos de un 
factor coseno. Por consiguiente, la ecuación de la curva puede 
escribirse en la forma: 

[37-1] y =mx +n + e(z), 
siendo e(x) un infinitésimo para 2>.0, + o ó — œ. 


EJEMPLO: Para x—> œ, el cociente de infinitos 


EJEMPLOS: 1. Consideremos la función y =(x +1) /(x —1). 

Si damos a x el valor 1, la función carece de valor numérico; pero si 
x — 1, el denominador x— 1 es un infinitésimo, y la función tiene límite 
00, ton signo + ó — según sea x > 1, ó bien x < 1; porque siendo posi- 
tivo el numerador, la fracción tiene el mismo signo del denominador; la 
curva se aleja, pues, infinitamente hacia arriba para valores próximos al 
xv = 1, pero situados a la derecha; y hacia abajo para los valores a la 
izquierda del x=1. Es lim y = œ, y entonces la recta x =1 es una 
asíntota de la curva. Si hacemos crecer infinitamente x hacia la derecha 
o hacia la izquierda, es decir, tomando valores positivos o negativos, la 
ordenada y tiende hacia 1, pues difiere de 1 en la fracción 2:(x— 1), 
que es infinitésima; luego, lim y=1. La recta y = 1 es otra asíntota 
(fig. 113). $ 

2. Sea la función E ; 

x — 2 

Con razonamiento análogo resulta: 

lim y = œ para x —> 2; lim y =% para x — œ. 
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La curva (fig. 114) tiene, por lo tanto, una asíntota x= 2; para es- 
tudiar la otra rama infinita, separemos del cociente su parte entera, y 
tendremos: 

8 


y =6 +44 37 


Si construímos la recta y = 2 +4, la diferencia de ordenadas con la 
curva es una fracción infinitésima, para x —> %; luego, también la recta 


y 





Fig. 113. Fig. 114, 


y =x + 4 es asíntota, quedando la curva por encima de ella, en el primer 
cuadrante; por debajo en el tercero. 

Para que este error sea menor que 0,01, deberá tomarse x superior a 
800, es decir: la aproximación de la curva a su asíntota es muy lenta. 


Y n elx) 
b) De [37-1] resulta =m HE Z + EE 
y entonces: 
[37-2] lim — = m, para x —> æ, + œ ó — w; 


pero no puede pasarse recíprocamente de [37-2] a [37-1], pues 


E (x) 
£ 





para que sea infinitésimo, no es preciso que lo sea «(x). 


Cuando se verifica [37-2], diremos que la dirección ($ 1-6, 
ej. 1) de pendiente o coeficiente angular m es una dirección 
asintótica de la curva. Como la dirección de una asíntota es una 
dirección asintótica, se comienza por hallar estas últimas (pue- 
de haber varias, correspondientes a distintas ramas de la cur- 
va). Buscando luego 
[37-3] lim (y —mg), para x— œ, +œ ó — o, 
pueden presentarse tres casos: 

bı) Si este límite existe y es finito n, reencontramos [37-1], 
y la recta y=mzx-+n es una asíntota; la rama de la curva 
que tiene asíntota se llama hiperbólica. 

bə) Si el límite [37-3] es + œ ó — oo, la rama de la curva 
se llama parabólica. Tal ocurre con y =+ y x, donde para 


198 IX. TEOREMAS DEL VALOR MEDIO Y CONSECUENCIAS 8 37 -6 


t=- oo: m=tim EE =o, pero y—0.1=+V2>+ 00. 


La otra rama de la parábola, y = + y x, es también parabó- 
lica econ igual dirección asintónica m = 0, 

bz) Puede ocurrir, finalmente, que para una dirección asin- 
tótica no exista el límite [37-3]. 


NoTA: Usando el lenguaje geométrico de los elementos impropios, po- 
demos decir que una dirección asintótica es un punto impropio A , de la 
curva, y los casos b,), b2) y baə) corresponden, respectivamente, a que 
en A ~ haya tangente propia, tangente impropia o no haya tangente 
($ 30-4). 


EJEMPLOS: 3. La curva y=xsen7/w (fig. 59) tiene la dirección 
asintótica del eje x, pues y: —>0, 
Como lim y="7 lim E es y =T asintota. A 
—>o0 y => o Ti K ` 
4. La parábola y* — x tiene un solo punto impropio A,,: el del eje 
v; en él la tangente es la recta impropia. 
5. La sinusoide y = sen x tiene la dirección asintótica del eje x, pues 


y:x>0 Como lim (y—0.x)= lim seng no existe, la sinusoide no 
x > 00 æ -> 00 
tiene tangente en su punto impropio. 
6. La curva y = x.sena se aleja infinitamente, pero no tiene direc- 
ción asintótica, es decir, no tiene ningún punto impropio. 


A veces se buscan directamente las asíntotas, sin pasar por 
las direcciones asintóticas, como muestran los ejemplos 1 y 2 
y los que siguen: 


EJEMPLOS: 7, Si la ecuación es y = P(w): Q(x), siendo el grado del 
polinomio dividendo P(x), superior en 1 al grado del polinomio divisor 
Q(x), efectuada la división y sacada la parte entera m x + a, la fracción 
complementaria tiende a 0, por tener el numerador de menor grado que 
el denominador; luego, se tiene la asíntota y = mæ +a. 

240 —3_ 

el ” 
la parte entera es 2 x — e. luego, la ecuación de una asintota es y = 2 x — 2. 
Otra asíntota es x= 


8. y =2* +. Es infinitésima la diferencia V x°- a— x al crecer 


x infinitamente; porque multiplicando y dividiendo por la suma, se puede 
escribir así: 





Sea, por ejemplo: y= 


(x? + a)— x’ a 

=< 

Vat+a+zx Vat+a+z 
que es infinitésimo, como recíproco de una variable que crece infinita- 
mente. Luego, la recta y =x es asintota. 


Análogamente: es infinitésima, al crecer œ infinitamente, la dife- 
rencia 


V (ax +b) +c— (as +b), 
y entonces la curva y = V (ax + b)? + c tiene la asintota y = ax + b 
9. Sea la cónica: 
3? -+ y — 4ry — 8x +2y—2=0, 
Despejando, resulta: 
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Yy = 2x —1 + Ve + 4z +43; 
luego, las dos asíntotas son (ej. 8): 
y = 2% — 1 + (x +2) = 3z +41, 
y = 2x — 1 — (x+ 2) =z —3. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar la equivalencia, para n >“, de las funciones: 
10xt 4x; (+ 1) — (2— 1); (2%—1) (53 +1). 

2. Ordenar las funciones siguientes por orden de infinitud para y> œ: 
01/2% 2/2; e/xl; elvVe. 

3. Calcular la parte principal, para n—>0%W, de n!/(n—m)!. 

4. Averiguar a qué tipo de infinitud pertenece ln (x!). 

5. Probar que para x — œ, toda función racional, o bien tiende a 
una constante no nula, o bien es un infinito o infinitésimo potencial. 

6. Demostrar que e* no es una función algebraica, basándose en su or 
den de crecimiento. 

7. Probar que no son algebraicas las funciones ln x, hiperbólicas, cir- 
culares (considérese sen x = 0, etc.). 

8. Determinar las asíntotas y representar: i 
a) y = le + 2)/(x — 2); b) y = (2x — 1)/x; c) y = 1/(x — 2). 

9. Determinar las asíntotas de y =x*/ (x?— 1), y verificar que la cur- 
va corta a una de ellas, 

10. Determinar las asíntotas de las curvas: 
a) dy—x*—y+1=0; b) 4 —2Y4 +4y—e+1=0. 

11. Determinar las asíntotas de y = “(+ —1)/(—2), y verificar 
que la curva corta a dos de ellas. 

12. ¿Es siempre la asíntota posición límite de la tangente cuyo punto 
de contacto se aleja al infinito sobre la curva? Considerar las funciones: 
y = yx” sen x*; y = e” sen e”. 


NOTAS AL CAPÍTULO IX 


I. Cálculo logarítmico. — a) Propiedades fundamentales. — En la 
práctica de los cálculos numéricos, los logaritmos más ventajosos son los 
decimales o de base a = 10, indicados con lg ($ 8-8, cz), porque siendo 10 
la base del sistema de numeración, todas las reglas se simplifican. 

En este sistema, todos los números enteros, excepto las potencias 10. 
10*, 10*, ... tienen logaritmo irracional (Cap. IV, nota I, d), y por lo 
tanto, sólo se pueden calcular con cierta aproximación. La parte entera 
del Togaritmo suele llamarse característica, y la parte decimal, mantisa. 


a1)- El manejo de los lugaritmos negativos se facilita si se los trans- 
forma eñ) otros de característica negativa y mantisa positiva, del siguiente 


modo: Sea el logaritmo —C,abc...!l, de característica — C y mantisa 
—0, abc... l; se tiene: 

—(C,abc... D) = —C —0,abc...l = —(C + 1)+ (1 —0,a bc... D, 
y como el número 0,a'b'¢' ... U obtenido en el segundo paréntesis es po- 
sitivo y menor que 1, resulta: —(C+1)+0,a' b'c... l, que suele es- 


cribirse convencionalmente así: 53 
—C,abe... l= 0+1, ebe... r. 
Observando que al restar 0, a bc ... lde 1, las cifras a’, b’, c. 
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obtenidas son los complementos a 9 de las cifras a, b, c, ..., excepto la 
última cifra significativa l’, que es 10— l, resulta esta regla: 

Un logaritmo negativo se transforma en otro de característica nega- 
tiva y mantisa positiva, aumentando en 1 el valor absoluto de la carac- 
terística, y sustituyendo cada cifra de la mantisa por su complemento 
a 9, excepto la última significativa, que se sustituye por su complemento 
a 10. El paso inverso se efectuará disminuyendo en 1 el valor absoluto 
de la característica, y sustituyendo la mantisa por su complementaria. 


EJEMPLO 1: — 3,07254 = 4,92746; — 0,32550 = 1,67450. 


Para evitar el trazo superior, algunos suelen incrementar en 10 la 
característica cuando esto no puede producir confusión. Así, en los ejem- 
plos anteriores escriben: 6,92746 y 9,67450. 

El cologaritmo de un número a se define mediante: 


colg a = lg — = — lg a. 


En la extracción de raíces de números menores que la unidad, es fre- 
cuente tener que dividir por un entero un logaritmo de mantisa positiva, 
y cuya característica negativa no sea múltiplo del divisor. Entonces se 
descompone la característica en un múltiplo negativo del divisor más un 
entero positivo, que se agrega a la mantisa. 


EJEMPLO 2. 1,67450 :5 = (5 + 4,67450): 5 = 1,93490. 


a.) La característica del logaritmo de un número mayor que 1 es el 
número h de cifras de la parte entera, disminuido en 1. La característica 
del logaritmo de un número menor que 1 es el número total k de ceros 
anteriores a la primera cifra significativa y con signo —. 

En el primer caso, el número está comprendido entre 10”* y 10"; lue- 
go, su logaritmo está comprendido entre h—1 y h, y su parte entera es, 
por lo tanto, h—1. En el segundo caso, el número está comprendido 
entre 


1 1 
F RN T A 
luego, el logaritmo está comprendido entre — k y — k +1, es decir, es 


igual a — k más un número positivo menor que 1; luego, su caracterís- 
tica es — k. 


EJEMPLO 3. Los logaritmos de 2307,43, de 5,08, de 0,207 y de 0,00057, 
tienen las características 3, 0, 1 y 4, respectivamente., 


as) El cálculo del logaritmo de cualquier número se reduce, pues, a 
la obtención de la mantisa, y para esto basta saber hallar las mantisas 
de los logaritmos de todos los números comprendidos entre dos potencias 
consecutivas 10” vw 10”*, En efecto: La mantiga del logaritmo de un 
número no altera si se multiplica o divide al número por una potencia 
de 10. Porque al hacer tal cosa, el logaritmo aumenta o disminuye en 
un entero, modificándose sólo la característica. 


b) Problema directo. — Dado un número cualquiera, modificando 
-convenientemente la posición de la coma, se puede lograr que resulte un 
número entero n contenido en la tabla o un número rn + h comprendido 
entre dos consecutivos n y n +1 de la tabla. En el primer caso, basta 
copiar la mantisa dada por la tabla, y en el segundo caso, el logaritmo 
de n + h puede hallarse por interpolación lineal, como vimos ($8 35-5, ej.). 

Si los logaritmos dados por las tablas fuesen exactos, tendríanıios, 
por consiguiente, el logaritmo de n + h, conocido el de n y la diferencia 
tabular A ($ 35-5, ej.). Pero los números L y L', que las tablas dan 
como logaritmos de n v de n + 1, adolecen de errores e y e', respectiva- 
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mente, que pueden llegar a media unidad de su último orden decimal(*); 
lego, al aplicar la fórmula de interpolación [35-7] lg(n + h)=lgn+hA, 
ademas del error de interpolación cometemos un error e+h(e' —e); y 
al ndomás tomamos del número h A su parte entera por defecto o por ex- 
rono, según que su primera decimal sea < 5, ó bien = 5, cometemos un 
unnvo crror e”, inferior a media unidad. 

lor consiguiente, el error total es e(1—h)+he'+e”, cuyo valor 
nimoluto es seguramente inferior a unidad y media. 

Cuando las tablas señalan los logaritmos por exceso, convendrá to- 
mne 5” menor que media unidad, como antes se ha indicado, cuando e 
v e tengan signos contrarios; pero si tienen el mismo signo tomaremos 
le” | < 1 con signo opuesto. El error total es < 1. 


NN. JEMPLO 4, Calcular los logaritmos de 0,112915 y de 933603142, 


le 1129 052694 
0,1 38,4 lg 9336 970161 
0,05 19,20 0,03 1,38 
lg 0,112915 = 1,052752 lg 933603142 = 8,970162 


En el primer caso ha sido preciso considerar los productos de todas 
lns cifras decimales, porque todas influyen en el resultado, pero con es- 
eribir hasta las décimas de cada producto parcial es suficiente (Cap. V, 
nota II, fı). En el segundo ejemplo, las cifras 1, 4 y 2 no influyen en el 
resultado. 

Si el número 0,112915 tiene un error menor que una unidad de su 
"timo orden, como la diferencia tabular es 384, el logaritmo puede tener 
tasta 3 millonésimas de error. Si el segundo número dado tiene sus cì- 
fras exactas (Cap. V, nota II, b), puede asegurarse que son exactas las 
del logaritmo. 

c) Problema inverso. — Dado un logaritmo, calcular el número co- 
rrespondiente. Encontradas en las tablas dos mantisas consecutivas, L y 
L + â, que comprendan a la dada L + k, el número buscado ha de estar 
comprendido ($ 27-3, c) entre los dos números consecutivos n y n+1 
correspondientes a dichas dos mantisas. Por lo tanto, llamando e y e a 
los errores de los logaritmos L y L +A, ha de ser: 

n<n+h<nun2+Y1 
Ly4e<L+*k<L+4+e€, 
y la proporcionalidad supuesta en la interpolación lineal da el resultado 
siguiente, que puede considerarse como exacto, por la razón dicha en 
$ 35-5, ej., dentro del orden de aproximación prefijado por las tablas: 
k—e 
h= Ape e * 

Si en vez de — £ ponemos su valor máximo -+ łż, esto equivale a 

sumar al numerador y al denominador un mismo número; luego, la frac- 


ción aumenta; si ponemos en vez de — € su valor mínimo — 3, la fracción 
disminuye; por lo tanto: 








k— 3} k+3 
AS A+e+3? 
y si en vez de e” ponemos sus valores mínimo — á¿ y máximo + $, re- 
sulta: 
k 1 k— 3} k+3 le 1 
— — z= —— <| h < — + —. 
A 2A Aki A—3+3 A 2A 








* En todos los cálculos logarítmicos convendremos, por brevedad del lenguaje, en con- 
elderar como números enteros las mantisas, lo que equivale a adoptar como unidad fundá- 
mental la unidad decimal del último orden. 
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Resulta, pues, que el error absoluto cometido al tomar +. como 





í ] ; A . , 
valor del incremento de n, es inferior a ; al calcular aquel cociente, 


bien sea por la regla ordinaria de la división, bien sea por las tablillas 
de partes proporcionales que acompañan a las tablas, se comete un nuevo 
error, que puede hacerse inferior a media unidad del último orden con- 
servado, incrementando la última cifra, si la siguiente fuese = 5. Ahora 
bien, ¿hasta qué cifra puede calcularse este cociente para que todas ellas 
sean exactas? 

Consideremos una tabla de 6 decimales (ea) entre n = 1.000 y 
n = 10.000; desde el número 1000 hasta el 4308 es A > 100; luego, el 
error de la fórmula k/A es menor que 0,005; calculando este cociente con 
error absoluto menor que media centésima, el error total será e < 0,01, 
es decir, obtenemos por interpolación dos cifras exactas. 

Desde 4308 hasta 9999, es 43 <A< 100; luego, el error de la fór- 





mula k/A es menor que < 0,05, y por lo tanto, calculando el cociente 


1 
86 
con error menor que media décima, obtenemos por interpolación una sola 
cifra exacta. 

d) Tablas de logaritmos de sumas. — Para calcular el logaritmo de 
una suma a + b, conocidos lg a y lg b, es preciso hallar los antilogarit- 
mos a y b, y luego calcular lg (a +b). Las tablas llamadas de GAUSS 
permiten, como veremos, simplificar notablemente este cálculo. 

Constan, esencialmente, de dos columnas; en la columna A están los 
valores de lg x, dispuestos en progresión aritmética; en la B, los valores 
de lg (x + 1). Conocido el logaritmo de un número se tiene, pues, em 
frente (sin necesidad de hallar x) el logaritmo del mismo húmero aumen- 
tado en 1; y buscando en la columna B un logaritmo dado, se tiene en la 
A el logaritmo del número disminuído en 1. 

Cuando el logaritmo dado no figura en las tablas, se efectúa la in- 
terpolación, como en las tablas ordinarias de logaritmos. 

Dados lg a y lg b, se calcula fácìlmente lg (a +b), observando que: 


lg (a +b) = e | o (+1) |= 10 +1 (4+1). 


Comenzaremos, pues, por calcular lg ne = lg a — lg b; en la co- 


lumna B se busca lg (E + 1), como antes se ha explicado, y se le 


suma lgb. 
El cálculo de lg (a—.b), siendo a >b, es análogo. Basta observar 
que 
a a 
lg (a — b) = log [ b pon = lgb + lg (1). 
Para obtener lg (E -1) puede usarse la misma tabla, pasando de 


la columna B a la A, pero algunas colecciones traen tablas separadas “de 
sustracción”, como las de HoUEL (ez), donde además, frente a lg x, fi- 
l 


; 1 , E 
gura, respectivamente, lg (1 -+ E ) y le (1) , de modo que se 


usan basándose en: 


| a(1+ l )] 


a:b 
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2) (1). 


santo muestran los ejemplos que siguen: 





l.FEMPLOS: 3, 
lu a := 8,15186 A | B 0,19997 
iu b = 2,91843 0,233 0,19997 0,43. (— 37) = — 16 
' a ,234 0,19960 0,19981 
lp i = 0,23343 9 Ez de lg a = 3,15186 
lg (a+ b)=  3,35167 

a. 

Iw a = 1,81620 A B 0,19926 
lw b = 1,38196 0,4342 0,19926 0,4. (— 6) = — 2 
i 0,19920 0,19924 
Iy r = 0,43424 Des A lg a = 1,81620 
ul lg (a—b) = 1,61696 
e) Tablas de logaritmos. — es) Algunas colecciones de tablas varias 


(Cup. VIL, nota 11, d) contienen breves tablas logarítmicas. 


es) Entre las tablas de precisión media, muchas de las cuales traen 
valores logarítmicos y naturales de funciones circulares, tablas auxiliares 
muş precisas, etc., citaremos las siguientes, ordenadas según su número 
de cifras: 

H. SCHUBERT: Vierstellige Tafeln und Gegentafeln... (W. de Gruyter, 
Berlín y Leipzig, 1938) ; 

O. MÜLLER y M. RAJNA: Tavole di logaritmi con cinque decimali. (26% 
ulic. por L. GABBA; Hoepli, Milán, 1935); 

J. HoŬÜEL: Tables des logarithmes à cinq décimales. (Gauthier-Villars, 
París, 12 edic. 1858, y muchas posteriores. Versión castellana, edit. Mundo 
Científico, La Plata, 1942); 

V. VÁZQUEZ QvElPO: Tablas de los logaritmos vulgares de los números 
' hasta 20.000 y de las líneas trigonométricas, con 6 decimales. (32% edic., 
llernando, Madrid, 1949). 

e) De mayor precisión son las tablas siguientes: 

L. SCHRÓN: Siebenstellige gemeine Logarithmen... (Vieweg, Brans- 
ehweig; 1% edic. 1860, y muchas posteriores, totales o parciales, y en 
vlros idiomas). Números 10.000 a 100.000, 7 decimales; 100,000 a 108.000, 
8 decimales; 

G. VON VEGA -C. BREMIKER: Logarithmisch-trigonometrisches Hand- 
buch. (1856, 18 edic. de BREMIKER = 40% edic. del Handbuch; 1935, 94° 
odic. del Handbuch, Weidmann, Berlín). 7 decimales, números hasta 
1.000.000; ; 

J. MENDIZÁBAL y TAMBORREL (8 dec., 10.000 a 125.000) ; 

J. BAUSCHINGER y J. PETERS (8 dec.; 20.000 a 200.000) ; 

G. von VEGA (10 dec.; 1 a 101.000), y la obra monumental de 

A. J.. THOMPSON: Logarithmetica Britannica (20 dec., 10.000 a 
100.000), vol. I (10.000 a 50.000), vol. II (50.000 a 100.000), Cambridge 
Univ. Press., 1954. 

Ver más referencias en la obra citada (Cap VII, nota II, c) de FLET- 
CHER, MILLER y ROSENHEAD. 


es) Las tablas de logaritmos de sumas se llaman de GAUSS, con plena 
injusticia, pues en verdad fueron ideadas por LEONELLI. Su importancia, 
y la de los logaritmos de toda clase, ha decrecido mucho con la difusión 
de las máquinas de calcular. 

Tablas especiales de logaritmos de sumas con siete cifras, son las de 

T. WITTSTEIN: Siebenstellige Gaussische Logarithmen... (Hahn, Han- 
nover, 1866). 
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Algunas de las tablas antes citadas, como las de HOUEL y de MÚLLER- 
RAJNA, contienen tablas especiales para sumas y diferencias. 


II. Relación de Peano. — Si las funciones f(x), g(x), h(x) son de- 
rivables en (a, b), y continuas en el intervalo cerrado [a, b], vale la re- 
lación establecida por PEANO en 1884: 

F() g(t)  h'(£) 
[(1X-1] f(a) g(a) h(a) 
f(b) g(b)  h(b) 
f(x) g(x) h(x) | 
f(a) g(a) h(a) | 
f(b) g(b) h(b) 
se anula ($ 13-2, c) para x=a y para x =b, y cumple las condiciones 
del teorema de ROLLE ($ 35-2), de donde resulta [I1X-1], siendo ¿ un cierto 
valor comprendido entre a y b (no necesariamente único). 
. Para h(x)= 1 resulta, con ciertas restricciones, el teorema de CAU- 
CHY (§ 35-8), y si además g(x)= x, se obtiene el teorema de LAGRANGE 
($ 35-1), en forma restringida, 


=0, (a<é¿< b). 





En efecto, la función 
F(x) = 





III. Criterio de Stolz. — He aquí el correlativo de la regla de BER- 
NOULLI - L'HOSPITAL: 

Si para x— 00, existe 

ý f(x +1)— f(x) Le 
Mn o + D)— va) 
en los dos casos siguientes: 

19 Si es limf(x)=limp(x)=0 y la función p(x) cs monótona; 

22 Si la función p(x) es monótona divergente, equivalente a p([x1), 
y además es f(x) —f([x]) =04p(x)), para x —>00 ($ 24-3 b). 

Por [x] representamos la parte entera de x ($ 23-3, ej. 3). 

Con sólo poner f(x) en vez de a,, y p(x) en lugar de Bn, la demos- 
tración dada en capítulo V, nota 1, d) para límites aritméticos, es válida 
para límites funcionales en el caso 1% de aquí (2% de allí). Las restric- 
ciones impuestas en el caso 2% de aquí (1% de allí) nos permiten pasar 
fácilmente del límite aritmético de f(n)/p(n), al funcional de f(x)/¢ (x), 
con n = [x]. 

En particular, si en el 2° caso se supone ọ (x)= x, resulta: 


COROLARIO: Si f(x) —f([x]) = 0(x), y existe limIf(x + 1)—f(x)p= 


=A para x > 00, es también lim pea Eo AR A, 


e —>.00 x 


EscoLIos: 1. Si se prescinde de la condición impuesta a f(x), el teo- 
rema puede no verificarse, como sucede, por ejemplo, con la función 
f(x) = tg Tg. 

Para ella se verifica: 


lim [tg T(x + 1)— tg 7x2] = 0, 
> 0 


f(x) 


pl) A 





, es también lim 


tg Tx oca 
mE SUE A carece de límite 
£ 


es decir, existe el límite A = 0, y sin embargo, 
para x > œ. 

2. El recíproco no es cierto; puede existir límite del segundo cociente 
y no del primero. 

EJEMPLOS: 1. 

Í (1) = sen T x, 
tix + 1) — f(x) =senT(x +1) — senTx = — 2senT zx 

carece de límite para x—> œ; y sin embargo, f(x): —0. 
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(x)= lng,  —In(x+1)—Inx=In =EL 10 14); 


como para x > œ el límite es 0, resulta: 


1V. Propiedades de la función derivada. — a) Veremos ante todo que 
thula una función y = f(x), la existencia y continuidad de su derivada 
«ir Lodo intervalo cerrado [a,b] equivale a que Ay/Ax converge hacia 
nn límite f'(x) uniformemente en [a,b], es decir, a que para cada e >0 
existe un $ >0 tal que: 


| 1X-2] HE 0 a) <e si |Jh|<8 


cualquiera sea x, tal que x y x+ h pertenezcan a [a.b]. 

Ello es consecuencia de los dos teoremas siguientes: 

a) Si f'(x) es continua en [a,b], la razón incremental tiende hacia 
(x) uniformemente en [a,b]. 

En efecto, por el teorema del incremento finito ($ 35-1), el primer 
miembro de [IX-2] puede ponerse en la forma: 

| f' (Œœ +8h)— £(o)l, 

donde 6 depende de x, pero es siempre 0< 0<1, y como f'(x), por el 
tcorema de HEINE-CANTOR ($ 26-6), es uniformemente continua en [a, b], 
wc obtiene la conclusión. 

a») Reciprocamente, si Ay/Ax converge uniformemente hacia su li- 
mite f'(x) esta función es continua en [a,b]. 

Si xo es un punto cualquiera de [a,b], dado e > 0, fijemos h de modo 
que valga [IX-2] para cualquier x de un cierto entorno E de xo pertene: 
ciente a [a,b]. Como f(x) es continua, por ser derivable ($ 30-8), lo es 


a A f(e) 


en Xo y entonces: 
(p(x) — pl(x)| <e si | e—w]<e. 
Por consiguiente, 


(f'(x) — f (x)| S |f (x) — v(o)] + | ple) — p(z) | + 
+ | p(x) — f’ (x)| < e +e +e = 3e, 
si | x — xo | < P y además xeE, es decir, £'(x) es función continua en xo 


b) Si f(x) es derivable en [a,b], f'(x) no es necesariamente con- 
tinua, pero tiene la propiedad D (§ 26-4), como resulta del siguiente teo- 
rema de DARBOUX: 

Si f(x) es derivable en un intervalo cerrado [a,b], f'(x) no puede 
pasar de un valor a otro en [a,b] sin tomar todo valor intermedio. 

Demostremos primero que si f'(x) toma valores de signo contrario 
en a y en b, entonces se anula entre a y b. En efecto, si es por ejemplo 
f(a)>0, y f'(b)< 0, el máximo de f(x) en [a,b] no puede alcanzarse 
ni en a ni en b (§ 33-1), y entonces ($ 26-5) se alcanza en un punto 
intermedio £, donde, ($ 33-2), f'(£)=0. 

En el caso general, sea C un número comprendido entre f'(a) y 
f'(b); la función f(x)—Cx está en las condiciones anteriores. Existe. 
par un punto £ donde se anula su derivada f'(¿)— C, y entonces, 
rf (£)=C. 

c) Aun cuando exista la derivada en todo un intervalo cerrado [a.b], 
o en todo el eje x, no necesita ser continua, como veremos enseguida con 
un ejemplo. Ello nos señala la oportunidad de las siguientes consideracio- 
nes: 

Para definir la función derivada. hemos partido del concepto de deri-. 
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vada en un punto, y con todos los valores obtenidos en los diversos puntos 
hemos formado la función f'(x). En la práctica suele procederse a la in- 
versa: se deriva la función f(x), considerando indeterminada la x, y en 
la función obtenida se da a la x el valor numérico xo. en que se desea 
conocer la derivada. Este método tiene un grave inconveniente, sobre el 
cual conviene llamar la atención: puede suceder que así no resulte ningún 
valor, por carecer de derivada en este punto alguna de las funciones com- 
ponentes de f(x), y que sin embargo exista f'(x). Tal sucede, por ejem- 
plo, con la función ya estudiada ($ 30-8): 


y = g(x) = s’ sen -— para xÆ#Æ0, g(0)=0 


La regla del producto nos da este resultado: 
" =u* cos —(— E) 42 asen pa T cos — +2 z sen — 
Y = % a ) e S, a” 


expresión que carece de todo significado en el a æ = 0, siendo dis- 
continua en este punto. 

Sin embargo, en x=0 existe la derivada y vale 0 como vimos ($ 30-8, 
ej. 2), es decir, g'(x) existe para todo x, pero no es continua en v = 0. 

Vemos, pues, que la derivada puede carecer de límite, incluso lateral, 
para x > mx, y sin embargo, existir f'(x0); es decir, la derivada puede 
tener discontinuidad de segunda especie. También puede tener discontinui- 
dad de primera especie, como acontece en los ejemplos ($ 30-5), en que 
la derivada es continua a cada lado, pero con límites distintos; pero en 
este caso la función no puede ser derivable en el punto. En efecto, por el' 
teorema de DARBOUX b), si la derivada f'(w) existe finita en todo punto 
de un intervalo, sólo puede tener discontinuidades de segunda especie, En 
particular, si existe finita f'(x) en todo un entorno de xo y existe lim f'(x), 
tal límite es f’ (xo). 

Obsérvese que la función sg x tiene derivada (+ 00) en el origen y 
que la función derivada tiene ahí una discontinuidad evitable (cfr. $ 35, 
ejercicio 2). 


V. Números derivados y funciones derivadas. — a) Aun cuando una 
función f(x) no tenga derivada en x= <o, y ni siquiera derivadas late- 
rales ($ 30-5), existen siempre los correspondientes límites de oscilación, 
finitos o infinitos, con signo determinado: 


(IX-8] 


O A IS A nO 
h —> 0* n h => 0* 
D- = lim sup T POE D- = lim inf AM) 
h => 0- h h => 07 h 
que llamaremos números derivados superior e inferior, a derecha y a iz- 
quierda, respectivamente, en xo, de la función f(x), continua o no en vo. 


EJEMPLOS: 1. Para la función continua f(x)=%xsen(1/x), si x 40, 


, 





f(0)=0, se tiene en =0: D'=1, D,=—1, D"=1, D-=-—-1 (figura 
rd En la función: 
= ax sen’ >b); 
f(x) =3=0 » %=0; 


= cx sen’ — + de cost — » 2<0 (c> d); 


se tiene, para v =0: 
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D' =a, D. =b, D"=c, D-=d. 
Recordando $ 24-8, resulta: 
tı) La condición necesaria y suficiente para que exista derivada la- 
trral (8 30-5) a un lado del punto xo, eg que coincidan log dos números 
d»rivados de la función a dicho lado de xo. 


5 








=- e o m - m 0 mam a mm mm o > 





Fig. 115. 


Con la notación de $ 30-6, si existe derivada lateral a la izquierda de 

Xo, sería D- = D- = f'- (xo). a 

V x sen (1/2) i 
Tar si x 40, £(0)=0, 
tiene en x=0 los números derivados D* = D., = f^ (0)=0, D7 = -+ %, 
D.=-—-0, 

as) La condición necesaria y suficiente para que exista derivada úni- 
ca ($ 30-5) en xo es que coincidan los cuatro números derivados. 

b) Al variar x en el campo de existencias de f(x), cada uno de los 
números derivados determina una función de x que llamaremos derivadas 
superior e inferior, a derecha y a izquierda, e indicaremos, respectiva- 
mente, con notación de SCHEEFFER: 

D* f(x); D. f(x); D-f(x); D- f(x). 

Para distinguirla de éstas, la derivada antes definida (§ 30-6) se 
llama ordinaria o única. Como hemos visto en a), si por ejemplo en %o 
existe derivada lateral a derecha, tendremos: D*f(x0) =D, f(x0) =f- (x0). 

bı) Si f(x) es continua en [a,b], y una de sus funciones derivadas 
es no-negativa en [a,b], con excepción de un conjunto numerable A, 
entonces f(a) < £(b). 

Sea, por ejemplo, D*f(x)> 0, y supongamos por absurdo que 
f(b)—1f(a)< 0, con lo cual existirán números K >0 y p>0 tales que 
para todo ke(0,K) sea f(b)—f(a)< —k(b—a)—p Poniendo 
p(e,k)=f(x)—f(a)+k(x—a)+p resulta p(b,k)<0 y epl(a, k)> 0. 
Entonces ($ 26-2), será p(x,k)=0 para algunos valores de x entre a 
y b. Sea te(a,b) el extremo superior de estos valores [accesible por 
($ 26-1)]; será entonces p(£,k)=0, p(x,k)<0 para ¿<x<b, y por 
lo tanto, D*p(€,k)< 0 .". D*f(£) <—k<O0, de donde e A. Para p fijo, 
la v(x,k) es tal que v(x,k,)— 9 (%, k2) =(k,—k2)(x —a) y para ki #k: 





EJEMPLO 3. La función f(x)= 
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con a es p(x, kı) Æ p(x, kz). Como e(a, b), esto nos dice que si 
kı Æ ka, será £(k,1) 4 ¿(k2) y por tanto se podría establecer una coordi- 
nación entre los valores de k del intervalo (0,K) con potencia del conti- 
nuo y un conjunto de £ numerable contenido en A, lo que es contradicto- 
rio (Cap. íI, nota II, teor. 1). 

Recíprocamente: ¿cuál es el signo de cada una de las funciones deri- 
vadas de una función monótona? 

bi) Cada una de las funciones derivadas y las razones incrementales 
de una función continua en [a,b] tienen las mismas cotas en dicho inter- 
valo. Es decir, si m< D*f(x)< M en [a,b], es m< Fad Ha <M 

2? — w1 
para %ı Æ xı en [a,b], y recíprocamente; y lo mismo para las otras fun- 
ciones derivadas. 

Por ejemplo: m < Dtf (x) en [a, b], equivale a: Dt(f(x)— m x) > 0, 
que equivale a su vez, en virtud de bı), a f(x)— m x, monótona creciente 
f (x:)— f (x1) 
La — Yi 

b,) De aquí resulta que los extremos del conjunto de valores de la 
razón incremental son los mismos extremos del conjunto de valores de 
cualquiera de las cuatro derivadas. Por consiguiente: Las cuatro funcio- 
nes derivadas de una función continua en [a,b] tienen log mismos extre- 
mos en todo intervalo abierto o cerrado contenido en [a,b], pues no es 
difícil demostrar que el valor de cada uno de dichos extremos no varía 
si el intervalo cerrado [a,b] se reemplaza por el abierto (a, b). 

b,) Resulta de aquí que si una de las cuatro derivadas, por ejemplo 
D’ f(x), es continua en %o, los extremos superior e inferior de D'*f(x) 
(y por lo tanto los de las otras tres derivadas) estarán tan próximos co- 
mo se quiera a D*f(xo) en un entorne suficientemente pequeño de xo. 
Luego: Si una de las funciones derivadas de la función continua f(x) es 
continua en un punto, f(x) tiene derivada única en dicho punto. 

bs) En particular: Si una derivada es nula en todo un intervalo, tiene 
la función continua f(x) derivada única nula, y por lo tanto (§ 35-3), es 
f(x) = constante. 

c) Algunas de las propiedades de las derivadas ordinarias se gene- 
ralizan con pequeña modificación. Así, de las propiedades aritméticas, 
fácilmente demostrables, de los límites de oscilación ($ 24-8, y ejerc. 20) 
se deduce: 

c) D'(f+ 9)<D*'f+D*p 

D*'(£—)> D:f—D*p 
D*kf(x)=kD*f(x%), (k >0) 
y análogamente para las otras derivadas, con obvias modificaciones. 

Ca) De aquí resulta el fundamental teorema de L. SCHEEFFER: 


. Si dos funciones continuas en un intervalo cerrado tienen finitas e 
iguales en todo el intervalo una de las funciones derivadas, difieren en 
una constante en dicho intervalo; la conclusión subsiste si la igualdad 
(para valor finito) de una de las cuatro funciones derivadas se da en 
todo el intervalo, con la posible excepción de un conjunto numerable de 
puntos, en los que nada se sabe respecto a dichas derivadas 

Porque siendo, por ejemplo, D*f — D* e, resulta: 
D*(f—) > D'f—D*'p—0, 
y por bı), f— ọpọ es monótona creciente ($ 23-11). Por igual razón lo es 
p—f; luego, debe ser í —p — constante. 


VI. El teorema fundamental del Cálculo integral ($ 35-3). — a) Si 
dos funciones tienen derivadas iguales, pero no siempre finitas, puede: no. 
ser constante la diferencia entre ellas, como se ve considerando las fun- 
ciones sg x ($ 23-6,b) y 2 sg zx. 


en sentido amplio ($ 23-11), o sea: >m en [a,b]. 
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Menos trivial es ver que otro tanto puede ocurrir, aun cuando las 
funciones sean continuas, en los dos casos siguientes: 


1%) Si la igualdad de las derivadas admite excepciones; 


2%) Si se exige solamente la igualdad de las derivadas, sin sobreen- 
lender que sean finitas. 

Para ello, comencemos por introducir una notable función monótona 
y continua, definida por G. CANTOR, 


b) Función de CANTOR. — Si dividimos el intervalo (0, 1) de la x en 
tres partes iguales, asignando al tercio central el valor 1/2, y dividimos 
los otros dos segmentos restantes en tres partes, asignando en el central a 
lu y el valor 1/2% ó el 3/2*, respectivamente (fig. 116), y así se prosigue 
Irmecionando en tercios los intervalos de la x mientras se promedian los co- 
vrespondientes intervalos de la y, resulta una función creciente definida en 
todo punto: cuya expresión en el sistema de base 3 (Cap. I, nota II) ten- 


Vl----- A A a sa 


Aus 


ni 


a= 





1 2 Z 8 ] 
9 9% 3 3 9 9 


Fig. 116. — Dos pasos en la definición de la familia de CANTOR. 


ga número finito de cifras (por ejemplo, 0,1, 0,2, 0,01, 0,02, ...), y 
también en los que tienen infinitas cifras, entre las que hay algún 1, pues 
una cifra 1 indica que el punto está en el tercio central correspondiente 
a esa división, y por lo tanto, tiene asignado valor homólogo, cualesquiera 
sean las cifras siguientes. 

Observemos que así se establece una correspondencia entre los seg- 
mentos del eje x y los del eje y, de tal modo que al primero y último 
tercio de cada división (indicados por las cifras 0 y 2 de la expresión 
ternaria) corresponde la primera y segunda mitad del segmento homólogo; 
es decir, las cifras 0 y 1 de la expresión binaria; luego, si al número ter- 
nario que sólo tiene cifras 0 y 2, y por lo tanto, carece de homólogo, le 
asignamos el que tiene esas mismas cifras, cambiando el 2 por 1, queda 
completada por continuidad la función en el intervalo (0,1). Si x contiene 
alguna cifra 1, ésta indica que en una de las etapas queda en el tercio 
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central, y por lo tanto, le corresponde el punto medio, es decir, esa cifra 
queda 1, terminando en ella la expresión de y. Así: 

a = 0,022 022 20.... y = 0,011 011 10... 

x = 0,001 101 110... y = 0,001. 


c) Puede no ser constante la diferencia de dos furcicnes continuas 
en el caso 1% a), como lo muestra la función de CANTOR b), que sin ser 
función constante tiene derivada nula en todos los segmentos donde es 
constante, cuya longitud total es: ` 


1 2 2? 
7 +— +... =1. 
3 3” 3 
Comparando la función de CANTOR f(x) con la 2f(x%), vemos que 
ambas tienen iguales a 0 las derivadas en los intervalos citados; en los 
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Fig. 117. 


puntos cuya abscisa tiene infinitas cifras distintas de 1, se puede demos- 
trar que la derivada es + %; finalmente, en los extremos de los inter- 
valos citados, la derivada es nula a un lado y es +% al otro. Las dos 
funciones tienen estas mismas derivadas en cada punto, y no difieren en 
una constante. . 

Tampoco basta (a, caso 2°) que en cada punto haya derivada única 
(S 30-5) igual para ambas, pues si sobre cada segmento de la curva de 
CANTOR se construye un par de semicircunferencias, como indica la fi- 
gura 117, la función así definida tiene derivada + œ% en los extremos 
donde antes no había derivada única, y en los demás es igual para las 
funciones así obtenidas a partir de f(x) y de 2f(x). 

d) No obstante, como consecuencia del teorema de SCHEEFFER (nota 
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V, o:), es constante la diferencia de dos funciones si las derivadas son fi- 
nitas y coinciden en todos los puntos, con la posible excepción de un 
ronjunto numerable. Esto nos muestra que los puntos en que la función 
de CANTOR tiene derivada no nula, no forman un conjunto numerable *. 


VIT. Funciones continuas sin derivada. — Un ejemplo sencillo de fun- 
ción continua que carece de derivada finita en todo punto es el siguiente, 
lu VAN DER WAERDEN (1930): 

Si fa (x) indica la distancia entre x y el número más próximo de la 
Forma m/10" (m entero), entonces la función 


Y 
[1X-4] f (x)= 2, fa (x) 


en continua y carece de derivada finita en todo punto. , 
DeM. (de A. HEYTING): 1%) Como cada fa(x) (fig. 118) es continua, 





Fig. 118. —S: (2) = f» (x) + fi (x). 


k—1 
lo es para cada k la suma parcial Si(x)= Z f.(x%). Por otra parte, de 


n= 
| fa (x)| < Si para cualquier x, resulta: 


2.10" 
1 1 1 j 5 1 
— % — —+...)= — ——, 
A REIS 2 To sE 10** y 9 10* 
y entonces, dado e >0, será |f(x)— Sı(x)| < e si k> ko(e). Fijado así 
k, por la continuidad de S:(x) en *o cualquiera, existe un ¿>0 tal 
que si | x — x| < ô, es | S:(x)— Sk(xo)| <£, y entonces: 
|[£(x)—f(x0) | < | £(x)—Si(e)] + |Sx(o)— Sr(w0) | + 
+ | Sx (00) — f (xo) | <ee+4e=3B38é, 
lo que prueba que f(x) es continua en xo. 
2%) Consideremos la expresión decimal con infinitas cifras no nulas 
de un número x= del intervalo (0,1): 0, %, %, ..., %y ... Si 4,46 9, 





+ F, SUNYER BALAGUER ha demostrado que sigue cumpliéndose el teorema fundamen- 
tal del Cúlculo integral eun cuando el conjunto excepcional, donde las derivadas dejen 
de ser finitas e iguales, pueda ser totalmente imperfecto, es decir, no contenga ningún sub- 
conjunto perfecto no vacío (Cap. VI, nota Il, d). Este resultado es el más general posible, 
como sé comprueba mediante el ejemplo anterior de la función de CANTOR. Sin embar- 
go, hasta hoy sólo se sabe asegurar la existencia de un conjunto totalmente imper- 
fecto no numerable mediante el axioma de ZeErRMELO ($ 94-7, a, Vol. III). P. Pr CALLEJA 
ha extendido en su forma general el teorema de incrementos finitos y saus consecuen- 
cias (notas V y VI) a funciones vectoriales, mediante la introducción del concepto de 
número derivonormado (véase Vol. II, $ 12, ejercicios 6 á 11). 
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demos a æ el incremento h = — 10, y en caso contrario, h = 10°. En- 
tonces, si n < q, los correspondientes números más próximos de la forma 
mj10" difieren también en h. En la figura 118 puede estudiarse el caso 
q=1, y la conclusión subsiste para otros q. Se tiene (ver figura 118 
para q=1): , 
(= +h si n<q, am <b, 
fa (x + h) — fa (x) = E —h si n<q, Qm ÈS, 
= 0 si n>Q. 
Como consecuencia, la razón incremental es: 


si v es el número de cifras > 5 entre las Qi, Qe, a.e, Qa Y no puede tener 
límite finito para h —> 0 al tender q a infinito, pues es un entero par o 
impar conjuntamente con q. 
La función de VAN DER WAERDEN no tiene tampoco derivada lateral 
finita, ni a derecha ni a izquierda, en ningún punto. 
Comencemos por observar que por ser 
h 2h 
fæ +h)— f(s) 
k 


. = q — 2v 


si existiera f”.(x) finita, tendría límite finito f',(x) el primer miembro 
para h—> 0*. Entonces, para estar siempre en el caso h>0, sia=469 
se considera en vez del primer miembro de [1IX-5] el de [IX-6], resul- 
tando el mismo segundo miembro de [IX-5]. 

Análogamente se prueba que no existe f'-(x) finita. 

El ejemplo clásico de función continua sin derivada es la definida 
por WEIERSTRASS (1872) mediante una serie trigonométrica. Esta función 
carece en todo punto de derivada finita o infinita (con signo determinado), 
mientras que el anterior de VAN DER WAERDEN tiene derivada única infi- 
nita en puntos tales como x= 3. M. JAsEkK ha señalado la existencia de 
un manuscrito de BOLZANO, posiblemente de 1834, en el que se define una 
función continua en un intervalo finito, demostrándose que no tiene de- 
rivada finita en ningún punto. K. RYCHLIK probó en 1921 que la función 
de BOLZANO no tiene derivada ni finita ni infinita (con signo determi- 
nado) en ningún punto interior del intervalo donde está definida. 

Un método simple para construir funciones continuas no derivables 
en este sentido estricto fué dado por K. KnopPpP (Math. Zeitschrift, 2; 
1918). Más difícil es la construcción de funciones continuas sin derivada 
lateral, ni finita, ni infinita, realizada por A. S. BESICOVITCH (1925). 


VIII. Bibliografía. — 1. De las obras mencionadas en el capítulo VI, 
nota VI, podemos señalar como especialmente adecuadas para adquirir en 
forma más minuciosa y profunda los conceptos básicos, las de HARDY, 
CH. DE LA VALLÉE-POUSSIN, LEVI, LANDAU, OSTROWSKI y SEVERI (citadas 
en Cap. II, nota IV, 2; Cap. vi, nota VI, 4, 2 y 5, y Cap. IV, nota III, 1). 

2. Existen diversas obras destinadas a complementar, por los estu- 
diantes que desean profundizar sus conocimientos matemáticos, las nocio- 
nes de Análisis adquiridas en cursos de iniciación universitaria comunes 
con los de orientación técnica. Los objetivos de dichas obras pueden sin- 
tetizarse así: 1%) Dar una perspectiva general del campo del Análisis 
desde sus fundamentos; 2%) Pasar revista a los conceptos fundamentales, 
suponiendo que el lector ha alcanzado la etapa en que puede entender los 
enunciados precisos de estos conceptos fundamentales y las demostracio- 
nes rigurosas de los teoremas, muchas veces expuestos en forma incom- 
pleta o equivocada en los textos elementales de Cálculo; 3%) Informar al 
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ualudinnte acerca de los teoremas y métodos de investigación que son fun- 
damontales para trabajar en el Análisis moderno, tanto en la matemática 
ura como en la aplicada. En forma elemental responde a estos objetivos 
a obra de OsGo0D (citada en Cap. VI, nota VI, 4), y más especialmente 
Inn idos siguientes: 

lL. M. Graves: The theory of functions of real variables. (Mce Graw- 
11111, Nueva York, 22 ed., 1956); 

A. E. SAGASTUME BERRA: Introducción a la matemática sugeria 
(Publ. Fac. C. Físicomat., La Plata, 1946). 

De contenido algo más elevado la primera, más extensa la seride 
nobis constituyen una excelente introducción a la teoría de las funciones 
walen, en particular a la medida de conjuntos y teoría de la integración. 
(Cnalienen también valiosísimas colecciones de ejercicios críticos, ejemplos, 
yv leoremas de demostración sólo esbozada, remitiendo a tratados más com- 
plolos, a fin de no ocupar demasiado espacio con su desarrollo. 

Constituyen un notable y breve esquema, señalando los puntos capi- 
tales y nociones básicas, los dos fascículos: 

A. DENJOY: Introduction à la Théorie des Fonctions de variables 
ruelles, (Act. Sci. et Ind., nos. 451, 452; Hermann, París, 19837). 


3. Tratado completo, utilísimo en la consulta, por lo destacadas y 
bien ordenadas que están sus proposiciones, y por escoger siempre los re- 
vrursos más elementales en las demostraciones, a pesar del carácter supe- 
ciur de la obra, es: 

E. W. HoBson: The theory of functions of a real variable and the 
Ihrory of FOURIER's series. (Vol. I, 32 ed., 1927; vol. II, 2% ed., 1926; 
IIniv. Press, Cambridge). 

De carácter superior, con abundante aportación original, rica biblio- 
uwrafía fundamental, valiosos ejemplos críticos y teoría de la integración 
inngníificamente desarrollada, es la famosa obra: 

C. CARATHÉODORY: Vorlesungen über reelle Funktionen. (2% ed. Teub- 
uer, Leipzig, 1927; Chelsea, Nueva York, 1948). 

La parte elemental de la obra anterior, conteniendo su primer tercio, 
so ha reeditado bajo el nombre: 

C. CARATHÉODORY: Reelle Funktionen. (Chelsea, Nueva York, 1939). 

Una concisa, clara y rigurosa exposición, orientada hacia el proble- 
ma de la medida y la integración da el primer tomo (basado en un ma- 
nuscrito póstumo de G. VITALI) de ia obra,.cuyo segundo volumen se re- 
liere a desarrollos en serie de funciones ortogonales: 

G. VITALI y G. SANSONE: Moderna teoría delle funzioni di variabile 
reale, (32 ed., vol. 1, 1951; vol. II, 1952; Zanichelli, Bolonia). 

Una traducción inglesa de los cuatro primeros capítulos del vol. II 
de esta obra, con agregados, es 

G. SANSONE: Orthogonal functions (Interscience, Nueva York y Lon- 
dres, 1959). 

Con máxima generalidad y en forma difícil y elevada se desarrolla 
también la teoría de funciones de variable real en la obra de BOURBAKI 
(citada en Cap. 1, nota IV, 9). 

Estructuradas a base de la teoría de conjuntos, con conceptos también 
muy generalizados y empleo del simbolismo logístico en su desarrollo, con- 
teniendo excelentes citas bibliográficas de carácter muy monográfico, 
están las obras, continuación una de otra: 

H. HAHN: Reelle Funktionen. (Akad. Verlag, Leipzig, 1932; Chelsea, 
Nueva York, 1948). 

H. HAHN y A. ROSENTHAL: Set functions. (Univ. New México Press, 
Albuquerque, 1948). 

Sobre la moderna fundamentación del análisis con orientación topo- 
lógica está: 

J. A. DIEUDONNÉ: Foundations of modern Analysis (Academic Press, 
Nueva York y Londres, 1960). 
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4. Obra capital de la teoría de conjuntos, de gran influencia en el 
desarrollo moderno de la matemática, es la clásica: 

F. HAUSDORFF: Grundzüge der Mengenlehre. (1% ed., más completa 
que las posteriores, reimpresa por Chelsea, Nueva York, 1949; de Teubner, 
Leipzig, 1914). 

Más elemental y didáctica es la de: 

A. FRAENKEL: Einleitung in die Mengenlehre. (3% ed., Springer, Ber- 
lín, 1928; reimpresa por Dover, Nueva York, 1949). 

Una breve introducción es: 

E. KAMKE: Mengenlehre (Sammlung Göschen; W. de Gruyter, Ber- 
lín; 3% ed., 1955). 

Los fundamentos de la teoría de funciones en su relación con la teo- 
ría de conjuntos está expuesta en la obra clásica de: 

E. BOREL: Leçons sur la théorie des fonctions. (3% ed., Gauthier- 
Villars, París 1928). 

El estudio y clasificación de las funciones discontinuas ha sido hecho 
en la importante monografia de: 

R. BAIRE: Leçons sur les fonctions discontinues. (Gauthier-Villars, 
París, 1906; reimpresa en 1930). 


5. Los que deseen ampliar o profundizar en los temas de este capí- 
tulo, pueden hacerio especialmente en las obras citadas (3) de HOBSON y 
CARATHÉODORY. 

Obra monográfica sobre el mismo es: 

W. H. YounG; The fundamental theorems of the differential calcu- 
lus. (Cambridge Tracts n? 11, Univ. Press, Cambridge, 1910). 


CAPÍTULO X 


FORMULA DE TAYLOR. ECUACIONES ALGEBRAICAS 


$ 38. DERIVADAS SUCESIVAS Y APLICACIONES 


I. Derivadas sucesivas. — Dada una función y = f(x), su 
"unción derivada y’ = f'(x), por ser otra función de x, puede 
n nu vez tener una derivada. La derivada de f'(x), es decir, la 
derivada de la derivada de f(x), se llama, como ya dijimos, 
(; 33-7), derivada segunda de f(x), y se indica con la nota- 
cion y, (x), ó D?f(x). 

Esta derivada segunda, que es a su vez otra función de x, 
podrá tener una derivada, que llamaremos derivada tercera de 
Pu): i 

y” = f” (x) = D' f(x) = Df” (x). 

Análogamente se definen las demás derivadas sucesivas de 
unua función. La derivada de orden n se indica y™, ó f™ (x) ó 
D" f(x); de ella se obtiene la derivada de orden n + 1, median- 
lc una nueva derivación : 

f(n+1) (x) = D f™ (x). 

En resumen, las derivadas sucesivas se introducen median- 

lo la siguiente definición por recurrencia (§ 2-3): 


(Pæ) = Dila) = lim LEMA 
[38-1]  ) ho h 
Lo (a) = DE™ (2) 


A la derivada f'(x) la llamaremos también derivada pri- 
mera de la función. 

Puede suceder que se llegue a una derivada discontinua o, 
nun siendo continua, no derivable; pero las funciones elemen- 
tales admiten infinitas derivadas. 


EJEMPLOS: 1. Las derivadas sucesivas de una función entera de gra- 
do n son de grados n—1,n—-2, ..., n—h, ... La derivada n-sima es, 
pues, constante, y las siguientes, idénticamente nulas. En particular: Las 
derivadas sucesivas de la función («— a)", para n natural son: 

[38-2] n(x — a)", n(n — 1) (x —a)"?, ...,n!,0,0, ...; 
luego, para x =a todas se anulan, excepto la n-sima, que vale n !. 

2. Las derivadas sucesivas de e” son todas iguales a e”. 
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3. Las derivadas sucesivas de y = sen x son: 
y = cosx, y"=—senx, y” =— cosg, y"=senzx..., 

y se repiten periódicamente, constando el período de cuatro términos. 

Dado un índice cualquiera n, puesto en la forma: 

n=4h>+k, (k< 4), es y"=y". 

Puede darse una expresión general explícita para la derivada n-ésima, 
observando que la primera se puede escribir así: 
D seng = cosg = cos(— x) = sen [} T —(— x) ] = sen (x + } 7T), 


lo que nos muestra que cada derivación equivale a aumentar la variable 
en 7/2, y por consiguiente: 


[38-3] y™ = D” sen x = sen (x+ int). 
4. Análogamente, las derivadas sucesivas de y =cos% son: 
y' =— seng, y” = — cosx, y” = sen x, y"=c08%,..., 
y en general: 
[38-4] y'™ = D" cos x = cos(x + ¿n 7). 


EJERCICIO: Hallar la expresión de la derivada n-ésima para las fun- 
ciones: e*”; sen2x; sentx; In(l1 +0%). 


2. Diferenciales sucesivas. — Observando la definición de 

diferencial de y =f(x) ($ 34-1): 
dy =f (x).Ax. 

vemos que d y depende de x [pues f'(x) es una nueva función 
de x] y también del incremento Ax=dx. Si ahora damos a 
Az un valor fijo (por ejemplo, A x = 2), la diferencial d y de- 
penderá solamente de x, y considerada como función de x, po- 
drá tener a su vez una diferencial, que llamaremos diferencial 
segunda de y, y que indicaremos con d? y: 


d? y = d(d y). 


Reemplazando dy por su definición, y recordando que he- 
mos supuesto A x constante, tendremos: 


dy = d(f'(x) .4x) Ax .df'(x) 
a 
=Ag. DË (2) ¿ax = f(x) .Ax. 


=—==2 
Observando que Ax = (d x)?, y escribiendo, como se acos- 
tumbra, d x? en lugar de (d x)2*, la relación anterior puede 
escribirse así: 


[38-5] d? y = f” (x)d z? 


luego: la diferencial segunda de una función es igual al pro- 





* Esta notación no expone a confusiones, siempre que convengamos en representar 
la diferencial de x? así: d (22). 
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dueto de su derivada segunda por el cuadrado del incremento 
ne du de la variable independiente. 

le la relación anterior resulta la expresión de la derivada 
nesinda como cociente: 


| 8-6] 





Análogamente se definen y se calculan las diferenciales su- 
eesivas. Por ejemplo: 


E e 9 
di y = d(d y) =d[f(x) .22] =2Az df”(x) 


a2 — 3 
= Ax DÍ”(x).ax =Í"(x)Ax = f(x) da?, 
v en general, la diferencial enésima será por definición 


|38-7] dr y = d(d”1 y), 

y tendrá por expresión 

|38-8] d” yY = Lun (x) d x", 
De aquí resulta: 

| 38-9] f% (x) = £ FR 


NOTA: Hemos visto ($ 34-5) que la expresión de la diferencial 
dy =f'(x)dx es la misma aunque x sea función de otra variable inde- 
pendiente t: x= x(t). Esta importante propiedad no subsiste para las 
diferenciales de orden superior. Para la segunda se tiene, a partir de 
dy =f (x).x (t)dt: 

[38-10] y = o [x a +f Ceja x” (t) d? = 

f”(x)dx* + f(x)dx 
Six es nereda., al tomar dx como parámetro constante resulta 
dx = 0, y el último miembro se reduce a f”(x)dx?. 


3. Aceleración en un movimiento rectilíneo. — a) El estudio de la 
concavidad (§ 33-9) da una indicación sobre el significado geométrico de 
la derivada segunda. Una interpretación física importante de ésta nos da 
la aceleración en un movimiento rectilíneo. 

Sea e= f(t) la ley del movimiento de un punto M sobre el eje de 
nbscisas Oe. La velocidad v, en cada instante es ($ 31-4): 

[38-11] v = e = f(t), 
y será por consiguiente una nueva función del tiempo. Demos ahora al 
tiempo un incremento At, e indiquemos con Av el incremento correspon- 
diente de la velocidad. Llamaremos aceleración media en el intervalo en- 
tret y t+At,a la relación 

Av 


[38-12] Ya = “7 + 


La aceleración * en el instante. t será por definición el límite de 
la aceleración media, cuando At—>0: 


Av 
[38-13] y = lim Ym = lim -= v = f(t), 
At>0 Za t>0 t 








* La aceleración es un vector (lo mismo que la velocidad), y en el caso en que la 
trayectoria sea una curva cualquiera, la definición del texto sólo da escalarmente la 
componente tangencial de la aceleración. 
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es decir: en un movimiento rectilíineo, la aceleración es en cada instante 
igual a la derivada de la velocidad, y por lo tanto, igual a la derivada 
segunda de la ley del movimiento. 


b) Movimiento uniformemente acelerado. — En el movimiento recti- 
líneo, cuya ley es: 
[38-14] e=1f(t) =a.. +bt+e, 


la velocidad es v = f'(t) = 2at 4- b, y la aceleración Y = f” (t) = 2 a, 
es decir, constante, por cuya razón el mavimiento se llama uniformemente 
acelerado. 

EJERCICIOS: 1. Probar que la ley del movimiento uniformemente ace- 
lerado es, llamando €. y vo al espacio y velocidad iniciales (es decir, en 
el instante t= 0): 

[38-15] e = iY 4- vt + e. 
2. Probar que en el movimiento vibratorio armónico (§ 28-4) 


27 


e=Íf(t)=A. sení t4 a) es y=—(27/T) e, es decir, la acelera- 





ción es proporcional a e, siendo la constante de proporcionalidad negativa. 


4. Derivada n-ésima de un producto. — Derivando sucesi- 
vamente el producto y = u.v de dos funciones: 


y =UV + uv 
y” = uv +24 + uv 


vemos que los desarrollos obtenidos tienen la misma forma que 
las potencias (u+vw)*; (u+0v)?; .., reemplazando los ex- 
ponentes por índices de derivación y conviniendo en que la de- 
rivada de orden cero sea la función misma, es decir, reem- 
plazando u” = u"v? por u™v, V” = u v” por uv™, uw por 
u =D, uv- por uv», etc. Demostraremos, por inducción 
completa ($ 2-2), que esta ley vale para todo n, lo que se ex- 
presa simbólicamente por la fórmula de LEIBNIZ: 
—— (n) 

[38-16] u.v = lu + 0)”, 

Como [38-16] se verifica para n = 1, sólo falta probar que. supuesta 


válida para h: 


yP suv pa’. HA 


se verifica para h-+1; en efecto, al derivar de nuevo. el término en 
uy resulta de los dos subrayados, y su coeficiente es, por [11-16]: 


a 


La fórmula [38-16] se generaliza, también por inducción, para un 
producto cualquiera, obteniéndose: 


; h 
y Jun y AED + k Jun q A-k) + ria + y v, 


[38-17] uv... Z™ = (u v +... 4z) ™®™ = 
L5 n! (a) (B) (à) 
A PICA U aR 


donde la suma se extiende a todos los sistemas de enteros no negativos 
que cumplan la condición a+ B + ... +A =n como en la potencia de un 
polinomio (§ 12-2). 
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5. La función de Cauchy. — Esta función (fig. 119) está definida por 
[38 18] f(x) = e-1/2? 
on todo el campo real, ex- 
vepto x= =0, donde el expo- 
mente carece de sentido. Pe- 
iu como para x—>0 es 
lim f(x)=0, si completa- 
mos la definición de f(x), 
poniendo £(0)=0 resulta: 

a) La función de CAU- 
cuy es continua en todo el 
campo real, 

Para todo valor «+0, 
existe derivada que viene Fig. 119. 
definida por la fórmula: 
[38-19] f(x) = f(x) .2 
pero en el punto =0 es preciso calcular directamente la derivada, pues- 
to que la demostración de la regla de derivación empleada no es aplicable 
n este caso, ya que no existe el valor uto. Según la definición de derivada, 
lurmaremos el cociente 


(04 h)—1(0) _ f(h) _ ends 
h F; h — h ? 
y como la exponencial es un infinitésimo de orden superior, resulta el lí- 
mite 0; es decir: f'(0)=0: por otra parte, la fórmula [38-19] da: 


-1/q2 
lim f'(x) = lim 2 i i = 0; 











luego, podemos enunciar: 

b) La función de CAUCHY tiene derivada finita en todo el campo real, 
y esta derivada es continua, sin excepción. 

Obsérvese que esta derivada tiene la misma propiedad de la función, 
a saber: para x—>0, su valor es infinitésimo de orden superior a cual- 
quier potencia de x; es decir, su cociente por cualquier potencia de x de 
exponente positivo, tiene por límite cero, pues el factor exponencial 

f(x) = e-1/z* 

es de orden superior a cualquier potencia de xv. 

Derivando el producto [38-19] tenemos: 

E = 2.x —2.8.f. 27, 

función continua en todo el campo real, incluso en el punto x = 0; puesto 
que f” (x)— 0, y, por otra parte, 


£"(0) = lim Pop = 


Pf) _ 
——=0 


Así siguiendo, resulta la fórmula general: 
pm = 2180 Par O] 


er , . . > . 
función también continua y nula en el origen. Resumiendo: 


c) La función de CAUCHY admite infinitas derivadas, que son fun- 
ciones continuas en todo el campo real y nulas en el origen. 


6. Ceros reales de las funciones continuas. — a) Las fun- 
ciones, representadas por parábolas de eje vertical: 


y = f(x) =(—1? , y= 8gl%) = (1—1)(1—2) , 
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se anulan ambas para x =1. Pero en el primer caso la pará- 
bola es tangente al eje x por ser no sólo f(1)= 0 sino también 
f'(1) = 0. También es para > 1, f(x) infinitésimo de orden 
2 con respecto a x — 1 (§ 24-3, cə). 

En el caso de un polinomio cualquiera, al considerar su des- 
composición factorial [18-6] para valores 2 =w reales supo- 
niendo £, = 2, real: 

f(x) = ao(x — 2) (2 — b)": ... (æ — ți) , 
subsisten conclusiones análogas: 1%) En x, [cero del polinomio 
f(x) (S 18-1) con orden de multiplicidad k, ($ 18-2)] se anu- 
la no sólo f(x) sino también las k,— 1 primeras derivadas; 
2%) Para > x, es f(x) infinitésimo de orden k, con respecto 
a x — xı (§ 24-3, c2). Esto nos permitirá extender fuera del 
campo algebraico la clasificación de los ceros de una función 
(o puntos donde ésta se anula) reemplazando el concepto de 
orden de multiplicidad ($ 18-2) por el de orden infinitesimal 
($ 24-3, c): 


DEF, 1: Un número xv, se llama cero de orden p (p >90 
real cualquiera) de la función continua f(x), o raiz de orden p 
de la ecuación f (x)= 0, si para x — x, es f(x) infinitésimo de 
orden p, es decir (§ 24-3, cz), si existen dos constantes positi- 
vas, k y K, tales que: 


(38-20] f(x) = (x — 21) p(x), 
siendo en un entorno reducido de xı: 
[38-21] 0<k<l| lx] <K. 


DEF, 2: Diremos que el cero x, es por lo menos de orden p, 
si para > x, es f(x) = O(h”) con h = xz — z, y de orden in- 
finito, si es por lo menos de orden p para todo v. 

Caso frecuente y particularmente importante del concepto 
introducido en def. 1 es: 

DEF. 3: Un cero x, de orden p de f(x) [38-20], se llamará 
de equivalencia potencial si existe lim y(x)=a 40. En tal ca- 
so es f(x) un infinitésimo equivalente ($ 24-3, c) a (x— x,)”.a. 

b) Si la función es derivable, se pueden utilizar los crite- 
rios siguientes: 


bı) Si x, es cero de orden p— 1 y equivalencia potencial 
de f(x), es cero de orden p y equivalencia potencial de 
f(x) —f(x,). Reciprocamente, si x, es cero de orden p y equi- 
valencia potencial de f(x), es cero de orden p-1 y equivalencia 
potencial de f'(x), supuesta g'(x) acotada en un entorno redu- 
cido de x. 

En efecto, por la regla de BERNOULLI - L'HOSPITAL (§ 36-1), 
es (ver def. 3): 


lim T) — E) = lim f'(x) —. 
(2 — 21)” p(x — 2x1)” 
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puesto que estas derivadas (siempre finitas, por la hipótesis b) 
no se anulan simultáneamente en un entorno reducido de z, 
por ser p(x— x,)”" distinta de cero. Para el recíproco, deri- 
viudo [88-20] tendremos: 

P (a) = (2—2a) [pp(a) + (221) y” (2)], 
y al existir lim f'(x2)/(x— xı)” = p (xı) + 0, queda demos- 
rada la tesis. 

Propiedad análoga vale sin suponer la equivalencia potencial, pero 
pues demostrarla se debe utilizar una generalización del teorema del va- 
or medio de CAUCHY referente a los límites de oscilación (cfr. HOBSON, 
citado en Cap. IX, nota VIII, 3). 

bz) Si xı anula a f(x), t(x), ... y es £P (x) finita la 
primera derivada que no se anula en zı, es xı cero de orden p 
de f(x), y ésta es infinitésima equivalente a 


A p 
E fo (x). 


Porque será, aplicando p — 1 veces la regla de BERNOULLI - 
L'HOSPITAL, y luego la definición de derivada f'” : 





f(x) : f'(x) fe. (7) 
ml Rio E paa pla — a) A pl(x— 2x1) 
1 lim fon (7) —f- D(x,) E f (xı) 
p! ><, £ — Li p! 7 


De aquí resulta también: 


ba) Si xı anula a f(x), (x£), ..., £P (x), es f(x) infini- 
tésimo de orden superior a p ($ 24-38, ca) : 


f(x) = 0 [(x—x)". 


NOTA: Obsérvese que en (b.) no exigimos que æ, sea cero de equi- 
valencia potencial de orden nulo de A lo cual supondría (def, 3) la 
continuidad de ésta, sino solamente la ¿Fftencia de £'” (xı) finita. 

EJEMPLOS: 1. La función sen x tiene todos sus ceros 0, 37, 127, 

. «y Simples, como resulta directamente de la definición, o bien por el eri- 
terio (bz), siendo además infinitésima eyuivalente a (—1)"(x 3x7). 

2. Análogamente resulta que la función 1—cosx tiene todos sus 
ceros 0, + 27, ..., dobles, y es infinitésima equivalente a ¿(x +21 7)". 
La función tgx —x tiene simples sus ceros, excepto x = 0, que es triple, 
en donde es infinitésima equivalente a ¿x”. 

3. La ecuación senx=—w tiene la raíz x=0. Como para f(x)= 
=æ— seng es f(0)=f'(0)=f”(0)=0, pero f”(0)=1%0, es =0 
raíz triple de la ecuación dada, siendo ahí f(xw) infinitésima equivalente a 


e 
3! 

4. El valor =0 es un cero de orden infinito de la función e-1/2?, 
es decir, la función es infinitésimo de orden superior a cualquier número. 

5. El valor x=0 es un cero de las funciones f(x)= xsen(T/x), 
g(x)=x/In|w], orden determinado, aunque sí por lo menos de orden 
p para todo p<1 y ningún p >1. No existe lim f(x)/x%, en cambio 
limg(x)/x=0 (8 37-4). 

6. En cambio, x = 0 es un cero de primer orden, aunque no de equi- 


f ; r T ` 
valencia potencial, para la función x sen E 2%; en ella es cero ais- 
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lado, como en g(x) de ej. 5, mientras que en la función f(x) de ej. 5 
es límite de ceros. 


7. Cambios de signo de f(x) y de f'(x). — a) Sea zx, un 
cero de f(x) [38-20], de orden p entero y además de equiva- 
lencia potencial ($ 38-6, def. 3). Como g(x) conserva signo 
constante en un entorno de x,, y al pasar x de la izquierda a 
la derecha de x, la potencia (x — xı)?” cambia o no de signo, 
según que p sea impar o par, resulta: 

Al pasar x por un cero de equivalencia potencial y orden 
entero de f(x), la función cambia de signo o tiene signo cons- 
tante, según que el orden del cero sea impar o par. 

b) Así mismo, resulta que los ceros de equivalencia po- 
tencial y orden entero son puntos aislados, es decir, en un 
cierto entorno suyo no hay ningún otro cero. La recíproca no 
es cierta, pues un cero aislado puede no ser de equivalencia po- 
tencial, como se observa en el ejemplo 6 de § 38-6. Corolario 
inmediato es: 

Si f(x) tiene número finito de ceros en (a,b), y todos son 
de equivalencia potencial y orden entero, el número total de 
ellos, contado cada uno tantas veces como indique su orden de 
multiplicidad, es par o impar según que f(a) y f(b) tengan 
el mismo o contrario signo. 

c) Resulta de [38-20], suponiendo (x) derivable: 
[38-22] f'(x) = p(x — 21)” pl) + (2 — 2x1)” g'(x), 

y dividiendo por [88-20] se obtiene para la derivada logaritmi- 
cea (x)/f(x) =DInf(x): 

Pz) _ p g'(x) 

Ele) e—a ol 

Como (x) se conserva acotada inferiormente en un entor- 
no de xı, por ser lim ¢ (x)= a 0 para: gz —> xı resulta: 

Si x, es un cero de equivalencia potencial de f(x) [38-20], 
y | y (x)| está acotado superiormente, la razón f'(x)/f(x) pasa 
de — œ a + œ al pasar x por xı en sentido creciente. 

Como la acotación de | y'(x)| se verifica siempre cuando 
f(x) es entera, pues también lo es p(x), la propiedad (c) tiene 
validez general para los ceros de las funciones enteras que son 
siempre de equivalencia potencial. 





NoTA: Las propiedades a), b) y c) no subsisten si el cero, aun sien- 
do de orden entero, no es de equivalencia potencial, como lo muestra para 
a) y b) la función x’ sgx, que cambia de signo al pasar x por 0, y para 
c) el ejemplo 6 de $ 38-6, en que la razón f'/f oscila infinitamente en todo 
entorno del punto 0, cambiando infinitas veces de signo. 

Compruébese que aunque la derivada de x*sen T/x + x cambie infi- 
nitas veces de signo en todo entorno del origen (donde vale 1), éste es 
un cero de equivalencia potencial y orden 1, pero la propiedad c) tampoco 
subsiste por no conservarse acotado | y (e)!. 


8. Órdenes de contacto de dos curvas. — a) Si las curvas 
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"n= f(x) ey = (x) se cortan en un punto A de abscisa a, se 
tone f(a)= e(a). Entonces, la diferencia 


| 48-23] 8(h) = f(a+ h) — ọla +h) 


llende a cero con h, es decir, es un infinitésimo para h — 0. 
linte infinitésimo representa el segmento de ordenada entre am- 
ban curvas en una abscisa próxima a a, y nos proponemos es- 
tudiar su orden, en caso de que existan y sean finitas en a las 
derivadas de f(x) y de y(1), hasta llegar a un orden en que 
nonn distintas. Entonces, el cero de 8(2) es de orden entero y 
««quivalencia potencial ($ 38-6, b2). 

Si las curvas no son tangentes en A, es decir, f’ (a)y (a), 
resulta ($ 38-6, b2) 8(h) un infinitésimo de primer orden (en 
h). 

Si en cambio f'(a)=p"(a) (es decir, las curvas son tan- 
gentes en A), pero f“(a) Æ ¢” (a), resulta ($ 38-6, b:) (h) 
mı infinitésimo de segundo orden; se dice que las curvas tie- 
nen.un contacto simple o de primer orden. 

Si es f’ (a)= g’ (a), ”(a)= p"(a), pero f” (a) y” (a), se- 
rá 8(h) un infinitésimo de tercer orden, y se dice que el con- 
tacto es de segundo orden. 

En general, diremos que dos curvas y =f(x) e y= p(x) 
tienen en A un contacto de arden n, cuando el infinitésimo 3(h) 
cs de orden n +1, y si este infinitésimo es de orden entero y 
cquivalencia potencial, lo mismo decimos del contacto respec- 
tivo. Tal ocurre ($ 38-6,b,) cuando las dos funciones tienen 
iguales sus derivadas hasta la n-ésima inclusive en a, siendo 
finitas y distintas las de orden n + 1. 

Resulta, como hemos. visto, de la hipótesis hecha sobre la 
existencia de derivadas finitas, que el cero de (h) es de orden 
entero y equivalencia potencial, y entonces (§ 38-7,a), si n es 
par, este infinitésimo de orden impar cambia de signo de uno 
a otro lado del punto; y si n es impar, no hay cambio de signo. 
“n resumen; 

Para que dos curvas y = f(x), y = y(1) tengan en un pun- 
to un contacto de orden n entero de equivalencia potencial, bas- 
ta que en dicho punto tengan igual valor las derivadas de am- 
bas funciones, hasta las de orden n inclusive, y sean desiguales 
y finitas las de orden n4 1. 

Si el contacto es de orden par, las dos curvas se atraviesan 
en el punto, y si es de orden impar, no se atraviesan. 

b) Cuando la existencia e igualdad de las derivadas (fini- 
tas en x =a) se ha verificado en x=au hasta la n-ésima, el 
contacto es de orden superior a n—1 ($ 38-6, bs). 

c) Dada una curva C, otra curva de una familia dada se 
llama osculatriz de C en un punto P cuando es, de entre todas 
las de dicha familia, la que tiene un contacto de orden más ele- 
vado en P. 
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EJEMPLO: Determinar la parábola y = ax* + bx + c osculatriz de 
la curva y =e en x =Q. 

Igualando los valores de y, y', e y” en ambas curvas para x = U, se 
determinan a, b y c por c=b=2a=l, y entonces, la parábola oscu- 
latriz es y = 3x? +x +1. 

NoTA: Hemos supuesto que las derivadas para x = a son finitas; si 
las derivadas primeras son infinitas, es decir, si la recta tangente es pa- 
ralela al eje y, tomaremos las x como ordenadas, o cualquier otra direc- 
ción distinta de la dirección de la tangente. Si un sistema de secantes 
paralelas (de dirección distinta de la recta tangente) da segmentos infi- 
nitésimos de un cierto orden, el mismo orden resulta con secantes de otra 
dirección siempre que sea distinta de la tangente; porque aplicando las 
fórmulas de cambio de eje y, resultan infinitésimos del mismo orden. 


EJERCICIOS 


. 


1. Derivada n-ésima de las funciones: a”, 2.e”, (x +1)/(x—1). 
2. Demostrar, por inducción, que la derivada n-sima de y =arctgx 
puede ponerse en la forma: 
D” arc tg x = (n— 1)! cos” y . sen n (y + 7/2). 
3. Demostrar, por inducción, esta nueva forma: 

(n—1)!. 
(1 + 2%). 
4. Derivada n-ésima de cos ax.cos bx. 

5. Demostrar las fórmulas: 
D” (e? cosbx) =5r".e".cosíba+no), 
D" (e senbx) = r”.e” .senl[lbx+n090), 


Dr arctgx = (—1)”* sen (n . arc ctg x). 











siendo: 
Y= 0a +b, p=arctgb/a. 
6. Si x, y son funciones de t, demostrar las fórmulas: 
e = = ; F za T 2 (cfr. [40-19]); 
d* y ela y” —y a) —3 08 (a y" —y x”) 


T. Las coordenadas de los puntos de una trayectoria tienen por pri- 
meras derivadas, respecto al tiempo, las componentes “del vector velocidad, 
y como segundas derivadas, las del vector aceleración. Probar que estas 
últimas son x” = — «ox, y” =— ùy en el caso de un punto que se mueva 
con velocidad angular constante w sobre una circunferencia de radio r con 
centro en el origen, y que por lo tanto la aceleración está dirigida hacia el 
centro (aceleración centripeta). Hallar su módulo. 

8. Expresar la aceleración en el movimiento vibratorio armónico amor- 
tiguado s = ae” sen vt, aplicando el ejercicio 5. 

9. Probar que D* (x*a*) = a” (Ina)””? [(x ln a + n)?—mnm]. 

10. Estudiar la concavidad e inflexiones de la curva de CAUCHY 
($ 38-5). ¿Cuál es su parábola osculatriz en x = 0? 

11. Probar que los ceros de las siguientes funciones en x = 0 son de 
equivalencia potencial, e indicarla: x — arc tg x, tg x — sen x, 1 — cos 3 x. 

12. Hallar los órdenes de contacto mutuo en x = 0, de las curvas: 

y =x; y=sen x; Y =X.COST. 

13. Órdenes de contacto de las curvas x* + y? =y, y = x°, en sus pun- 
tos de intersección. 

14. Parábola osculatriz de segundo grado y eje vertical de la curva 
versiera y =1/(1 +°) (ej. 17 de $ 33) en x=0 y en x = 1. Orden de 
contacto en ambos casos. l 


10 2 FÓRMULA DE TAYLOR 525 


15. Lo mismo en x = 0 para las curvas y = Vl1+x%,y=1+ (1/2)2— 
(1/8)x* + (1/16) x?, ¿Cuál es el orden de contacto de estas dos? 
16. Determinar los coeficientes, de modo que la curva 
y = ù cos x -+ bı sen xx + ascos 2x% + b: sen 2% 
nen osculatriz de y =3.e* en x =0. 


$ 39. FÓRMULA DE TAYLOR 


1. Introducción: expresión de un polinomio por sus deri- 
vadas en un. punto. — En este parágrafo nos proponemos re- 
solver el importante problema de aproximar una función f(x) 
en el entorno de un punto a, mediante un polinomio de grado 
prefijado que tenga el contacto de orden más elevado (polino- 
mio osculador), y hallar el orden de magnitud del error que se 
comete con esta aproximación. Para abordarlo comencemos por 
expresar un polinomio P (x) de grado n, mediante sus derivadas 
en v =a, para lo cual lo escribimos en la forma: 


P(x) = co + arla—a) + cola—a)* +... + carlo — a)”. 
-Para determinar los coeficientes, basta derivar sucesiva- 
mente, y luego hacer x =a; se obtiene: 


P(a)= co; P'(a)=1!c; P”(a)=2!c2; ...; P(a)=nm!c,, 

de donde, reemplazando, resulta la expresión buscada: 

(39-11 P9=P() + LL aa) E e—a 
pt (a) 


Poroa me e 


que puede enunciarse así: el incremento P(x)—P (a) de un 
polinomio es la suma de los productos de las potencias del in- 
cremento de la variable por las derivadas sucesivas en el punto 
inicial, divididas por los factoriales respectivos. 


2. Fórmula de Taylor. — Si f(x) es una función cualquiera 
definida en un entorno E de a, y con derivadas sucesiones fini- 
tas en x = a hasta la n-ésima, el problema planteado en $ 39-1 
se resuelve aproximándola por un polinomio P,(x) de grado n, 
que coincida en x=a con f(x), conjuntamente con las n pri- 
meras derivadas respectivas, pues se tendrá entonces ($ 38-8, 
b) un contacto de orden superior a n — 1. En virtud de [39-1], 
dicho polinomio existe y es único: 

[39-2] Pato) = fla) 4% aa + LO 


a a 
e a SA (x —a)”. 


(x —a)? + 











Llamando T(x) al término complementario que hay que 
agregar a este polinomio para obtener f(x), se tiene la fórmula 
general de TAYLOR: 
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[39-3] f(x) = Po(x) + T.(x) = 


f'(a E 
= f(a) + (e—a) t o EO aa)" Tola). 
Los polinomios P,(x) aproximan a f(x) en la vecindad de 
£ =q, tanto mejor cuanto mayor sea n (ver figura 120), y el 
término complementario T,(x), que pronto estudiaremos, da el 
error de aproximación. 
NOTAS: 1. Cuando f(x) es ya un polinomio de grado n [39-3] se 


reduce a [39-1], siendo T.(x)=0. Por eso la identidad [39-1] suele lla- 
marse fórmula de TAYLOR para polinomios. 


2. Tomando la identidad [39-1] como punto de partida, TAYLOR lo- 
gró generalizarla para las funciones indefinidamente derivables, desarro- 
llándolas en serie, como veremos en $ 44; pero es mejor expresar la fun- 
ción (como hicieron después D'ALEMBERT y LAGRANGE), en la forma [39-3], 
que no exige sino un número finito de derivadas. La fórmula de TAYLOR 
ha sido tan pródiga en consecuencias importantes, que constituye el nú- 
cleo fundamental de todo el Análisis matemático durante el siglo XIX. 


3. Los polinomios [39-2] tienen la siguiente propiedad, de gran im- 
portancia práctica: para pasar de P.(x) a P...(x) basta agregar un tér- 
mino, sin modificar los coeficientes de log anteriores. 

3. Diversas formas del término complementario. — a) 
Forma infinitesimal. — HIPÓTESIS: Existe f™ (a) finita. 

El término complementario es: 

f' (a) 
! 


[39-4] TD, (0) = f) — f) — 


EL aan, i 
que se anula para x =a, lo mismo que sus derivadas hasta la 
de orden n inclusive; luego (§ 38-6, bs), llamando h = x — a: 
[39-5] Ta(x) = o(h”). 

En muchas cuestiones (concavidad, inflexiones, contactos) 
es suficiente esta expresión, es decir, basta saber que al dete- 
ner el desarrollo en la potencia h”, el término complementario 
es infinitésimo respecto de ella. Por otra parte, un desarrollo 
de esta forma permite definir derivadas sucesivas generaliza- 
das (nota 1). 

b) Forma de LAGRANGE. — Impongamos ahora a f(x) la 
condición más restrictiva de que en un entorno de x =q sea 
f™ (x) continua y que exista f“ (x) como derivada única 
($ 30-5). Tomemos un x=a+h en él. Entonces [39-3] se 
transforma en: 








(1 — 4) — 


[39-6] fath) =f) EO nE eg 
f™ (a) a 
ho HELA m H Tu 


siendo (para a y h fijos) T, una constante. Vamos a demos- 
trar que puede dársele la siguiénte forma, atribuída a LA- 
GRANGE: 
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f% (a+ 0h) 
39-7 n P — a hm 
[39-7] T mF] h=! (0<08<1). 
Para ello, pongamos b =a + h y consideremos la función de t: 
f(t) £™ (t) 


139-8] 04 ODA HM 


que es continua y toma el mismo valor f(b)=f(a+ h), para t=a y 
t= b. En virtud del teorema de RoLLE ($ 35-2), su derivada, que existe 
«n virtud de las hipótesis hechas y es: i 


139-9] EMP 
n! 


n Th n+l 
2 (b—t) + iy (0 — 3%, 


(bt) — 2 (141) (0 +)" 


su anula en un punto intermedio ¿ —a +0 h, de donde resulta [39-7]. 





Volviendo a la notación de [39-83], tendremos el término de 
LAGRANGE en la forma 
f (MD (E) 


[39-10] Ta (x) = mF)! (x—a)"", 

que da a T,(x) la misma estructura de los términos del poli- 
nomio P,(x), con la sola modificación de tomar la derivada en 
el punto é¿, que depende de x y de n. 


NOTA 1. Cuando en la hipótesis b) se supone que f'""''(a) es finita, 
el polinomio P.(«w) tiene con la curva un contacto de orden no menor que 
n ($ 38-6, b.), pero éste puede ser mayor, como en el caso de la figura 
120, donde los polinomios son de grado impar y los contactos son de or- 
den par, y por eso las curvas se atraviesan. 


c) Otras formas. — Si se modifica la función [39-8], reem- 
plazando en el último término n+1 por p (0<p<n+1), el 
razonamiento anterior puede repetirse mutatis mutandis, y se 
llega a la forma de T,, llamada de SCHLÓMILCH: 

(n+1) 
[39-11] Ta = Lea A h” (1 2 0) mP, 
n! p 
y en particular para p = 1 se tiene la forma de CAUCHY: 


[39-12] Di ER h (1 — 0)”. 


NorTA 2. En cl Cálculo integral (8 51-5,c) veremos otra expresión del 
término complementario (llamada forma integral), donde no aparece nin- 
gún número desconocido. Obsérvese que para una función dada, en [39-3] 
f(x) y Pa(x) están bien determinados, por lo que también lo está Tn(x), 
es decir, los “distintos” términos complementarios son sólo diferentes ex- 
presiones de una misma' cosa. 


4. Diversas expresiones de la fórmula de Taylor. — a) Si 


tomamos a = 0. en la fórmula de TAYLOR [39-3], adopta esta 
forma (impropiamente llamada fórmula de MAc - LAURIN) : 


[39-13] f(x) =£(0) + FO) P T EES 


f™ (0) j 
+ E x” + Ti: 
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Estando ¿ en [39-10] comprendido ahora entre 0 y x, pue- 
de ponerse ¿=0x (cumpliendo 9 la condición 0 <0 < 1), y 
T, tiene la expresión: 


(n+ 
[39-14] T, =E (02) 


=(n+1)! 


b) Si en la forma [39-6] de la fórmula de TAYLOR toma- 
mos para T, la forma de LAGRANGE [39-7], y ponemos luego 
a=x*, h=dx, aquella fórmula adopta la llamada forma dife- 
rencial: 


grr 


O A A E e 
d+ f (é) 
MFD 


siendo ahora ¿=x+0dx. Esta forma nos da la relación del 
incremento A Í con infinitésimos diferenciales. Para n =0 re- 
sulta como caso particular el teorema del incremento finito 
($ 35-1), También resulta, de [39-15], que el incremento es 
un infinitésimo equivalente a la primera diferencial no nula 
dividida por el factorial del índice. Esta forma diferencial es 
la más adecuada para la generalización a varias variables (cfr. 
$ 69 en Vol. 11). 


EJEMPLO 1. Desarrollo de na de f(x) = e. 








Las derivadas son topar e”, y para x —0 valen 1; luego: 
q" (m+ 10)! ! Ox 
e” =1+- 37 T +- HG +. -+ mi E yrn e a 
Tomemos el polinomio osculador P.(x) = 1 + SE + =7—7 > nm y veamos 


cuál es la magnitud del error cometido para x=0,1. El valor aproximado 
de e%.1 es P2(0,1) = 1,105; como el término complementario de LAGRANGE 
de orden 2 es: 


9 0 

$ y € E 1,2, 

una acotación del error cometido es la siguiente para |x| <O0,1: 
| Ta(=)] < e 1,2 = 0,0002, 


lo que nos indica que el valor do 1,105 tiene todas sus cifras 
exactas. 


T:(x) = ey? 





c) El ejemplo anterior nos muestra que aunque se desco- 
noce el valor exacto del término complementario, en los cálcu- 
los aproximados sólo interesa hallar una cota superior para el 
mismo, ya sea en un punto, ya sea en un intervalo. En este úl- 
timo caso, si la derivada f~» (x) se conserva en módulo menor 
que un número fijo K para todo x del intervalo, tendremos: 


E [pas 
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IJJEMPLO 2. Fórmulas de Mac-LAURIN, para f(x)=sen x y n=2, 4, 6. 
Por [38-3], los valores de la función y sus derivadas en x= Ó0 son: 





0, 1, 0, —1; 0, 1, 0, —1; ... Tendremos, entonces: 
a 
Para n=2: sen x= x — 31 cos 0g. 
Para n = 4: seng =g e A A cos 9 x 
o E 3! 5! ` 

í a* x? w n 

Para n=6ô: sen v = æ — -y gr yr S? o. 
los errores cometidos en cada caso al despreciar el término complementa- 
rio, tienen las cotas superiores |x|*/6, | x |*/120 y |x|"/7!=]|x/"/5040, 


la primera nos muestra que la diferencia entre el arco y su seno es me- 
nor que la sexta parte del cubo del arco, y da para arcos pequeños los 
siguientes límites de error: 


Arcos hasta 1? =0.017 «<0,000001 


z > 2° = 0,035 e< 0.00001 
» » 3° = 0,052 e< 0,00003 
»” ” 10° = 0,175 e < 0,001. 


» Para arcos mayores, el error va creciendo, como puede verse en la 
figura 120, si se observa la sinusoide y su tangente; pero si tomamos 
n = 4 tenemos: 

|æ | < 10° = 0,175 | T, | < 0,00076:5! = 0,000 001... 

|æ | < 45° = 0,785 | T,| < 0,0025 

BRooK TAYLOR (1685-1731), matemático, músico, pintor, pubiicó en 

1715 un folleto que con su centenar de páginas ha ejercido perdurable 
influjo en el desarrollo del Análisis, a pesar de la oscuridad de su estilo 





Fig. 120. — Aproximación de los polinomios sucesivos hacia y = sen gx. 


y de su impresión. En él está contenida la famosa fórmula que lleva su 
nombre, y también la que se designa como de Mac - LAURIN, a pesar de 
que este insigne geómetra la cita en su tratado (1742) como debida a 
TAYLOR. Ni uno ni otro se preocupan de la evaluación del término com- 
plementario o mantisa, 
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5. Desarrollos de las funciones elementales. — Dada la uti- 
lidad del desarrollo de TAYLOR para diversos problemas, con- 
viene tener reunidos los correspondientes a las funciones ele- 
mentales: 


a) Función exponencial y = e*. — Es ($ 39-4, ej. 1): 


A x q? q” gr 0x 

a x= APESTA A lá - 

e 
(0<09<1). 

b) Funciones circulares. — Recordando las derivadas su- 
cesivas de sen x y cos x ya obtenidas [38-383] y [38-4], resulta: 
[39-17] sens=2—3 + gr. + 

Dre, ED 
teI] a PER 
g? q? 
[39-18] cosg = 1 — -5r t-r oe t 
(— 1)" g 2k (= 1). Pan 
Eep. fran mra 
c) Función potencial y = x". — Como no es desarrollable 


en el origen (salvo en el caso de exponente natural), se adopta 
la función f(x)=(1+x)"”, para la cual: 


f£™ (0) = m(m— 1)... (m — k +1), 


y entonces el desarrollo con la forma infinitesimal [39-5] del 
término complementario es: 


[39-19] (1 + x)” =1+mu + 


m(m—1)...(m—n-+1) 
n! 


m (m — 1) 


5i a+...+ 


qe + o (2. 





+ 


EJEMPLOS (con n = 2): 


Vi+re=1 Pp + o(a*), 


1 3 
OZ == L — e y 2 
Vl+zo 1 23 g? o(2°), 

_ voo Ea 2 
Va t+x= a+ Ta” + o(x*), 


d) Función logarítmica. — El desarrollo [39-13] de Mac- 
LAURIN no puede aplicarse a In x, pero sí a f(x)= In (1 +g). 
Se tiene: 

f(0)=0; £W9 (0) =(— 1)(k—1)!; (k=1,2,...) 

y entonces: 
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39-2 y o ps i 
| 0 In (1+.) z > af > POE 1 


+ (—1)' = +0 (a). 


NOTA: Obsérvese que aplicar el desarrollo de Mac- LAURIN a 
(x) = In (1+x) es una forma equivalente y más cómoda de aplicar a 
in x el desarrollo [39-6] con a= 1. 


EJERCICIO: Probar que las funciones hiperbólicas shx y chx admi- 
ten desarrollos análogos a [39-17] y [39-18], pero más sencillos que ellos, 
porque todos los signos son +. 


6. Aplicación al cálculo de límites indeterminados. — El mé- 
todo más rápido y seguro para calcular límites de cocientes y 
productos en los casos de indeterminación, consiste en efectuar 
los desarrollos taylorianos de las funciones elementales que 
componen la expresión, utilizando la forma infinitesimal del 
término complementario, que no es preciso siquiera escribir. 


EJEMPLOS: Límite para £ —>0 de: 





Is 1 o, 

f f r—( v—n. ) — 9 — 
A A id 
“(1 —cos 3 .") > 9 a 9 y 27 

; 2 et 2 ` iwi 
ULE Sas i toto... Aad, 
1 — cos è e (0/8) —... 
cotgr.m G++) = ZA cos » => 1. 
EJERCICIOS 


1, Reconstruir un polinomio de segundo grado f(x), siendo f(0) = 2, 
f'(0) =f”(0) = 6. 

2. Obtener la fórmula del binomio de NewrToN ($ 12-1) aplicando la 
fórmula de TAYLOR a la función f(x) = x". 

3. Demostrar en detalle la fórmula de SCHLÖMILCH [39-11]. 

4. a) Desarrollar por la fórmula de TAYLOR la función f(x) = sen x 
en el entorno de 7/6. b) Calcular los tres primeros valores aproximados 
de sen 31% con todas las cifras exactas que puedan asegurarse (cap. V, 
nota IT, b). 

5. Desarrollar In(a + h) en a=10, y calcular ln 11 con 6 decimales, 
siendo ln 10 — 2,302 585 09. 

6. Obsérvese que los términos complementarios de [39-17] y [39-18] 
son infinitésimos de órdenes 2k+1 y 2k-+2, respectivamente. Probar 
que pueden reemplazarse, respectivamente, por: 


DR og o; DETA 
Ea (2% +2)! 





cos 0 x; cos 0x. 
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7. Desarrollos de MAC-LAURIN de a” y sen” x. 

8. Hallar los polinomios osculadores de cuarto grado para Vu +u* 
y 1/V æ ++ z. 

9. Demostrar las acotaciones, válidas en el primer octante: 

æ — x’/6 < seng <x; x -+x?/3 < tge <x + r2. 
10. Calcular la parte principal del infinitésimo para x—>0: 
æ sen (sen x) — sen x. 

11. Límite para x > 0 de (2—2 cos x — x°)/ (tgx — sento). 

12. Límite para x—>0 de (a? — b*) /sen x. 

13. Límite para x—>1 de (x* —1)/In x. 

14, Determinar a y b, para que la función 

cos  — (14 ax)/(1+ ba) 

sea, para x —>0, infinitésima del mayor orden posible, y hallar éste. 

15. Dada la función y=ln” [(1— a?)/%*], infinitésima en v= 0, 
¿puede encontrarse un p > 0 suficientemente grande para que y = x'/P sea 
de orden inferior a ella en x—0*? Gráfica correspondiente. 


$ 40. APROXIMACIÓN LINEAL Y CUADRÁTICA 


1. Aproximación lineal. — El objeto principal de la fórmula 
de TAYLOR es, como hemos visto, expresar aproximadamente las 
funciones en forma de polinomio de grado prefijado. El error 
viene dado por un término complementario, cuyo valor es des- 
conocido; pero si se sabe entre qué límites se conserva la deri- 
vada (n +1) -ésima, se puede acotar dicho término complemen- 
tario ($ 39-4, c), sabiendo así el grado de aproximación logra- 
da con el polinomio de grado n. 

Limitemos el desarrollo de TAYLOR así: 


y =f(a) + hf (a) + ¿h*f"(£). 
Si tomamos solamente los dos términos primeros, tenemos 
una aproximación lineal: 


y =1f(a) +hf'(a), osea: y = f(a) + (x—a)f'(a), 
que representa ($ 31-1) la tangente en el punto A(a,f(a)). 


NoTA: En las ciencias físicas se presentan funciones empíricas, da- 
das por experiencias, que conviene representar analíticamente, esto es, 
por fórmulas, para inducir la marcha de los fenómenos análogos. Tal su- 
cede, por ejemplo, con las deformaciones producidas en los ensayos a la 
tracción, de varillas metálicas, donde se observa que la gráfica tiene un 
trazo sensiblemente rectilíneo, que revela la proporcionalidad entre los 
esfuerzos y las dilataciones dentro del límite de elasticidad. Es la ley de 
HooKE. Pero esta proporcionalidad es sólo aproximada; y si bien suele 
ser suficiente para predecir la cuantía de la dilatación, hay casos en que 
la deformación crece más rápidamente que los esfuerzos. La función lineal 
no es entonces suficiente para expresar la ley de deformación, por lo cual 
hay que agregarle un término cuadrático, y aun de tercer grado. 

Lo mismo sucede con la fórmula de dilatación de varillas por el calor. 

Según la fórmula de TAYLOR, es suficiente la aproximación lineal en 
un intervalo mayor o menor, según que la derivada segunda sea menor 
o mayor. 


EJERCICIO: Utilizando la aproximación lineal, hallar un valor apro- 
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ximado de tg 46”, acotar el error, y comparar con una tabla de tangentes 
naturales (1° = 0,01745 en medida radial). 


2. Discusión general de la concavidad e inflexiones. — Los resultados 
(8 33-9) sobre el sentido de la concavidad y los puntos de inflexión se 
pueden reencontrar y completar estudiando el error de la aproximación 
lineal. En efecto, ésta nos da la tangente, y su error mide la diferencia 
de ordenadas entre la curva: y la tangente. 

Para estudiar su signo conviene escribir el desarrollo en la forma 
(39-3, a), que sólo supone la existencia de f” (a) finita: 


y =Í(a+h) = fla) + hf (a) + 2 Pf” (a) + olk) = 
= f(a) + hf’ (a) + 3 k [f (a) + ô], 
siendo ô infinitésimo para k —> 0. 

Si es f“"(a)>0 es T,=2R*[f"(a)+ 8] >0 a uno y a otro lado del 
punto en un cierto enterno, la curva se conserva en él por encima de la 
tangente, y la concavidad se dirige hacia las y positivas ($ 33-9). 

Si es f” (a)< 0, y por lo tanto T: < 0 en un cierto entorno, la curva 
queda debajo de la tangente y la concavidad se dirige hacia las y nega- 
tivas. 

Si T, tiene signos distintos a ambos lados del punto, la curva queda 
atravesada por la tangente y el punto se llama (§ 33-9) de inflexión. 
Condición necesaria pero no suficiente para tal cambio de signo es 
f"(a)=0. En este caso, nada puede asegurarse a priori respecto. del 
signo del término complementario que da la posición de la curva con re- 
lación a la tangente cuando no es fácil estudiar el cambio de signo. Ex- 
tenderemos el desarrollo de TAYLOR hasta llegar a una derivada f™ (x) 
que no se anule en el punto considerado; si es f'"'(a) finita, tendremos 
por $ 39-3, a, siendo $ infinitésimo para h —>0 


E [£" (a) a 8]. 





y = f(a) + hf (a) + 7 

El error o diferencia de ordenadas entre la curva v la recta tangente 
viene expresado por el término de grado n, el cual cambia o no de signo 
en el entorno de a, según que sea n impar o par. 

En el primer caso, la curva queda atravesada por la tangente, y A 
es un punto de inflexión; en el segundo caso, la curva queda a un lado 
de la tangente (en un cierto entorno del punto), por encima o por de- 
bajo de ella, según sea f'"” (a) 2 0, es decir, el signo + corresponde a la 
concavidad hacia las y positivas, y el signo — expresa la concavidad ha- 
cia las y negativas. Luego: 

La curva presenta una inflexión en el punto A, o queda en un cierto 
entorno a un mismo lado de la tangente, según que la primera derivada 
no nula de orden superior al primero, sea de orden impar o par. En este 
último caso, la concavidad de la curva se dirige hacia las y positivas 0 
negativas, según que el signo de dicha derivada, no nula, sea + ó —. 


3. Discusión general de los. máximos y mínimos relativos. — 
Otra aplicación interesante de la fórmula de TAYLOR es la dis- 
cusión general de los máximos y mínimos relativos de una fun- 
ción, cuando ésta admite derivadas sucesivas finitas en un in- 
tervalo. 

Hemos demostrado que es condición necesaria para que la 
función derivable f(x) tenga un máximo o un mínimo relativo 
en el punto a, que sea f'(a) = 0. Cumplida esta condición, sea 
fm (x) la primera derivada que no se anula para x = a; su- 
puesta finita, como corolario del apartado anterior resulta: 
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Si n es impar, existe inflexión, y por lo tanto no hay ni 
máximo ni mínimo. 

Sin es par y £" (a) > 0, hay concavidad hacia y > 0, es 
decir, las ordenadas son en un entorno mayores que f(a); lue- 
go, existe mínimo; si f'" (a) < 0, hay concavidad hacia y < 0, 
es decir, las ordenadas son menores que f(a); luego, existe 
máximo. Resumen: 

La condición necesaria y suficiente para que una función 
derivable sucesivamente en un punto a, tenga en él un máximo 
o un mínimo, es que la primera derivada que no se anule para 
x = sea de orden par; si esta derivada se hace negativa (po- 
sitiva) para x =a, el valor es máximo (minimo), respectiva- 
mente. 


EJEMPLO: Calculemos los máximos y mínimos de la función 
e? an e? ES 2 x 


f(z) = ZA, 


x 
Desarrollando el numerador de la función dada, resulta: 








x 3 


2 


y, por lo tanto: 


x 
3 








(1+2 + + Eeth T)ar Ton 


f(x) == + o... 


luego, en el punto =0 tiene un minimo, pues la primera derivada se 
anula y la segunda es positiva. 
NoTA: En general, si el desarrollo de Mac - LAURIN es: 
f(x) =ax" +... 
hay máximo en el punto x =0, sin es par y a <0; 
19 mínimo 99 »” »”» » o» o» »”, »” a > 0; 
» Inflexión ,, Ss i »  » Impar. 


4. Resolución aproximada de ecuaciones. — a) Regla de 
NEWTON. — Hemos visto ($ 26-3) cómo el proceso de demos- 
tración del teorema de BOLZANO ($ 26-2) permite aproximar 
las raíces de la ecuación 
[40-1] f(x) = 0, 
conociendo un intervalo de continuidad de f(x) en cuyos extre- 
mos ésta tenga signos opuestos, 

Si además f(x) admite derivadas hasta un cierto orden, la 
aproximación puede mejorarse más rápidamente si se utiliza 
la fórmula de TAYLOR, que al dar aproximaciones de f(x) me- 
diante polinomios, permite sustituir la ecuación algebraica o 
trascendente [40-1] por otra algebraica entera de más fácil re- 
solución, y cuyas raíces serán valores aproximados de las raí- 
ces de [40-1], con un error que se puede acotar. 

Sea Í(x)= 0 una ecuación cuyo primer miembro admite de- 
rivada segunda; si a es un valor aproximado de una raíz dle 
esta ecuación, es decir. si existe una raíz e y sólo una en (a, b) 
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o (bh, 4), y ponemos «a = a + x’, aplicando el desarrollo de TAY- 
LOR al intervalo (a, a), la ecuación puede escribirse así: 

40-27 f(a) =f(0) +. (4) + 3 37.f" (£) = 

donde la nueva incógnita «x es el incremento que debe asignar- 
se al valor a, para tener exactamente la raíz a = a + a”. Adop- 
timos la forma de LAGRANGE (X 39-3, b), que supone la conti- 
nuidad de f” (x) y la existencia de f” (x) en todo el intervalo 
de extremos « y a, que es fijo, no siendo suficiente, por lo tan- 
to, la forma infinitesimal del término complementario (X 39- 


3, a) 

Naturalmente, la ecuación [40-2] no podemos resolverla, por 
desconocer el término de segundo grado; pero si prescindimos 
de él y tomamos como expresión aproximada de la función el 
polinomio de primer grado, la ecuación lineal 


[40-3] fla) +e. fla) =0 das y. — HN 
f (a) 
mientras que el valor exacto satisface a la relación: 
f(a) f” (£) 
40-4 Poi a AAA L r2 n 
o "OY A 


NoTA: Cuando la derivada sesunda está acotada en el intervalo con- 
siderado, y se conoce un númeró ) al cual se conserva inferior en valor 
absoluto, el error cometido al tomar [40-3] como término de corrección 
del valor a es: 


n P") Ek 
[40-5] 21 (a) < 2 f'(a) ’ 
llamando la la longitud del intervalo, o sea: l =b — a. 

Si, por ejemplo, el intervalo (a,b) es (4,071, 4,072), y la derivada 
segunda se conserva inferior a 10, siendo f'(a)= 1/15, el error cometido 
con la regla de NEWTON será menor que 0,000001 x 10 X 7,5 < 0,0001, y 
por lo tanto, obtendremos exactamente la cifra de las diezmilésimas *, 

Al calcular el término de corrección [40-3], será inútil, pues, obtener 
más citras que las indicadas por la fórmula [40-5], puesto que en general 
serán inexactas. 








b) Representación geométrica. — La sustitución x = a + x’ 
equivale, geométricamente, a tomar como origen de abscisas el 
punto a; la ecuación 

a 


[40-6] = f(a) + q f'(a) + 1? — 


representa, pues, la curva referida a este as y la ecuación 
[40-2] representa sus intersecciones con el eje x. 

En cambio, la ecuación simplificada 
[40-7] ; y = f(a) + x' . f'(a) 
representa una recta que es la tangente en el punto de absct- 
sa Q. 

La regla de NEWTON para obtener un valor de la raíz a, 


* Es extraño que alguros autores den como norma «general que con la regla de 
NAWTON se obtiene doble número de cifras exactas, de las que tiene el primer valor a. 
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más aproximado que el valor dado a, equivale, por lo tanto, a 
sustituir la curva por su tangente en el punto de abscisa a. 

c) Regla perfeccionada de FOURIER. — El examen de la 
fórmula [40-4], donde las derivadas 1? y 2% pueden tener va- 
lores cualesquiera, o la simple inspección de la figura 121, mues- 
tra claramente que el nuevo valor a, = a + x’ puede ser menos 
aproximado que el a al verdadero valor de la raíz. 

Para tener la garantía de que se mejora la aproximación 
aplicando la regla de NEWTON, procederemos así: 

Suponemos que f” (x) no se anula en el intervalo, y por lo 
tanto, que tiene el mismo signo en a y b; en cambio, f(a) y 
f(b) tienen signos contrarios; luego, hay un extremo, y uno 
solo, tal que f(x) y f” (x) tienen el mismo signo; pues bien, 
elegimos ese punto, y agregándole el término complementario 
de NEWTON, tenemos una mejor aproximación, como se obser- 
va en la figura 121, donde se han puesto los cuatro casos po- 
sibles, y en todos ellos queda a, entre el valor de partida y el 
de a, es decir, más aproximado al valor de la raíz buscada. 





Fig. 121. 


En efecto, llamando a al extremo en que f(x) y f”(x) tienen igual 
signo, los dos términos de [40-4] tienen igual signo; si ambos son posi- 
tivos, resulta: a < tı <La; y sì ambos son negativos, a > a, > 2; luego, 
en ambos casos nos hemos aproximado hacia el valor «. 


Partiendo del nuevo valor a, = a + x,, aplicaremos de nue- 
vo la regla de NEWTON y obtendremos un nuevo término de co- 
rrección : 

f(a) 

f (a,) A 

que nos da otro valor aproximado: do = 4, + Xz. Así siguiendo, 
tenemos, en general: 


f (an) 

[40 8] Ln+l f (an). , 

Puesto que la sucesión a;, do, 43, ... es monótona, pero aco- 
tada, tiene un límite a. Si en la relación [40-8] tomamos lími- 
tes para n> 0, como f(x) y f'(x) son funciones continuas 
y, además, %,.: > 0, resulta: f(a)= 0, y como en el intervalo 
sólo existe, por hipótesis, la raíz a, debe ser «' = «a. 

El valor exacto de la raíz a aparece, pues, dado por la fór- 
mula: 





Ta = — 


osea: f(a,) = — Zan Ê (an). 
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a = lim a, : o bien: 
110-9] n—> o 
a = Qa + ti + t + £a +... Hint.. 


EJEMPLO: Como aplicación notable del método anterior, vamos a ha 
linw la menor raíz positiva de la ecuación trascendente 
| 40-10] tg x= x<w. 

En $ 26-3 hemos obtenido como primera aproximación: 

257° 27 < x’ < 257° 28', e < 1” = 0,00029 ... < 0,001; 

v como i 
sen x’ 
cos? g’ 2, 
partiremos del valor 257° 28’, poniendo x'= 257” 28' + x”; teniendo en 
enenta que el error [40-5] es, aproximadamente, en valor absoluto: 


f” (x) — 2 














a (E) m seng. cos*a E 
2 Pla) — cos’ E . sen?a. < 10 x < 0,000001, 
podremos calcular seis cifras decimales exactas en la corrección: 
180° = 3,141593 0,004683 > 
17° = 1,343903 ETE = — 0,000231 = — 47 
== esoo a = 4.493640 = 257° 28' 
_tg 257° 28' = 4,498323 0 = 4,493409 = 257° 27 18” 
f (257° 28°) = 0,004683 1 ) n 
f’ (257“ 28') = 20,23... (*) (e< 10° (e< 1”) 


e ii ¿Qué puede ocurrir cuando f”(x) cambia de signo en 
a, 


d) Regula falsi, — Así como la regla de NEWTON equivale 
a sustituir la curva por su 
tangente en un punto, mu- 
chas veces conviene más sus- 
tituir (como hicimos en el 
S 35-5 para calcular valores 
intermedios) el arco de cur- 
va comprendido entre las 
abscisas a, b por la cueraa 
que une sus extremos. Esta 
simplificación para calcular 
las raíces suele llamarse mé- 
todo de partes proporcionales, o regula falsi. 

Si es b, el punto del intervalo en que la cuerda corta al 
eje, tenemos la proporción siguiente (fig. 122): 


[40-11] f(b)—0 _ f(b)—f(a) 


b — b, b —a A 
de donde: 
b—a af(b)— bí(a) 


[40-12] 0000) O lay 





Fig. 122. 





* Puesto que sólo podemos calcular tres cifras significativas del cociente, bastará to-. 
mar cuatro en el dividendo y en el divisor. 
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Como la derivada f” (x) no se anula en (a,b), el arco está 
comprendido en el ángulo de la cuerda y la tangente en un 
extremo; porque si atravesara a una u otra, por el teorema 
del valor medio tendría dos tangentes paralelas, y en un punto 
intermedio sería f”(¿)=0. : 

El punto «a en que el arco corta al eje está, pues, compren- 
dido entre el a, de intersección de la tangente, dado por la 
regla de NEWTON, y el b,, intersección de la cuerda, dado por 
la regula falsi; es decir, el a, mejora la aproximación del ex- 
tremo a, en que f y f” tienen igual signo; el b, sustituye al 
extremo b, en que f y f” tienen signo contrario, y se verifica : 


0a<a<a<bi<b ; o bien: a> a. `>a>b >b 


> e) Método mixto. — La combinación del método de NEWTON con el 
de partes proporcionales permite obtener una segunda sucesión de valores 
aproximados a la raíz, pero en sentido opuesto que los a,; por lo tanto, 
da un límite del error cometido. 

Elegido el extremo a, en el que f(x) tiene igual signo que f” (x), y 
sustituído por el valor a,, dado por la regla de NEWTON, podemos reem- 
plazar el otro extremo b por el valor dado por la regula falsi, y obtene- 
mos un nuevo intervalo (a,, b,) con iguales propiedades que el (a, b), a 
saber: en él hay una raíz de f(x), y sólo una; en el extremo a; tiene 
f(x) el mismo signo que f”(x), y signo contrario en b,. 

Aplicando reiteradamente el mismo proceso, obtenemos las sucesiones 
G1, Ar, ..., Di, ba, ..., que se aproximan al valor æ en sentidos opuestos. 

La primera tiene, por [40-9], el límite a, y también la segunda, de- 
finida por recurrencia por: 

Cn f(b.) — bn f (an) 
f(b,)—f (an) 

En efecto, puesto que la sucesión {ba} es monótona, tiene límite £, y 
tomando límites para n—> œœ, en la relación ba [£(b,)— f(a.)] = 
= 4 f(b,)— brf(a,), resulta Bf(8)=af(8B); luego, es 1(B)=0, ó bien 
a=f, y en ambos casos debe ser B=«. 


[40-131 Brin = 





5. Parábola osculatriz. — Estudiada ya la aproximación li- 
neal, o sea la posición de la curva respecto de su tangente, y 
algunas de sus múltiples consecuencias, pasemos a la obtenida 
con el polinomio osculador de TAYLOR de segundo grado. Obte- 
nemos la curva: 

[40-14] y = P2(x) = f(a) + (2—a) £'(a) + 4 (z—a)?1"(a), 
que es la parábola osculatriz, entre las de eje paralelo al y 
($ 38-8, c) y tiene con la curva y = f(x) un contacto por lo me- 
nos de orden 2 en el punto a, si existe f” (a) finita, pues la di- 
ferencia de ordenadas es, por § 839-3, a, poniendo x —a = hk: 
1 
To = y h f” (a) + olh) = -57h P” (a) + 8], 
siendo $ infinitésimo para h=>0. Esta diferencia de ordena- 
das tiene un cero de orden 3 y equivalencia potencial, si f” (x) 
es finita y no nula en x=a, y entonces f(x)— P2(x) cambia 
de signo al pasar k de negativo a positivo. Es decir: la pará- 
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bola atraviesa a la curva en el punto de contacto, a no ser que 
el contacto sea superior, por anularse la derivada 3?, Tal ocu- 


rre en x = 0 con y =+ Vy 1— x? (semicircunferencia) y con 
y = cos x, como puede verse a partir de [39-18]. 

_ Esta parábola tiene el eje paralelo al y; al cambiar los ejes 
coordenados, la parábola varía, y por esto se prefiere la circun- 
ferencia osculatriz o círculo osculador, que en el punto dado 
tiene un contacto poz lo menos de orden 2 con la curva dada; 
es decir, que tiene comunes con la función f(x) las derivadas 
1* y 2% en dicho punto, el que, como veremos ($ 40-6), queda 
así determinado. 


EJERCICIOS: 1. Como aproximación de la catenaria y = 3 (e° + e°), 
obtener la parábola osculatriz en el punto más bajo (w«=0, y=1). 

2. Ídem la parábola osculatriz en el punto (a, b). 

3. Determinar la parábola osculatriz de la curva y =e* en el punto 
r= l. 


NoTA: Si f”(a)=0, la aproximación lineal coincide con la cuadrá- 
tica, y la “parábola osculatriz” [40-14] se reduce a una recta (recta tan- 
gente), como ocurre en y = sen x para x=0 (fig. 120). Como en el caso 
general, esta “parábola” atraviesa la curva, y x=a es entonces punto 
F e adi a no ser que el contacto sea superior y de orden impar 
($ 40-2). 


6. Circunferencia osculatriz.—Una circunferencia arbitraria, 
[40-15] (2—a)? + (y — B)? = p*, 
queda univocamente determinada dando los valores de y, y”, y” 


en un punto cualquiera de ella. En efecto, derivando los dos 
miembros de la ecuación 


(y— 8)? = pP? — (x—a)”, 
que son funciones de x, se obtienen las relaciones: 


(y—B) y = — (2—a) 


(y—B) y” + y” =—1, 
de donde: 
pa O, AE 
[40-16] y — B = — y” , — a=] y” , 


relaciones que determinan las coordenadas («, 8) del -ntro. 
Sustituyendo en la ecuación dada, resulta el radio, cui. cua- 


drado es: 
1 2 12213 
[40-17] P = Ca 


Estas tres fórmulas, [40-16] y [40-17], resuelven el pro- 
blema. 

Dada una curva y = f(x), los valores f(a), f'(a), £” (a) en 
un punto cualquiera determinan, como hemos visto (§ 40-5), 
una parábola de eje paralelo al y, que tiene un contacto por 
lo menos de orden 2 con la curva si existe f” (a) finita. Aná- 
logamente, entre las infinitas circunferencias tangentes a la 
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curva en dicho punto, hay una sola que tiene con la curva un 
contacto por lo menos de orden 2, y es entonces ($ 38-8, c), la 
circunferencia osculatriz o círculo osculador. 

En efecto, tomando como elementos determinativos de la 
circunferencia los mismos valores y, y”, y”, que en dicho punto 
tiene la función dada, según exige la condición de contacto por 
lo menos de orden 2, las fórmulas [40-16] y [40-17] determi- 
nan el centro y el radio. Este último se llama radio de curva- 
tura ($ 55). 


Si la curva viene dada en forma paramétrica, x=x(t), y=y(t), 
convendrá transformar la fórmula anterior. No siendo ya œ variable in- 
dependiente, se tendrá: 








[40-18] y = dy/dzx 
dy = [dx.d'y — dy .d*x]: dx? 
de donde: 
lay — a 

[40-19] y” = de EY iy Ta 
y sustituyendo resulta: 

2 2 2 ra "2 5 
[40-20] o = AO AA 

x. dy — dy. d’ x P 


representando por a, y las derivadas segundas respecto de t. 


NOTAS: 1. Como en el caso de la parábola osculatriz, también la cir- 
cunferencia osculatviz atraviesa a la cuvva en el punto de contacto, a no 
ser que este contacto sea de orden mayor que 2 e impar ($ 40-2). Tal 
ocurre en =0 con y= cosx, como se ve por simples consideraciones 
geométricas de simetría. 

2. Si f"(a) =0, carece de sentido la expresión [40-17], pero (cfr. 
$ 40-5, nota) podemos considerar como “circunferencia osculatriz de radio 
infinito” a la recta tangente. 

3. Una generalización del concepto de circunferencia osculatriz pue- 
de verse en nota I, c). 


EJERCICIOS 


1. Mínimo de y = (x — a)? + (x—azy)? + ... + (% —an)?. 

2. a) Discutir los máximos, mínimos y puntos de inflexión de y = x° + 
+px+qaq. b) Utilizar los resultados para discutir la naturaleza de las 
raíces de la ecuación x? + pæ + q= 0 (§ 19-3, b). 

3. Comportamiento en x = 0 de las funciones: 

f(x) = V a? +at—a; glx) =cos2x—e”*”, 

4. Sabiendo que V 2 está comprendida entre 1,41 y 1,42, hallar nue- 
vas cotas con una aplicación de la regla de NEWTON. 

5. a) Probar que la ecuación lg x= l1/%x tiene una sola raíz real; 
b) aproximarla, a partir de 2,506 < x < 2,507, con una sola aplicación de 
la regla de NEWTON-FOURIER, y acotar el error. 

6. Calcular la raíz positiva de x* + 6x—8=0 con cinco cifras exac- 
tas (cap. V, nota IT, b) 

: 7. Hallar la menor raíz positiva de tgx =æ (§ 40-4, ejemplo), por 
el método de partes proporcionales combinado con el de NEWTON. 
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8, a) En el método mixto, aplicando el teorema del incremento finito 
ni intervalo (an, 4n+:1), demostrar que no sólo convergen los números a, ha- 
vla a, es decir, a =a + gi + x: + ... + £r + ..., sino que esta convergen- 
vin «es muy rápida, pues %n+1/%, > 0; b) probar lo mismo para la sucesión 


ho, bo, e... Onp +. 


Y. Demostrar que la sucesión de valores obtenidos al aplicar reiterada- 
mento la regula falsi (sin combinar con la de NEWTON), converge también 
hacian la raíz; pero la razón de un término al anterior en la sucesión de 
esrrecciones tiene un límite distinto de cero, 


10. Expresar y representar conjuntamente con f(x) = sen x, sus dos 


elimeros polinomios osculadores P,(x) (recta tangente), y Pz(x) (parábola 
mnnculatriz), para x = 7/6 (cfr. ej. 4 de $ 39). 


11. Calcular el radio de curvatura de la catenaria 
y =ach v/a = 34 (e/* + e7/*), 


$ 41. RESOLUCIÓN NUMÉRICA GENERAL DE 
ECUACIONES ALGEBRAICAS 


1. Función general de variable compleja. — a) Hemos visto 
($ 18-1) que una ecuación algebraica de grado n en una incóg- 
nita z tiene siempre solución en el campo complejo, y que sus 
raíces, distintas o coincidentes, son en dicho campo precisa- 
mente n ($ 18-2). Por esto el estudio de la resolución alge- 
braica es más sencillo y natural en el campo complejo, lo que 
haremos dando breves nociones previas de función cómopleja de 
variable compleja ($ 23-8, cdi 

Una tal función: 


[41-1] w = w(2), 


establece una correspondencia entre los planos complejos (fig. 


123) de las variables z = x + iy y w =u+ iv, equivalente al 
par de correspondencias reales: 


[41-2] u=u(x,y), v=v(x, y). 
y V 
wW 
x 0 
Zo i 
A I 
i i 
Ae 
plano Z X pang Ww u 
Fig. 123. 


Las definiciones de límite, continuidad, infinitésimos e in- 
finitos son análogas a las vistas en el campo real. 
a1) Así es: 
lim w(2) = 10, para 2 > Z» 
si para cada « > 0 existe un número 8 = (e) > 0 tal que: 
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| w(2) — wo | <e para 0<|z—2%|<8. 


Lo dicho en $ 24-1 se traslada aquí, con obvias modificacio- 
nes, llamando entorno de un punto wo a un círculo con centro 
en él, y entorno reducido de un punto zo, al conjunto obtenido 
al suprimir dicho punto de un entorno de él. 


42) La función w(z) es continua en zp si es 
[41-3] lim w(2) =w(z0) para 2> Zo. 
De otro modo, si 


Wo = Un + i Vo, CON Uo = U(Zo, Yo), Vo = V (£o, Yo) , Zo = Zo F i Yo, 
la [41-3] es equivalente a: 


+ V (u — w)? + (v — vo)? <e, 


es decir: 


[41-4] |u(z, y)— ulto Yy) | <E y V(r, Y) — (Yu Yu) | <e 
para 
+ V (— ra)? + (Yy — Yu)? < 8. 


Las condiciones [41-1] establecen que las funciones [41-2] 
SOn Continuas en (Xu, Ya), (cfr. $ 65 en Vol. 11). Recíprocamen- 
te, por ser | 0 — Uy << u— ii + v— vi, de las [41-4] se 
deduce [41-3], es decir: la condición necesaria y suficiente: para 
que la función w(2) sea continua en el punto Zn es que lo sean 
en este punto las dos funciones componentes ula, y) y v(x, y). 


EJEMPLO 1. El módulo |2|=+ V a? + y! es función real de variable 
compleja, continua en todo el plano z. El valor principal ($ 9-4, b) del 
argumento Argz es función real de variable compleja z, continua en todo 
el plano z, incluso en los puntos del semieje positivo æ œ> 0, pero discon- 
tinua en los puntos del semieje negativo, incluído el origen: x S 0. 


4) Si w(z) es una función continua de z, y el punto z describe una 
curva plana ($ 29-2), definida por dos funciones continuas: 


[41-5] =xX(t),  y=y(Ít) 

de la variable real t, como su punto homólogo en el plano w, está deter- 
minado por las coordenadas [41-2], dando las funciones compuestas: 
[41-6] u=u[x(t), y(t)] =p(t), v=v[x(t), y(t)] =y(t); 

por demostración análoga a la del teorema final del $ 25-7, quedan las 


[41-6] funciones continuas de t, es decir, el punto w describe también una 
curva plana. 


a,) La función racional entera (§ 23-7): 
[41-7] w = 002 +02 +... Fani? + Un, 


de variable compleja z, con coeficientes reales o complejos, es 
continua en todo el plano z. En efecto, para cualquier valor 
complejo z fijo, consideremos un incremento complejo h, y para 
calcular w(z-+ h), podemos aplicar (§ 12-1) la potencia del 
binomio (z+ h)”, (v=1, 2, ..., n), dando: 

W(2+hR) — w(2) = bih + bah? +... + brih! + brh’, 
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donde b, = do, con b,, ba, ..., bn-, dependientes de z, pero no 
do h. Sim =máx. (| b,|, | b2l, ..., | bn |), basta tomar |h | < 
8B=e/(nmMm>+ e), para que: 
I\wlz+ h) — w(z)| S ((bil + |b| +... + [bn D. |h] <s, 
como queríamos demostrar. 
as) Se dice que w(z) es un infinitésimo para 2> 2o, si 
lim w(z)=0 para z — Zo, mientras que w(2) es un infinito 
para 2> Zo si para cada H > 0 existe un ¿ = 8(H) > 0 tal que 
|w(z)] > H para 0< |z—z| <8. 


b) La definición de derivada es también la misma: 
w (Zo + h)— W (2o) 
h 


y la función se llama derivable o monógena en el punto zo, si 
este límite existe y es finito. En el campo real ($ 30-2), el lí- 
mite de la razón incremental k/h debe ser único, tanto si h es 
positivo como negativo, es decir, si xy +h tiende a xo por la 
derecha o por la izquierda. En el campo complejo hay no dos, 
sino infinitos caminos para tender a un punto zo, y es preciso 
que el cociente de incrementos Aw :Az tenga el mismo límite 
para Az> 0, cualquiera sea el camino elegido; cuando tal su- 
cede, ese límite único w’ es la derivada [41-8]. 


EJEMPLO 2. Para derivar la función w=**, el mismo cálculo hecho 


[41-8] w(z0) = 20% = lim para h> 0, 


para variables reales ($ 30-2, ej.) sirve aqui: 
Aw <= (2 +42) — 2 =22,42 + (Az) 
y como el cociente A w: Az se compone del sumando fijo 2z y el sumando 
infinitésimo Az, tiene como límite 22 para Az —> 0. 
Por lo tanto: la derivada de z° es 2z. 
Análogamente, la derivada de 2" es n2"** (n natural). 


DEF.: Las funciones que para cada punto z de una cierta 
región * tienen derivada, se llaman analíticas. 

El teorema capital (CAUCHY) de la teoría de funciones de 
variable compleja es la identificación de este concepto :con el 
del mismo nombre dado (§ 23-8) a las expresables por una se- 


00 
rie de potencias 3 a, 2”. (Cfr. $ 114 en vol. 111). 
n=0 - 

Son analíticas todas las funciones elementales, y también 
las compuestas con ellas, pues las reglas de derivación de su- 
mas, diferencias, productos, cocientes, funciones de función, ete., 
conservan su validez en el campo complejo, como se observa 
repasando sus demostraciones. 

EJERCICIO: Comprobar que w=z, w=|z|, w=R(z), w= I(2), 
w = Arg z son ejemplos de funciones continuas no derivables en el cam- 
po complejo. 





* En el vol. III (8 114) precisaremos la locución “cierta región”, viendo que ésta 
debe contener todo un entorno de cada uno de sus puntos y puede obtenerse por “prolon- 
gación” (intuitivamente ensanchamiento) de uno cualquiera de estos entornos. 
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c) La interpretación geométrica de la derivada en el cam- 
po complejo es importantísima, tanto para la teoría como para 
las aplicaciones. Si w= w(2) es monógena en el punto Zo, y 





Fig. 124. 


la derivada es w’ = rọ, (r0), como el módulo y el argu- 
mento son funciones continuas, es: 
lim 


Az 


Para |[A2|>0 y ArgAzma, si z tiende a 2. según una 
curva (fig. 124) cuya semitangente en zo forma el ángulo a 
con el semieje + x, es 


Arg A w = Arg Az + Arg 








= |w |=r; lim Arg 7 = Árg w =p. 


Aw 
Az 
es decir, el punto w describe una curva con semitangente en 
Wo, de inclinación a =«+e. Si 2> zo según otra curva con 
semitangente en zo de inclinación £, la homóloga tiene inclina- 
ción 6" =8+pg4. 

Restando resulta: 8" —« =P — a; luego: 

El ángulo de dos curvas que pasan por zo es igual al de las 
homólogas en el punto wo. 

Dicho brevemente: la correspondencia es isogonal en los 
puntos de derivada no nula. 





>a+e; 


Aw r ; 
Como |-| — r independientemente del argumento, resul- 


ta que las longitudes de los vectores homólogos tienen razón 
que se aproxima indefinidamente a r. Dos triángulos homólo- 
gos (Zos Zi, Z2) Y (Wo, Wi, W2) son, pues, sensiblemente seme- 
jantes, y por lo tanto, se conserva la forma de las figuras in- 
finitesimales. Por esto se dice que la correspondencia o trans- 
formación o representación efectuada por la función monóge- 
na es conforme directa en todo punto donde la derivada no 
es nula. 
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NNJEMPLO 3. En la correspondencia w= z* son rectos los ángulos que 
forman en cada plano las curvas homólogas de las rectas paralelas a los 
njon en el otro plano. 

Consideremos el punto 2 = 1 +7; su homólogo es w = 2 i; la derivada 
valo en él 2(1 + 2), cuyo argumento es 7: 4; luego, el haz de tangentes 
a Ins curvas homólogas de las trazadas por aquel punto se deduce de él 
x«irando 45” en sentido positivo. 


2. Raíces múltiples. Reducción de la ecuación y continuidad 
de las raíces. — 4) Mediante la descomposición factorial ($ 18- 
2), la definición que hemos dado de raíz múltiple de una ecua- 
vion algebraica [18-1] de grado n es ésta: 

Se dice que € es raíz múltiple de orden p, si se verifica: 
141-9] f(z) = (2—£)”p(z), 
riendo p(2) un polinomio de grado n — p, que no se anula para 
e =(f. La fórmula [41-9] es análoga a la [38-20], y como en 
«l campo complejo un producto se deriva por la misma regla 
que en el campo real ($ 41-1, b), se obtendrá también 


f(z) = p(z —¿)”™ p(2) + (z — ¿)’ p (z) = 
= (z — £)” [pp(2) + (2—£)p (2)1 , 


tomando el corchete el valor py(£) +0 para z = £, es decir £ 
es raíz múltiple de orden p— 1 de la derivada f'(z), y por lo 
tanto: 


La condición necesaria y suficiente para que un número £ 
sea raíz múltiple de orden p del polinomio f(z), es que anule 
a este polinomio y a sus p — 1 primeras derivadas, pero no a 
la siguiente, es decir, el orden de un cero £ es el índice de la 
primera derivada que no se anula en ?. 


b) Descomposición de la derivada logarítmica en fraccio- 
nes simples. — Se llama así a la siguiente: 
f' (2) 1 1 1 
(ANAIDI f (2) pea aa Z — én ’ 
obtenida por derivación de la descomposición factorial [18-5]. 
En [41-10] pueden agruparse las p fracciones que correspon- 
den a una raíz p-ple, resultando el numerador p en vez de 1. 
Por lo tanto, si f(x) es un polinomio de coeficientes reales, 
subsistirá el teorema de § 38-7, c, es decir: 

TEOR.: Al pasar la variable real x en sentido creciente por 
una raíz real ¿ de orden cualquiera de la ecuación algebraica 
f(x) =0 de coeficientes reales, la fracción f'(x)/f(x) pasa de 
— œ Qa + o. El cociente inverso f (x)/f' (x) es continuo en é, 
donde se anula pasando de negativo a positivo. 





c) Veamos ahora cómo, sólo mediante operaciones de derivación y di- 
visión, podemos reducir el problema de hallar las raíces de una ecuación 
algebraica f(z)= 0, al de ecuaciones más sencillas, que tengan sólo raí- 
ces simples. 

En la descomposición factorial [18-5] agrupemos todos los factores 
correspondientes a raíces simples, y llamemos f.(z) a su producto; agru- 
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pemos igualmente los factores correspondientes a raíces dobles, sin tomar 
en cuenta el exponente 2, y llamemos f.(2) a su producto; sea fs(z) el 
producto de los binomios que representan raíces triples, etc. Así, podemos 
escribir la descomposición factorial en la forma: 


[41-11] (2) = fa(z) .[5(97*. [MDF ... 
La derivada tendrá la forma 
[41-12] F(z) = fa(z) . [f£i(2)]" ... (2), 
donde p(z) no tiene raíces comunes con fi(z), fa(z), ..., es decir, es 


prima con ellas. 
El m.c.d. de f(z) y f'(z) ($ 17-b, c) es: 
[41-13] D(z) = m.c.d. [£(z), £'(2)] = fa(z) . [fn(z)]" ..., 
es decir, tiene las raíces [41-11], con sus órdenes de multiplicidad dismi- 
nuídos en una unidad. Análogamente será: 
[41-14] Dı(z) = m.c.d. [Diz), D'(2)] = fs(z) . [£.(2)]" ..., etc. 


De [41-11], [41-13], [42-14], ... deducimos, por división de cada dos 
consecutivas: 





f 

Ha = f1(2) . fi(2) . falz) ... 
[41-15] D(z) 

Dilz) = fa (2) $ fə(z) swa 
y volviendo a dividir cada dos igualdades consecutivas [41-15] habremos 
obtenido los polinomios f:ı(z), fa(z), ..., con lo cual la resolución com- 
pleta de la ecuación f(z)=0 se reduce a la de las ecuaciones: 
[41-16] fi(2)=0, fa(2)=0, fs(z)=0, ..., 


que tienen todas sus raíces simples. O bien anulando la primera [41-15] 
se obtiene una ecuación con todas las raíces de la ecuación dada y sólo 
ellas, pero todas simples. Obsérvese que si f(z) tiene coeficientes racio- 
nales, los coeficientes de las [41-16] serán también racionales ($ 41-4). 
Sin embargo, este laborioso proceso no se tiene en cuenta en el método 
práctico de GRÁFFE ($ 41-12) para resolver ecuaciones numéricas. 

d) Continuidad de las raíces de una ecuación algebraica. — Compa- 
remos ahora la ecuación [18-1] con esta otra: 
[41-17] F(z) = Aoz" + Arz? 4 Asi? ... + An=0, 
y sea f una raíz de ésta. Efectuando el cambio de variable: Z==2-—-£, 
resultan nuevas ecuaciones ($ 39-1): 


Fl) =F04+Z2 042 AO 
£” (t) 
21 


0, 


[41-18] f(z) = (0) + ZË) +r +.: +47=0. 


Pero sì í es raíz múltiple de orden p de F(z), es: 
F($)=0, F'(2)=0, ..., FP ()=0; 
y como los polinomios análogos f(£), £'(£), ..., £*"(5) sólo difieren de 
éstos en que tienen los coeficientes a. en vez de los A,, tomando suficien- 
temente próximos los coeficientes variables a, a los coeficientes fijos A,, 
estos números f(%), £'($), ..., £”"(£) se harán tan pequeños como se 
quiera ($ 41-1, as), y por lo tanto, la ecuación [41-18] tendrá p raíces 
menores que e ($ 18-2), o sea, la ecuación [18-1] tendrá p raíces que 
diferirán de f en menos de e. 

Si en el plano complejo representamos los coeficientes fijos A,, que- 
dan así determinados entornos de cierta amplitud $, tales que todas las 
ecuaciones cuyos coeficientes a, estén comprendidos en tales entornos, tie- 
nen p raíces en el entorno prefijado de f. 

¿Habrá más de p raíces de [18-1] contenidas en dicho entorno de 
amplitud e? Si asignamos un entorno análogo a cada una de las raíces 
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le [41-17], quedarán así determinados diversos números, ôn $, ...; y 
elegido el menor de todos, que llamaremos $, resulta que toda ecuación 
"uyos coeficientes estén comprendidos en los respectivos entornos de am- 
plitud $, en el entorno de cada raíz de [41-17] tiene por lo meños tantas 
aíces como indique su multiplicidad; pero como el número total de raí- 
von eB n, y la suma de órdenes de multiplicidad es también n, resulta que 
eu cada entorno de una raíz quedan incluídas precisamente tantas como 
mdique su orden de multiplicidad. 


S1 convenimos en llamar a una ecuación límite de otra cuando sus 
vooficientes son respectivamente los límites de los coeficientes de ésta, po- 
lemos enunciar brevemente la continuidad de las raíces diciendo: las rat- 
nas de la ecuación límite son los límites de las raíces de la ecuación va- 
riable, o también: las raíces de una ecuación son funciones continuas (cfr. 
vol. II, § 65-3) de los coeficientes. 


Si los coeficientes son polinomios de una o más variables, resultan, 
pues, n funciones uniformes: Z» Z% ..., Z„ de estas variables indepen- 
lentes, y estas n funciones forman una sola función multiforme de tales 
variables ($ 23-3). Tal es la definición más general de función algebraica 
($ 23-8), de cualquier número de variables, 


3. Búsqueda de las raíces reales. Acotación de las raíces. — 
a) Dada una ecuación de coeficientes reales: 


[41-19] AS ES A A an = O, 
para calcular sus raíces reales conviene ante todo «acotarlas, 


esto es, determinar los números entre los cuales están compren- 
didas todas las raíces reales de la ecuación. 


Lograda esta acotación de las raíces, el problema siguiente 
es separarlas, es decir, determinar ciertos intervalos en cada 
uno de los cuales esté comprendida una raíz y sólo una, y final- 
mente aproximarlas tanto como se quiera. 


Más aún, los tres problemas que entraña la resolución de 
una ecuación numérica, a saber: determinación del número de 
raíces, separación de éstas, y cálculo de ellas con error menor 
que un número dado, quedan reducidos a resolver este proble- 
ma único: 


PROBLEMA FUNDAMENTAL: Determinar el número de raíces 
de una ecuación contenidas en un intervalo dado (a, b). 


En efecto, resuelto este problema mediante un criterio ge- 
neral, basta aplicar éste al intervalo total (— L, L) que com- 
prende todas las raíces, y tendremos el número de éstas; sub- 
dividido suficientemente este intervalo, y aplicando el mismo 
criterio a los intervalos parciales, llegaremos a separarlas: y 
cuando la amplitud de estos intervalos sea menor que el núme- 
ro prefijado e, las tendremos calculadas con error menor que e. 


Nos ocuparemos ahora de la acotación de las raíces para 
abordar luego el problema fundamental ($ 41-7 a 9), pero si la 
ecuación es de coeficientes racionales aplicaremos antes los mé- 
todos de $ 41-4 para hallar las raíces racionales si existen, con 
el propósito de rebajar el grado de la ecuación, simplificando así 
los cálculos posteriores. 
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b) Suelen acotarse separadamente las raíces positivas y 
las negativas, calculando dos números positivos, l y L, llama- 
dos cota inferior y cota superior de las raíces positivas, entre 
los que estén comprendidos éstas y otros dos números negati- 
vos, llamados cota inferior y cota superior de las negativas, 
entre las cuales quedan todas las raíces negativas de la ecuación. 

Basta dar una regla para determinar la cota superior L de 
las positivas; en efecto, poniendo x = 1/y, la ecuación: 
[41-20] An Y" F aniy t e tt ayto 
tiene por cota superior el recíproco 1/l de la cota inferior l 


de las raíces positivas de [41-19]. Análogamente, poniendo 
x= — y, la ecuación 
[41-21] Qo y” — Ma y™ + az y — ... inl 
tiene por cota inferior A, y superior A, de sus raíces positivas, 
A < yp < A, las opuestas — A > %, > —A de las raíces nega- 
tivas, 1, = — y, de la ecuación [41-19]. 

c) Regla de LAGUERRE-THIBAULT: Si en la división de f(x) 
por x — L son positivos todos los coeficientes del cociente y tam- 
bién el resto, es L una cota superior de las raices de f(x) = 0. 


En efecto, por el teorema del resto ($ 16-5, b) es: 
[41-22] f(x) =f(L) + (x—L) (cox"? + ax?+... + Crax + Ca-1), 
y si damos a x valores mayores que L, resulta f(x*)> 0; luego, no hay 
raíces superiores a L. En la práctica se eligen valores enteros crecientes 
de L, aplicando en cada caso la regla de RUFFINI (§ 16-5), hasta que todos 
los coeficientes y el resto resulten positivos. 


d) Mejor resultado, aunque de aplicación más laboriosa, da 
la regla de acotación de NEWTON: 

Si el número L hace positivos a los polinomios f(x), f(x), 
f” (x), , f™ (2), es una cota superior de las raíces de f(x). 
Por lo tanto, si un número hace positivos a £™ (x), f®-} (x), 

pn (a), todo número mayor tiene igual propiedad. 

“La regla es consecuencia directa del desarrollo de TAYLOR 

(§ 39-1): 
f” o 


[41-23] f(x) = f(L) + (x—L) f(L) + (x —L)? 


¿am (L) 
nm! 





el 
+...+ (x—L)” 


, 
que muestra que en las hipótesis hechas, para x > L resulta 
f(x) >0. 

La segunda parte de la regla nos dice que hemos de empe- 
z0r los ensayos por 1“-D(x), e ir aumentando si es necesario 
el número, para hacer positivas las derivadas sucesivamente 
anteriores, 1-2 (2), £-3 (2), ..., hasta llegar a un número 
que haga positiva f(x); ésta es la cota buscada. Con ello, al 
aumentar cada vez el número ensayado, no es preciso compro- 
bar si hace positivas a las derivadas ya utilizadas. 
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Es interesante demostrar que la cota dada por la regla de LAGUERRE - 
THIBAULT es igual o mayor que la dada por la regla de NEWTON. Como 
corolario del teorema de ROLLE que veremos en $ 41-5, resulta también 
que en caso de que todas las raíces de la ecuación sean reales, la regla de 
NEWTON da, al ensayar enteros, la mínima cota superior entera. 


EJEMPLO: 
[41-24] f(x) = 3x* — 18 x° + 24x — 18x + 73, 


| f(e) = 2x — 9x + 8x — 3, 


1 ” NN 2 

19 Ple) =30—9%0 +4, 
1 var) ai 

36 f” (x) = 2x — 3. 


Desde x=2 es f” >0, pero f”(2)< 0; sustituyendo v = 3, resulta 
ésta positiva, pero todavía es f'(3)< 0; finalmente, para x =4 es 
E (0> 0, £(4) > 0; luego, L= 4, mientras que la regla de LAGUERRB da 


Aplicando a la transformada en 1/x la regla de LAGUERRE, resulta 
sin cálculo alguno la cota superior 1. La transformada en —«x tiene 
todos los términos positivos; luego, no hay raíces negativas en la pro- 
puesta. En resumen, todas las raíces de [41-24] son positivas y están 
comprendidas entre 1 y 4. 


e) En la demostración del teorema fundamental del álgebra ($ 18- 1) 
se ha determinado una cota superior, R, del módulo de todas las raíces 
complejas de una ecuación algebraica cualquiera [18-1], mediante la des- 
igualdad [18-2]. 

, He aquí otra regla de acotación de los ceros, válida también para las 
series: 

Si los coeficientes de la serie o polinomio 2a, z” cumplen la condi 
ción |an/a.|<k" (m=1,2,...), la función no tiene ceros de módulo 
inferior al número 1/(2k). ` 

En efecto, si es |z| < 1/(2k), resulta: 

| az + a? t.. H An Hael SE lal H lal Ho an He 


<læl (Hartt d +) = lal; 


luego, no puede alias la día 
Obsérvese que la cota 1/(2k) es la mayor que puede darse para to- 
das las. series o polinomios, pues la serie , 
1 — 2k2 


2 y2 A gy = 
1 — kz — kz — ... — kz ala EET 


tiene por raíz z = 1/ (2 k). 


4. Investigación de las raíces racionales de una ecuación de 
coeficientes racionales. — No hay regla general para investigar 
si una ecuación tiene raíces enteras o fraccionarias. Únicamen- 
te cuando los coeficientes son números racionales, una serie de 
tanteos metódicos permite decidir esta cuestión y calcular di- 
chas raíces racionales, si existen. 

Podemos suponer que los coeficientes racionales son ente- 
ros, pues en caso contrario se logra ésto multiplicándolos por 
el mínimo común múltiplo de los denominadores. 
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a) Dada por lo tanto la ecuación de E enteros: 
[41-25] do 2% + 0121 +... + Op-1 5 an [= O, 
vamos a dar previamente las elgulentes reglas de tanteo para 
hallar sus raíces enteras : 

a1) Se acotan las raíces por $ 41-38. 

az) Si f(0) y £(1) son impares, no hay raíces enteras *. 

as) En caso contrario se ensaya si los números + 1 y — 1 
satisfacen la ecuación, dividiendo por x — 1 y x+ 1, según la 
regla de RUFFINI, todas las veces posibles, y conservando los 
últimos residuos, f(1) y f(—1), cuando se llegue a división 
inexacta. 

as) Se calculan los divisores positivos y negativos del tér- 
mino constante a,, prescindiendo de los que no estén dentro de 
la acotación establecida antes. Se desechan aquellos divisores p 
de a, que no cumplan 


[41-26] f(1) = p—1; f(—1) = p+1. 

En efecto, pasando 4, al segundo miembro de [41-25], ve- 
mos que es necesario sea múltiplo de toda raíz entera de [41-25]; 
además, Si Co, C1, Co, ..., Cn-- son los coeficientes enteros cam- 
biados de signo, según'nos indica la regla de RUFFINI, al dividir 
f(x) por p — xv, suponiendo p raíz de [41-25], será: 

[41-27] f(x) = (p— zx) (Coz + cæ? +... + Cni), 
de donde, para x = + 1, se deduce la regla [41-26]. 

as) Para cada uno de los divisores restantes se ensaya que 

los números sucesivos: 





An Cn-1 F An- ata 
[41-28] Cn-1 = p » Cn-2 RE ees.) o= Ata, 


sean enteros y Co+4.=0, desechando el número ensayado 
apenas se llegue a una división inexacta; pero si se cumplen 
aquellas condiciones, el número ensayado es una ratz, los coefi- 
cientes -[41-28] son los de [41-27], yen el cociente, que es de 
grado inferior, se ensayan los restantes números p. 

En efecto, para calcular el cociente [41-27], conviene or- 
denar el polinomio según potencias ascendentes: 

An + Ani E Fant o H a a Haoa 
= (p—2). (Uni + Cn- +... H e a? + cog), 

de donde se deducen las fórmulas [41-28]. 


b) Para el cálculo de las raíces fraccionarias de [41-25], 
sea x = y/q la expresión irreducible de una de ellas, con lo que 
habrá de ser: 


[41-29] doy” + aq y™ +... Hani g™ y + ta = 0; 
y por la misma razón vista en la regla a,) debe ser: 





* Porque f(x) es entonces impar para todo x= entero, según “muestra el desarrollo de 
TAYLOR aplicado a f(0 + 2n) y a f(1+2nm). 
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| 11-30] w =l ; 0a=yYy. 
Por consiguiente, una ecuación de coeficientes enteros, cu- 


no primer coeficiente es la unidad, carece de raíces fracciona- 
rias. 


Como ao es múltiplo de todos los denominadores de las raí- 
ces fraccionarias, puede adoptarse q = o, y hallar los nume- 
radores desconocidos y como raíces enteras de la ecuación 
[41-29]. Sin embargo, las raíces fraccionarias pueden tener 
un m.c.m. de sus denominadores menor que do, y en este caso 
vonvendrá hallar el menor valor de q que en la ecuación [41-29] 
hace todos los coeficientes de las potencias de y divisibles por 
la, Pues entonces podrá tomarse para común denominador de 
todas las raíces fraccionarias dicho valor q, y dividiendo 
[41-29] por a,, las raíces enteras de la ecuación obtenida son 
los numeradores de las raíces fraccionarias de. la ecuación 
[41-25] dada. 

Se demuestra fácilmente que si y/g es forma irreducible de 
una raíz fraccionaria de [41-25], deben «.umplirse análoga- 
mente a [41-26] las siguientes condiciones: 


[41-31] f(1) = a—y; fí—1) =q+y 
que simplifican los tanteos a efectuar. 


EJEMPLO: Sea la ecuación 


5,4 x" — 4,5 x° — 113,55 x" -+ 227,825 x* -+ 13,95 x° — 132,325 x* — 
— 03x + 3,6 = 0, 


Multiplicando por 1000 todos los coeficientes, para hacerlos enteros, 
y suprimiendo el factor 25, resulta: 


216 x" — 180 x° — 4542 x" 4- 9113 x* + 558 x* — 5293 x* — 12% 4 140 = 0. 


El ensayo previo de los números +1 y —1 nos da este resultado: 


216 —180 —4542 +9113 +558 -—5293 —12 +4140, 
+1) 216 +36 -—4506 -+4607 +5165 —128 —140 (0, 
+1) 216 +252 —4254 -+353 +5518 +6390 (+5250, 
—1) 216 —180 -—4326 -+8933 —3768 -+3640 (—3780. 


Los divisores positivos de 140 son 1, 2, 4, 5, 10, 20, 7, 14, 28, 35, 
70, 140; los únicos que aumentados en 1 dividen a f (—1)= — 3780 = = 
=—2. B. 3*.7, y que disminuídos en 1 dividen a f(1)= 5250 =2.5*.3.7, 
son: positivos 2, 4, y negativos — 2, — 4, — 5. 

He aquí todos los ensayos necesarios, efectuando el cálculo de dere- 
cha a izquierda, como se indicó en (as): 


216 +36 —4506 +4607 +5165 —128 —140, 


e = +2) +216 +468 —3570 —2533 +99 +70, (0, 
æ = —2) +216 +36 —3642 +4751 —9502-+18806 
æ = —5) +216 —612 —510 +17 +14. (0, 
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La ecuación dada tiene, pues, como únicas raíces enteras +1, +2, 
— 5, y desprovista de ellas, queda reducida a esta más sencilla: 
[41-32] 216 zt — 612 x° — 510 x° + 17% + 14 = 0. 

Para calcular las raíces fraccionarias de [41-32], poniendo x= y/q, 
resulta la ecuación transformada 

22.3.y* — q.2*.3?,17.y* — q*.2.3.5.17.y4? + @.17.y + gt.14 = 0; 
y el menor valor posible de q que hace todos los coeficientes divisibles 
por 2.3”, es q =6; simplificada esta ecuación, resulta: 


yt — 17 y? —85y + 17y + 84 = 0; 


separadas las raíces y =1 é y =— 1, obtenemos: 
y — 17y — 84 = 0, 
cuyas dos raíces son y =— 4, y =21; luego, las raíces fraccionarias de 


la ecuación [41-32] son 1/6, — 1/6, — 2/3, 7/2, que junto con las tres 
enteras, + 1, + 2, — 5, antes halladas, dan las siete raíces de la ecuación 
propuesta. 


5. Teorema de Rolle. — El teorema de $ 41-2, b, conduce a 
una regla sencilla, y útil en muchos casos, de separación de raí- 
ces. Sean a y B dos raíces reales consecutivas de la ecuación de 
coeficientes reales: 

[41-33] f(x) =0, 

y tomemos 8 > 0 suficientemente pequeño como para que la 
función f'(x)/f(x) sea positiva en a + 3, y negativa en 6 — 8 
($ 41-2, b); como f(x) tiene igual signo en ambos puntos, pues 
a y B son raíces consecutivas ($ 26-2), f'(x) tendrá signos opues- 
tos en ellos, y por lo tanto, tendrá por lo menos una, y en ge- 
neral un número impar de raíces ($ 38-7, b),en (a +8; 8—-8), 
y por lo tanto, también en a < x < £, por ser è arbitrariamente 
pequeño. Esto es lo que expresa el teorema de ROLLE (gene- 
ralización para funciones racionales enteras del teorema visto 
en $ 35-2): ; 

Entre cada dos raices consecutivas de la ecuación de coefi- 
cientes reales f(x) =0 hay un número impar de ceros de su 
derivada f'(x), contando cada uno de ellos tantas veces como 
indique su orden de multiplicidad. 


COROLARIO: Entre dos raíces consecutivas de la derivada 
f'(x) hay a lo sumo una sola raíz de la función (cuya exis- 
tencia se decide por el teorema de BOLZANO, $ 26-2). Porque 
si hubiera dos, tendría f'(x) una raíz intermedia, y aquéllas 
no serían consecutivas, y si la eventual raíz de f(x) fuese múl- 
tiple, también lo sería de la derivada. Las raíces de f(x) que- 
dan así separadas por las de f’ (x) que por ser de menor grado 
se calcularán más fácilmente; el teorema es particularmente 
útil cuando todas las raíces de f'(x) son reales, pues si enton- 
ces también lo son las de f(x), existe forzosamente una en cada 
uno de los intervalos determinados por las primeras. 

(Obsérvese que para f(x) = x? + x +1 la ecuación f'(x) = 
= 2g + 1= 0 tiene raíz real, sin que f(x) tenga ceros reales). 
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EJBMPLOS: 1. Sea: 
f(x) = 1,8 æ" — 7,08 x° + 2,25% + 1, 
f’ (x) = 9x* — 21,24 æ + 2,25. 
Las raíces de la ecuación bicuadrada f'(*x)=0 son ($ 19-2, a): 


+ 2,2488... = + 11499...5 + v0,j1112... = = 0,333... 
y mustituídos los valores aproximados + 1,5 y + 1/3, obtenemos: 
Para —0, —3/2 —1/3, +1/3, +3/2, + œ 
al signo de f(x) es —, +, +, 


+, + 
det y f(x) tiene tres raíces, una en cada uno de los teralos 0 
12), (1/3, 3/2), (3/2, + 0%). 


2. Si en la ecuación anterior, el término independiente, en vez de 
sor +1 fuera — 1, los signos obtenidos serían: 
— +, us —y —y + 


y la ecuación tendría tres raíces, una en cada uno de los intervalos 
(— %, —3/2), (— 3/2, — 1/3), (3/2, + œ). 


Si el término independiente fuera 0,2, la ecuación tendría cinco raí- 
ces reales. 


3. Sea la ecuación 
e + 1,74% — 2,52% — 3,97 = 0. 


Las raíces de la derivada son aproximadamente ł y — 5/3. Susti- 
tuyendo en la ecuación dada los valores — 3, — 5/3, 3, 2, quedan sepa- 
radas las tres raíces, que son reales. 


6. Función racional de coeficientes reales: exceso algebraico. 
Sucesión de Sturm. — En este parágrafo anteponemos varias 
cuestiones cuya importancia en el problema de la resolución 
numérica de ecuaciones algebraicas se verá en los tres siguientes. 

a) Se dice que dos números reales no nulos, A y B, presen- 
tan permanencia, si son del mismo signo, y se dice que pre- 
sentan variación, si son de distinto signo. Dados varios núme- 
ros: A, B, ..., H, K, el número total de variaciones que ofre- 
cen los pares de números consecutivos, prescindiendo de los 
números nulos intermedios, se representa por V[A, B, ..., H, K]. 


EJEMPLO 1. V[—3, 7]=1; vV [— 3, 0, — 2] = 0; 
V [— 1, 0, — 3, 4/5, 0, — 7] = 2 


b) Sea la función racional, cociente de dos polinomios de 
coeficientes reales : 


_ fi (z) e bo a” + bi xml + via + Dn 

[41-34] u(z) = f(x) — ar +ar+... +0,” 
que es continua y derivable en todos los puntos que no anulan 
al denominador f(x*). Llamaremos infinitos de la función u (æ) 
en el campo real, a los valores de x que anulan al denominador 
f(x) sin anular al numerador f, (x). 

De los infinitos, solamente nos interesan aquellos en que 
u(x) cambia de signo, y supongamos que en el intervalo (a, b), 
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en cuyos extremos no se anula el denominador f(x) de u(z), 
ocurra que para: 


p valores pase u de — œ a +œ; 

q valores pase u de + œ a — œ; 
entonces llamaremos exceso algebraico E de la función u en el 
intervalo (a,b) a la diferencia: 
[41-35] Et ulz) = p— q. 


Los autores franceses llaman índice (algebraico) al exceso. 


y 





Fig. 125. 


EJEMPLO 2. Para la función 
— 2—4 i 
u(x) = aia (fig. 125) 
es E-u(x)=0; E-*u(x)= +1, no interesando el punto «w = 0. 
cı) Si el denominador es constante, es decir, u(x) es ente- 


ra, su exceso es nulo en cualquier intervalo. Si el denominador 
f(x) de [41-34] tiene r raíces, en (a, b), es: 


[41-36] —r<E'u=<sr. 
C2) Si la suma de dos fracciones de igual denominador es 


un polinomio (o una constante), la suma de sus excesos es nu- 
la; en efecto, si: 
fo(2) _ fı (x) 


[41-37] En 7 Q(z) — Ea)” 
] i 


donde Q(x) es un polinomio, ambas fracciones + y 


tienen los mismos infinitos con signos contrarios; de donde: 


[41-38] E + 











= 0, 
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cs) Demostremos ahora que la suma de los excesos en el 
Intervalo (a, b) de dos fracciones recíprocas: 


£,(2) f(x) 
tor YO =E 


os igual al número de variaciones perdidas por el par de poli- 
nomios f(x), fı(x) al pasar del valor x = a al x = b; es decir: 


141-39] B2- + Et = V [f(a), fi(a)] — 


— V [f (b), fı (b)] =z V. => Va 


designando abreviadamente por V, y Vs log términos del se- 
gundo miembro. 





u(x) = 


Consideremos todos los infinitos con cambio de signo en a < zx <b: 
veces de — 00 o; 
u(x) pasa |? AT pt 
q veces de + % a — %9; 
p' veces de — 0 a + 0; 


v(w) pasa | 


q” veces de + 0% a — oœ. 


v(-+) u(+) 





u(—) 





Fig. 126. Fig. 127. 


Como u(x) sólo puede cambiar de signo al pasar por œ ó por 0, y 
los ceros de u(x) son los infinitos de v(x), tendremos que en (a, b) los 
cambios de signo de u(x) serán: 

p+ p veces de — a +; 
u(x) pasa 
q +4q' veces de + a —. 

Examinemos aħora todos los casos posibles, según sean los signos de 

u(x) en a y b, observando que: 
si u(a)>œ> 0, es Va=0, ysi u(a)<0, es V.=1, 
y lo mismo para b. 


En el caso de la figura 126, u(x) ha de pasar una vez más de — a + 
que de +a—, y por lo tanto: 
p+4P=a+ +1; 
en el caso de la figura 127, por razón análoga a la anterior, 
p+p=a+qo—l; 
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u(+) u(+) 





u(—) u(—) 


Fig. 128. 


del mismo modo, en los casos de la figura 128, es: 
p+P=q++¿q. 
Si en todos los casos obtenemos V.a y Və, vemos que siempre se 


cumple 
(p—9) + (DP —q) = Vo — Vs, 
es decir, la igualdad [41-39], que queríamos demostrar. 


d) Las propiedades anteriores permiten calcular sencilla- 
f(x) 
mente el exceso algebraico de una fracción $ Fa)” con sólo apli- 


car al par f(x), f,(x) el algoritmo de RUC HAE del m. c.d. 
($ 17-3, e), pero teniendo cuidado de cambiar el signo a cada 
residuo, al tomarlo como nuevo divisor. Podemos suponer que 
el grado de f, es inferior al de f, pues de lo contrario, sepa- 
rando la parte entera de la fracción, el exceso es el mismo. En 
el algoritmo del m. c. d. de f, f,, llamemos fo fo... a los divi- 
sores sucesivos, obtenidos cambiando el signo a los residuos: 


Qı Qr|........ Qn-1 | Qn 
[41-40] f f, f: e... f.-2 fa-1 f, 
— f; | — f; — f, 0 


donde f, es una constante, o bien el m.c.d. D(x) de f(x) y 
fı (x). Si llamamos E al exceso buscado, E = E,? mE y tene- 


mos en cuenta la propiedad vista en [41-37], [41-38], podemos 
escribir: 


po fa. ol f 
T Q: fı , E, fi + E, f, A 0; 
fra fs o fi ppo f 
fy Q: P E, f, +E, Ea 0; 
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fa-2 E fa a b fa-2 b fa = z 
fa-1 z Qa- S fa-1 A Es fa- + Es fn- e 
fa-1 Ez . b Taj 
fa Ea Qa; E, fa E 0. 
Sumando por columnas las segundas igualdades a la 
fı 
pol = 
E, f E, 
y teniendo en cuenta [41-39], será: 
Ea (Es 4e E) 4+ O 
E E E fi A 
fa La-1 
b b = 
+ (E. fa- + E, f; ) 


= V[f(a), fı(a)] + Vif: (a), f2(a)] +...+ V [fa (a), fa (a) ] — 
—V[£ (b), fı(8)] — Vifi (b), f2 (b) ] —. ..— V Lfa-1 (b), fa (b) 1; 
es decir: 


[41-41] E fı 


f = Vit(a), f,(a), f2(a), nd f. (a) ] E 


— V[f(b), fı (b), f(b), s.. fa(b)], 
importante teorema que se enuncia así: 





fı (x) 
f(x) 
(a, b), es igual al número de variaciones perdidas por la suce- 
sión de polinomios (llamada sucesión de STURM) del algoritmo 
[41-40] : f(x), fi(x), fo(x), ... fa (2), 

al pasar del valor x = a al x = b, 





El exceso algebraico de la fracción , en el intervalo 


e) Veamos ahora las propiedades más interesantes de los 
polinomios de STURM: 


e) La identidad 
[41-42] fn-ı = Qh fn aE fns: , 


que liga a tres polinomios consecutivos, nos dice que si en un punto a 
se anulan dos consecutivos f.(a)= fiu(a)=0, se anularán también el 
anterior y el siguiente, es decir, resultarán todos los polinomios nulos 
en x=a, incluso f.(a) =1Í(a)=0; esto no es posible si f y fı son pri- 
mos entre sí, porque entonces fa en una constante que no puede anularse. 


es) Si f y fı son primos entre sí, y fn se anula en =a o en 
æ = b, los polinomios contiguos toman valores opuestos fn-1ı = — fnn, Y 
por lo tanto, cualquiera sea el signo de f, en la proximidad de dicho 
valor de x, la terna fu, fn, fan presenta una sola variación, lo mismo 
que el par fu-s, far, si prescindimos del valor nulo; llegamos al mismo 
resultado con esta regla, considerando el intervalo (a,b) que el (a +- ô, b) 
ó (a, b—5) ó (a +38, b— 58), en cuyos extremos no se anulan dichos 
polinomios, y Como por otra parte los excesos en esos intervalos son 
iguales si elegimos ê suficientemente pequeño, resulta: 
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La aplicación de la regla anterior al teorema [41-41] permite cal- 
cular el exceso, aunque algún polinomio intermedio se anule pora =—a 


2 


ó x =b, si f y fı son primos entre sí. 


es) En cada una de las divisiones efectuadas para obtener 
los polinomios f», fs, ... por el algoritmo [41-40], puede mul- 
tiplicarse o dividirse el dividendo o divisor por un número po- 
sitivo cualquiera, lo que sólo afecta al resto en un factor posi- 
tivo; en el teorema [41-41] sólo intervienen los signos y no 
los valores absolutos. Ésta es una observación importante, por- 
que para los coeficientes pueden tomarse valores aproximados, 
con dos o tres cifras exactas, plantear las divisiones en forma 
sintética (§ 16-4) y efectuar rápidamente las operaciones, me- 
diante la regla de cálculo, con un solo movimiento de la reglilla 


para cada división parcial, como veremos en el ejemplo de 
$ 41-7. 


EJEMPLO 3. Calcular el exceso de 





£,(w) = 2% —5 
f(x) 7 3x—6x—4 
en los intervalos determinados por los puntos —%, —1, 0, 2, 8. 
Designemos sintéticamente el polinomio f por sus coeficientes (3, 
— 6, —4) y efectuemos su división sintética por fı =(2, — 5): 
2f eodist AAA x 6 —12 — 8 
Bda ir os —6 +15 
3 — 8. 
Duplo del residuo anterior ........ 6 —16 
—3 fı ..o sa Loro. ...o..o.op........ —6 + 15 
A A O — 1. 


La sucesión de STURM y los signos que toma en los puntos — œ, 
—1, 0, 2, 3 con sus variaciones y excesos correspondientes son: 


—o0owo —1 0 2 3 

f 23262 —4.......... + + — — + 
A a — — e = + 
Tl aeee e s E aA + + + + + 
Variaciones .......... 2 2 1 1 0 
AAA a ARA 
ÉExces0S .....ooooo.o».»o. 1 1 i 

+o — (0 


Fig. 129. 


NoTA: Una aplicación interesante d.! cxceso algebraico es el cálculo 
del número de vueltas alrededor del orisen de una curva cerrada uni- 
cureal, esto es, una curva cuyas ecuacioues r1ramétricas 
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[ 41-48] x=X(t), y=Y(t) (a<t<b) 
nom funciones racionales, y que por ser cerrada la curva cumplen 
| 41-44] X(a)=X(b0); Y(a)=Y(b). 


Vemos (fig. 129) que por cada vuelta que la curva da alrededor del 
origen, atraviesa el eje de las x, haciendo que F = TO 
más de — œ© a + œ, que de -+ œ% a — œ , siempre que la curva no ten- 
«a puntos impropios ($ 37-6). Cfr. ejercicio 9 de $ 41. 


Por lo tanto, el número buscado, N, de vueltas será: 


X (1) 
Y(t) ` 





pase dos veces 





[41-45] N =į1 E’ 


7. El problema fundamental. Teorema de Sturm. — Volva- 
mos ahora al problema fundamental planteado en $ 41-3, a. 
Dada la ecuación algebraica de coeficientes reales 


[41-46] f(x) =0, 


y la derivada f’ (x) de su primer miembro, el teorema de $ 41-2, 
b, con la definición de exceso algebraico ($ 41-6, b), conduce al 
importante teorema de STURM (1829): 


El número r de raíces simples o múltiples de f(x) conteni- 
das en el intervalo a < x < b, en cuyos extremos suponemos 
no se anula f(x), es: 


[41-47] pa O 


f(x) ` 


En este cómputo, cada raíz múltiple queda contada una sola 
vez; así, si f(x) tiene entre a y b tres raíces confundidas en 
un punto, y además otra distinta, la fórmula [41-47] dará 
r=2. 

Para calcular el exceso [41-47], hay que aplicar el teore- 
ma [41-41]. Por lo tanto, haremos el cálculo del m. c.d. de f, 
f’ cambiando el signo de los restos, y teniendo en cuenta "as 
observaciones hechas en $ 41-6, €: 





Q Q: e..onono». Qr-1 Qa 
[41-48] f f Esla fa- | faa) fa 
— f; | — f; —f, 0 


Así, el número de raíces buscado será: 
[41-49] r = Vif (a), £'(a), f2(a), ..., fn(a)] — 
— VI£(b), f'(b), f2(b), ..., fa(b)]. 
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EJEMPLO: Veamos cómo, con la técnica de RUNGE, aplicada en 
$ 41-6, ejemplo 3, la separación de raíces de la complicada ecuación 


[41-50] f(x) = 7% — 547% 4 3,83 0? + 1,72% — 0,15 = 0, 


mediante el teorema de STURM, se efectúa en forma sencilla y practi. 
cable. 


Derivando, tendremos; 
f(x) = 35 x* — 16,4 x* + 6,66x + 1,72. 


Para efectuar la división sintética pondremos: 





f ..0.0009.0 + 7 0 >” 5,47 + 3,33 + 1,72 al 0,15 
== > Loa —7 0 +328 — 1,33 — 0,34 
— Dic ` 0 — 2,19 + 2,00 + 1,38 — 0,15 
obteniendo: 


fa (x) = 2,19 x? — 2x* — 1,88 x + 0,15. 
Para dividir f”: fo, le sumaremos al dividendo el divisor multiplicado por 
35 


2,19 
los coeficientes de fa con un solo movimiento de la reglilla de la regla de 


w, es decir, hallaremos una cuarta proporcional de cada uno de 


¿ j 3 
cálculo correspondiente a la razón a con ello obtenemos: 


2,19 
go feeen +35  0—164 + 666 +172 
=p e — 35 + 82 + 221 — 2,40 
+32 + 57 + 4,26 + 1,72 
a — 82 + 29,2 + 20,15 — 2,19 
2,19 
ie de + 34,9 + 24,41 — 0,47 


y por lo tanto: 
f(x) = — 34,9 x° — 24,41 x + 0,47. 


Dividiendo f: : f, tendremos: 


Dc + 2,119 — 2,00 — 1,88 + 0,15 
2,19 
349 Dro — 2,119 — 1,53 + 0,08 
— 3,53 — 1,35 + 0,15 
3.53 
— -349 doy ea + 3,553 + 2,47 — 0,05 
= fe aoa -+ 1,12 + 0,10. 


esto es: 
f(x) = — 1,12 x — 0,10. 
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Dividicndo finalmente f, : fı tendremos: 








ar E ts — 34,9 — 24,41 + 0,47 
a os ai + 34,9 + 3,12 
na — 21,29 + 0,47 
112 IN + 21,29 + 1,90 
a + 2,37 
os decir: 
fz = — 2,87. 


Obtenida ya la sucesión de STURM, hagamos mentalmente el cálculo 
dol exceso en.los intervalos dados por los puntos (— œ, 1, 0, +1, + œ), 
sogún indica el cuadro siguiente: 


—o, —1, 0, +1, +00 
f = 7x5 — 547%? + 383,383 x* + 1,72% — 015 — — — + + 
f = 85x*t — 16,4 x? + 6,66x + 1,72 ........ + + + + T 
fa = 2,19 x? — 2x? — 1,38% + 0,15 ........ — —, +, —, + 
fı = — 84,9 x? — 244lx + 0,47 ....ooooo... ch. _— 
fı = — 1,12% — 0,10 ....oooooooomcmoroso ee h, +h — — — 
A E ea a eE r.. = _ —_ _ —, — — 
Variaciones .....ss..... 4 4 2, 1, 1 

Excesos ...... pida LEA 0 2 1 0 
Como no existen raíces múltiples (f; = — 2,37 + 0), la ecuación[41-50] 


tiene tres raíces reales, de las 
cuales dos están en el intervalo 
(—1; 0) y la otra en el (0; +1). 
Como f(—1)<0, f(0)<0 y 
f(— 3) >0, las dos primeras (fig. 
130) quedan separadas por x= 
=— i ($ 26-2); en resumen, la 
ecuación [41-50] tiene dos raíces 
imaginarias conjugadas y tres 
reales situadas en los intervalos 
(—1; —3), (—3; 0), (0; 1); 
más adelante ($ 41-10) daremos Fig. 180. 
métodos para ir sucesivamente 

aproximando cada una de las tres raices reales. 





8. Teorema de Budan-Fourier. — De la desigualdad [41-36] 
y de la igualdad [41-47] deducimos que la suma de los excesos 
de dos funciones racionales de coeficientes reales y de igual 
denominador no puede ser negativa si en el numerador de una 
de ellas figura la derivada del denominador, ya que en ese caso 
el exceso alcanza su valor máximo posible, Por lo tanto, pode- 
mos establecer : 


562 X. FÓRMULA DE TAYLOR. ECUACIONES $ 41 -8 











[41-51] 
f 
b = 
E. F = Y 
BS + ES >0 $ a 
r f” r < (B f + E,’ - f’ ) + 
A 


f” f 
DoS b FE 
+ (E, f’ T E, f” | T 
(n-2 (n) de eo 
A A 


a f(n-1) 


(n-1) 
T 
f™ 


E, = 0 


= V[f(a), £'(a),f”(a), ..., 1 (a) ] — 
— V[f (bd), f’ (b), f” (b), ..., E™ (b)]. 


Obtenemos así, como límite superior del número de raíces 
en (a, b), el de variaciones perdidas, V,— V,, en la sucesión 
de derivadas al pasar del valor a al b. En la deducción de este 
teorema, como en el caso del de STURM, cada raíz cuenta como 
una unidad, prescindiendo de su orden de multiplicidad. 


Peio en este caso, veamos qué alteración sufren los signos de las de- 
rivadas cuando se sustituye una raíz múltiple por raíces sencillas, apli- 
cando un principio clásico de continuidad, debido a PONCELET; basta para 
ello, en la descomposición factorial, poner en vez del binomio (x— xa)” 
los binomios lineales: 


[41-52] (x —xı— e) (e—2—2€) ... (r—e—ko), 


obteniendo un polinomio cuyos coeficientes contienen el parámetro e y tie- 
nen como caso límite los del dado para e —> 0; lo mismo acontece para 
las derivadas, y tomando e suficientemente pequeño, los signos de las nue- 
vas sucesiones serán los mismos que los de las que intervienen en [41-51], 
es decir, el número de raíces de f(x)=0 en el intervalo (a,b), contada 
cada una tantas veces como indique su orden de multiplicidad, no supera 
tampoco V.(f,f”,f”,.. 10) — Walt, Esa de 


Hagamos notar que esta observación no es aplicable a la sucesión de 
STURM, porque allí la modificación [41-52] hace que la última división 
[41-48] deje de ser exacta, y por lo tanto, la sucesión de STURM modifi- 
cada queda prolongada, lo que hará aparecer nuevas variaciones. 


Otra observación interesante es la de que al ser f™ (æ) una cons- 
tante, y por lo tanto común el último término de ambas sucesiones V. y 
V», tendrán V. y Və la misma o distinta paridad, según tengan f(a), f(b) 
igual o distinto signo; de lo dicho en $ 38-7, b, el número de raíces, -con- 
tada cada una tantas veces como indique su orden de multiplicidad, es 
también par o impar, según que f(a) y f(b) tengan igual o distinto sig- 
no; comparando ambas observaciones: 


f(a) f(b)>0 da V.— V» par y número par de raíces en (a, b), 
f(a) f(b)<0 da V.— V» impar y número impar de raíces en (a,b). 
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Resulta que el número r de raíces vendrá dado por: 
41-63] r+2d= VAL 1,1... 10) Vat, 1, 1%, ..., 10), 


que expresa el siguiente importante teorema de BUDAN (1807) - 
I“OURIER (1831): 

El número de raíces de una ecuación de coeficientes reales 
comprendidas en un intervalo (a, b), contada cada una tantas 
veces como indique su orden de multiplicidad, no excede el nú- 
mero de variaciones perdidas por la sucesión f(x), (æ), ..., 
f(x), al pasar del valor a al valor b, y tiene la misma pari- 
dad que este número. 

Este teorema no nos da, como el de STURM, el número exacto 
de raíces distintas en (a,b), pero en cambio la sucesión de 
derivadas es mucho más fácil de obtener que la de STURM, y 
además toma en cuenta el orden de multiplicidad de las raíces. 


9. Teorema de Harriot-Descartes. — Si aplicamos el teorema 
de FOURIER al intervalo (0, b), es: 
[41-54] o = (Un, f (0)= = QAn-1, 
f” (0) = 2! an- .... 1 (0) = n! a0; 


y si tomamos a b suficientemente grande como para que el sig- 
no del polinomio sea el de su primer término respectivo, la su- 
cesión de derivadas tendrá los signos de: 


[41-55] %o, N Ao, N(N—1)ao, ..., N Ao, 


es decir, no presentará ninguna variación; por lo tanto, si r, 
designa el número de raíces positivas de la ecuación f(x)=0 
será: 

[41-56] Tp = Vo — 2, 

en que V, indica las variaciones de la sucesión [41-54]. La 
fórmula [41-56] expresa el teorema de HARRIOT (1631) - DEs- 
CARTES (1637), que tiene la ventaja de poder ser aplicado en 
forma inmediata: 

El número de raíces positivas, contada cada una tantas ve- 
ces como indique su orden de multiplicidad, no supera el nú- 
mero de variaciones que presenta la sucesión de coeficientes 
(supuestos todos reales), y ambos números tienen la misma pa- 
nidad. 

Así, en el ejemplo [41-50] de $ 41-7, el número de raíces positivas 
será 3 Ó 1; para obtener las negativas basta poner — x en vez de x, y 
los nuevos coeficientes tienen los signos — + +——; luego, la ecuación 


tiene dos raíces negativas o ninguna: el teorema de STURM permite re- 
solver estas dudas. 


10. Cálculo de las raíces irracionales de una ecuación de 
coeficientes reales. — Si la ecuación dada: 


[41-57] f(x) = ao ° + au grt -+ ... + p12+4,=0, 
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tiene sus coeficientes racionales, es conveniente ante todo ha- 
llar sus posibles raíces racionales (§ 41-4), y proceder a su 
supresión, mediante la división de f(x) por los binomios co- 
rrespondientes; la reducción del grado de la ecuación abrevia 
considerablemente los cálculos numéricos subsiguientes. 

Para aproximar una determinada raíz «, cuya existencia 
en un intervalo (a,b) se conoce por tener f(a) y f(b) signos 
contrarios (§ 26-2), aunque sin saber si es simple o múltiple, 
única en el intervalo o no,.es mejor proceder directamente a 
las sustituciones de valores intermedios entre a y b vistas al 
demostrar constructivamente el teorema de BOLZANO (§ 26-3), 
para obtener así el valor aproximado de la raíz buscada, con 
error menor que un e prefijado; si en el intervalo hay más 
de una raíz, desde el punto de vista de la resolución aproxi- 
mada deben ellas considerarse como iguales. 

Para las sucesivas sustituciones del teorema de BOLZANO 
conviene aplicar la regla de RUFFINI ($ 16-5), efectuando las 
multiplicaciones y adiciones mediante una máquina de calcu- 
lar o tablas aritméticas. 

Para evitar en la aplicación de la regla de RUFFINI el ma- 
nejo de muchas cifras al ir obteniendo nuevas cifras exactas, 
se considera como nueva incógnita la diferencia v’ = x — q, 
que se quiere determinar una vez hallado el valor aproximado 
a<a<a+10”, 

Ordenado [41-57] en potencias de (x— a): 

[41-58] 
f(x) = co (x — a)” + (2—a)"" +... + Cra (1 —) + Ca, 


log coeficientes Co, C1, ..., Cn-1, Cn de la ecuación transformada: 
[41-59] Co PH OR 7. F Cn- +C, =0, 

se hallarán así: Dividamos f(x) por x — a: 

[41-60] f(x) = [co(z—a)"" +... + Cr-1] (x—a) + Ca, 


y el residuo es c,; el cociente obtenido se vuelve a dividir por 
x— a, y el nuevo resto es C,-,; dividiendo el cociente por x—-<, 
el residuo es C,-2; etc. Esto es lo que constituye la regla de 
HORNER (1819): Para formar el polinomio transformado del 
[41-57] mediante la sustitución x= a+ x' se divide por z—a 
el polinomio [41-57] y cada uno de los cocientes sucesivos; los 
residuos sucesivamente obtenidos son los coeficientes del poli- 
nomio transformado [41-59], ordenado según las potencias as- 
cendentes de x*. 


Complemento indispensable de la regla de HORNER para 





* Un método basado en los mismos principios fue descubierto en el siglo XI por los 
matemáticos chinos. En 1247, CH'IN CHIU-SHAO resuelve —at + 763 200 :2—40 642 660 000=0 
por un proceso casi idéntico al método de HORNER. 
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hallar una nueva aproximación mediante la ecuación [41-59] 
un la aplicación de la regla de NEWTON ($ 40-4, a), que susti- 
tuía la curva que representa el primer miembro por su tangen- 
to; si se observa que en [41-59] la función de primer grado 
N= Cn- X F Cn es la tangente a dicha curva en x’ = 0, se ten- 
drá que para nueva aproximación a agregar al valor a, se in- 
tentará el valor: 


[41-61] Pa 
Cn-1 
1 cuyo error será menor que 8/c,-, si la suma de los términos 
de [41-59], de grado superior al primero, es menor que 3; esto 
permite casi siempre (cfr. nota al pie de $ 40-4, a) duplicar 
de una vez el número de cifras exactas, pues en cada caso prác- 
tico es fácil hallar rápidamente una cota muy baja para 3. 
La regla de HORNER da también el valor de las derivadas 
sucesivas: 


f(a) = cn; E (a) = cni; (a) =2! Cua; ...; LY (a) =N! co 
de f(x) en el punto a. 





EJEMPLO: Calculemos con error menor que 0,001 la raíz compren- 
dida entre 0 y 1 de la ecuación: 
[41-62] 7 x5 — 5,47 x° + 3,383 x° + 1,72 x — 0,15 = 0 
que es la [41-50], ya tratada en los §§ 41-7 y 41-9. Sustituyendo æ = 0,1, 
resulta: f (0,1) = 0,0499, a es f(0)= -0,15, la raíz está entre 0 y 
0, 


0,1 (a prever, por ser 3,72 < 0,1) y probablemente más próxima a 0,1 


que a 0. 
Ensayando los valores 0,06, 0,07, 0,08, resulta: 
£(0,06)<0, f(0,07)< 0,  f(0,08)> 0; 
pondremos, pues, x=0,07 + x', y aplicaremos el algoritmo de HORNER, 
para no tener que manejar cifras demasiado altas en la aplicación de la 
regla de RUFFINI, con la cual se han obtenido cada una de las líneas sub- 
siguientes: 


7 0 —5,470 -+3,330 -+1,720 —-0,150, 
7 0,49 —b5,436 -+2,949 -+1,926 (—0,015, 
7 0,98 —5,367 +2,575 (+2,107, 

7 1,47 —5,264 (+2,205, 

7 1,96 (—5,127, 

7 (2,45, 

(7. 


La ecuación transformada: 

[41-63] Tx + 2,4bx — 5,127 %"? + 2,2056 x"? + 2,107 x” — 0,015 = 0, 
tiene pues una sola raíz comprendida entre 0 y 0,01, correspondiente a 
la de [41-62], comprendida entre 0,07 y 0,08. Para hallar las milésimas 
vemos inmediatamente que los términos de [41-63] de grado superior al 
primero no superan ê =3.0,01° = 0,0003, y que basta, por lo tanto, resol- 
ver la ecuación de primer grado: 

[41-64] 2,107 x' — 0,015 = 0. 

cuya solución v’ = 0,00711... tiene un error menor que á ô, y dado que 
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es por exceso, podremos afirmar que w = 0,0771 es raíz de la ecuación 
[41-62] con todas sus cifras exactas. 

Obsérvese que en virtud de la regla de NEWTON, sólo era necesario 
calcular por el algoritmo de HORNER los dos coeficientes, Ca Y Cu-,, que 
entran en [41-64], ya que para los demás sólo interesan cotas aproxima- 
das, con qué evaluar $ 


NOTA: El método de LAGRANGE nos da la aproximación de la raíz en 
fracción continua (Cap. V, nota III), y es análogo al de HORNER; si la 


MN rd ia ; 1 
ecuación sólo tiene una raíz entre a y «4 + 1 se pone x=a+ I y la 


ecuación transformada tiene seguramente una raíz, y una sola, mayor 
que 1; por sustituciones se encuentran dos enteros consecutivos, b y b + 1, 
x 1 m 
que comprenden esta raiz, y se pone a” = b + — , obteniéndose otra 
x 
ecuación en +”, etc, 


Resultan así los pares siguientes, que con máxima aproximación ra- 
cional respecto a la sencillez de los términos de la fracción aproximante 
(Cap. V, nota ITI, c,) comprenden a la raíz buscada: 


(a, a+195(u +1 ++ fa +, a+—> r]; de 
b + — b + ——- 
c e+1 


11. Cálculo de las raíces complejas de una ecuación alge- 
braica. — a) Calculadas aproximadamente las raíces reales, si 
solamente hay un par de raíces imaginarias conjugadas, in- 
mediatamente quedan determinadas su suma y su producto 
($ 19-1,b,). La mitad de la suma es la parte real, y la raiz 
cuadrada del producto es el módulo, según indica [18-8]; la 
parte imaginaria se calcula fácilmente por el teorema de PI- 
TÁGORAS o trigonométricamente ($ 19-1,e). Ya se dijo en el 
capítulo IX, nota I, d) cómo se efectuaba la aplicación de las 
tablas de los logaritmos de sumas. 


EJEMPLO 1: Sea la ecuación 2*+22—1=0. 

Por la regla de DESCARTES ($ 41-9) no puede tencr más que una raíz 
real positiva; evidentemente, está comprendida entre 0 y 1 ($ 26-2). Como 
la ecuación carece de raíces negativas, las otras dos son imaginarias con- 
jugadas, y su parte real está comprendida entre 0 y — 3, pues al dividir 
por z—a, siendo 0 <a< 1, resulta — a como suma de las raíces. 

El simple examen de una tabla de cubos (Cap. VII, nota II, e) da 
inmediatamente, para la raíz real, 2, — 0,453; luego, la parte real de z: y 


zı vale — 0,226, y el módulo es r= + V 1: 0,453 = 1,673. 


b) Los valores 2=x-+1y que satisfacen a la ecuación 
f(2) = u(z, y) +1v(x, y) =0, 
están formados por los pares de valores reales (x,y) que sa- 
tisfacen al par de ecuaciones 
u(x, y) = 0, v(x, y) = 0. 

Cuando se logre resolver este sistema (§ 42-4), la ecuación 
quedará resuelta; y en todo caso cabe dibujar por puntos, 
aproximadamente, ambas curvas, teniendo así una idea de la 
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situación de las raíces, que vienen dadas como intersección 
de ambas curvas. 


EJEMPLO 2; Sea la ecuación 2*—42+1+=0, que da origen al sis- 
lema de ecuaciones reales: 

u = xt — 6 2# yY + y — 4d + 1=0, 
v = 4y — 4z y — 4y = 0. 

La ecuación v =0 da: y = 0, x? — x y? — 1 = 0, de las cuales la pri- 
mera reduce la u =0 a la ecuación x*-- 4%- l= 0, cuyas raíces reales 
os preciso calcular, problema previo al cálculo de las otras raíces, o sea 
do las imaginarias, las cuales vienen dadas por el sistema: 

yY = xæ — a”, — 4x3 + 1+x3*=0. a 

Como este trinomio es decreciente para x > 0, y pasa de + a —, re- 
sulta que esta ecuación tiene solamente dos raíces reales opuestas. Con 
una tabla corriente de recíproeos y de cuadrados (Cap. VII, nota II, e), 
resulta inmediatamente que x° está comprendido entre 0,760 y 0,761; lue- 
go, x = — 0,872, puesto que el valor positivo haría negativo x*— q”. 
Con la misma tabla de cuadrados, resulta así el único par de raíces ima- 
ginarias: z = — 0,872 + 1,381 1. 


c) Existen métodos de separación de raíces imaginarias análogos al 
de STURM para las raíces reales ($ 41-7), que pueden estudiarse en la 
42 edición del Algebra de J. REY PASTOR (citada en Cap. IV, nota III, 3). 


12. Introducción al método de Gráffe. —- Los métodos de 
resolución dados anteriormente son recomendables cuando só- 
lo interesa cierta raíz; pero el cálculo de todas resultaría ex- 
traordinariamente laborioso. 

El método de GRÁFFE difiere esencialmente de los anterio- 
res y no exige ningún examen previo de la ecuación, ni tanteos 
para la acotación de las raíces, ni investigación Gel número de 
raíces reales, ni separación de éstas, ni aproximaciones suce- 
sivas. Por lo contrario, dada una ecuación arbitraria de coe- 
ficientes reales o imaginarios, con sólo aplicarle repetidamen- 
te una sencillísima regla práctica, en que únicamente intervie- 
nen las operaciohes aritméticas elementales, quedan determi- 
nadas simultáneamente todas las raíces de la ecuación, tanto 
reales como imaginarias, con aproximación más que suficien- 
te; y ésta puede todavía mejorarse si se aplica la regla de 
NEWTON ($ 41-10) a los valores así calculados. 

La idea fundamental del método reside en que en virtud 
de las relaciones [18-9] obtenidas en el $ 18-2, y que ligan las 
raíces y los coeficientes de una ecuación, si una raíz predomi- 
na de tal modo sobre las demás que éstas son despreciables 
respecto de ella dentro de un cierto grado de aproximación, el 
valor de ésta viene dado aproximadamente por — 41/40; 


01 
A Li + La + .. oo.» + In» 
0 2 AA2A2>n- 
Despreciables 


Análogamente, el producto de las dos raíces mayores es 
aproximadamente a./a7: 
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ra = MINUTE E Y Lo-1 Tn, 
Despreciables 
y así sucesivamente. 

Dada una ecuación cualquiera de raíces desiguales, por 
muy próximas que estén unas de otras, si formamos la ecua- 
ción cuyas raíces sean las potencias y de aquéllas, el cociente, 
x,»/x;, de dos cualesquiera de ellas, tales que |x;|<|x;), llegará 


esté 


j 
a 1; es decir, será x;” despreciable respecto de x;,”, dentro del 
orden de aproximación prefijado. 
Para obtener ecuaciones cuyas raíces sean potencias muy 
elevadas de las raíces de la ecuación: 


[41-65] M1 +arri+... + 0.1% + Mn = 0, 
basta dar una regla para el exponente v= 2, pues aplicándola 
repetidamente obtendremos potencias de exponentes 4, 8, 16, 


, 





a ser tan pequeño como se quiera, por próximo que 


Formemos la ecuación cuyas raíces sean las de [41-65] cam- 
biadas de signo: 
[41-66] Qo L” — 017140907? —Z2 +... 091370. =0. 

Multiplicando ambos polinomios, la ecuación: 

[41-67] Aoz” — A gd 4... Ap? A, =0, 

en que sólo figuran potencias pares de v, tiene como raíces las 

de [41-65] y [41-66]. Si ponemos X = — 2?, resulta: 

[41-68] Ao X” -+ A, X”! + A X" +... + Anı X + A, = 

ecuación cuyas raíces son los cuadrados de las raíces de [41-65] 

cambiados de signo. Los coeficientes de la ecuación transfor- 

mada [41-68], son: 

[41-69] — Aj=a0*; A,=01? —2 4042 Az=02—2 010342 Q004 
Seis 5 An = On? —2 0n-20n; An =0np*; 

es decir: Los coeficientes de la ecuación que tiene por raíces 

a los cuadrados de las raíces de otra ecuación, cambiados de 

signo, se obtienen elevando al cuadrado cada coeficiente de 

ésta, y restándole y sumándole, alternativamente, los duplos 

de los productos de cada dos coeficientes simétricos respecto 

del mismo. 

Como los coeficientes de las ecuaciones transformadas su- 
cesivas crecen o decrecen muy rápidamente, sólo se calculan 
aproximadamente, tomando por ejemplo de cada uno sus h 
primeras cifras significativas; así, cualquiera sea la cuantía 
del error absoluto, el error relativo (cap. V, nota II, Cc), será 
menor que 1/10”-:, 

Por ejemplo, tomando cinco cifras significativas en vez de 
2073483487,45, consideraremos 2,0734 . 10% y en vez de 
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(1,00017284259, consideraremos 1,7284 . 10-*, siempre con error 
relativo menor que 10-*. 


EJEMPLO 1: Veamos cómo se procede en el caso de una ecuación de 
4 grado de coeficientes reales o imaginarios, con sus cuatro raíces rea- 
len o imaginarias, supuestas de módulos desiguales, 
læ > jej > jal > lal. 
Sea k< 1 tal que: 

















jarro Elo deler llos m<n. 
| æa | | æa | EN 
Formando la ecuación transformada: 
[41-71] A0X*+ AX? + A3X* + A¡X + A, = 0, 
de exponente ”, cuyas raíces son: 
y y y y 

[41-72] X, = =% ; X= — r; X= — t; X = — t, 
no deduce: 

|X3] P |X| y IX | y 
41-73 _—+>— k 
dió: EA Eak S 


y para » suficientemente grande, será k” tan pequeño como se quiera, y 
por lo tanto se verifican las igualdades asintóticas siguientes: 


A a O e A 
Ao 
A, 

+, = XxX + XX, + a ~ X: X,, 

[41-74] | 

E SLAR ELAK K dban ANR 
o 

+= XXX Xo 


donde — indica equivalencia de infinitos (si | x,| >1), o de infinitésimos 
(si |x| < 1); es decir, en ambos casos su cociente tiende a 1 para 
v>00 ($ 37-2,c y $ 24-3,c). 

De [41-72] y [41-74] obtenemos para raíces de [41-65]: 


y 


y y y 
SNE, o E n= 4E, n= y 
[41-75] vı = Ao )» Ya As ) h = As » Ye = As . 


Los errores cometidos en [41-74] son menores que: 
| Xs + X + X, | < 3 | Xal; | X: X. +.. + X. X | < 5 |X: Xl; 
|X: XX, + X: XX, + XX, X| < 3 |X: X: Xıl, 
a los que, por grandes que sean, corresponderán errores relativos meno- 
Tes que: 


3 |Xs] k- 5 |XX | BR; 3 | X: X-X: | 8 K 
a AA A 


y tomando » suficientemente grande, estos errores relativos serán inferio- 
res a la cota de error prefijada. 





TABLILLA DE CÁLCULOS CORRESPONDIENTES AL EJEMPLO 2 DEL $ 41-12 


2” do % a: t Zalm © (—1) "am C, S, (*) S.(+*) C: 
1) + 2(1) + 3,5 — 1,5 (1) —-5,0 (1) — 6,13(1) + 3,17(1) —.1,9432(3) + 3,50 (2) — 2,50 (2) — 8,15 (4) 
+1,225(1) +2,25(2) 
+06 (1) +3,50(2) 
2) + 4(2) + 1,825(1) + 5,75(2) + 2,5 (3) + 3,0933 (3) — 1,9432(3) — 6,0109 (6) + 2,825 (5) —8,15(4) —2,472(10) 
+ 3,3306 (2) + 3,3062 (5) 
— 4600 — 9125 
4) + 1,6 (3) | + 2,8706 (2) + 2,3937 (5) + 6,25(6)  +6,4896(6) — 6,0109(6) ——3,9008(13) + 3,2706(10) —-2,472(10) — 8,0845 (20» 
+ 8,2403 (4) + 5,7297 (10) 
— 765 — 3588 
8) +2,56(6) + 8,1638 (4) + 5,3709 (10) + 3,9062(13) + 3,91157 (13) — 3,9008 (13) — 1,5258 (27) + 8,2431 (20) — 8,0845 (20) — 6,6642 (41: 
+ 6,6648 (9) + 2,8846 (21) 
— 2 => 63 
16) + 6,5536(12) + 6,6646 (9) + 2,8783 (21) + 1,5258 (27) — 1,5258 (27) —£6,6642 (4) 
y y 


(+) S, = Zan-m .10%.2 ; (**) S- = Z (— 1)”-"a,-n .10».2 
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NOTA 1. Tiene gran importancia práctica llevar un control de los 
cálculos efectuados. Según ha mostrado J. P. LOMBARDI (Rev. Fac. Ci. 
Fisicomat. La Plata, 1948, IV, n° 2, págs. 195-197), si en [41-65], [41-66] 
y [41-67] se pone x = 1, resulta 


(Ca) (34m) (3 (—1)"an) = Z (—1)"An. 
Como en las sucesivas transformadas, los coeficientes se alejan en- 
tre sí de valor muy rápidamente, este procedimiento sólo controla una 


miad triangular de la tabla de coeficientes, por ejemplo la superior de- 
recha. 


, 
Si en la transformada con potencia de exponente 2 sustituímos en 
P 
[41-65] y [41-66] x por 102 , cada término 4a,-n x” se convierte en 
p 


Ga-m .107.2 y resultará en [41-68] sustituído A,-“X” por 


p+i 
(—1)MAn-n.10m.2 de manera que: 
+1 


(Cs) (Zanen. 10-3) (3 (—1)"-Mma,-n.10m:2 ) = Z (—1)mAnn 10.2", 
Cada término de las sumas anteriores se calcula rápidamente co- 


y 
rriendo la coma múltiplos sucesivos de 2 al ir de derecha a izquierda. 
En el caso de raíces todas reales desiguales, este procedimiento permite 
controlar la otra mitad de la tabla de coeficientes, por ejemplo la infe- 
rior izquierda. 


EJEMPLO 2: 
02% + 85x* — 15% — 50 = 0. 


Véase en la pág. 570 el cálculo de las transformaciones sucesivas 
para v = 0,1,2,3,4 con las columnas de control correspondientes a las 
igualdades (Cı y (C:), encerrando entre paréntesis los exponentes de las 
potencias de 10 sacadas como factores. 

Nos detenemos cuando en cada coeficiente no influyen ya los conti- 
guos; los coeficientes de las nuevas transformadas serían los cuadrados 
de éstos, y por lo tanto obtenemos la misma exactitud si nos detenemos 
en esta transformada que prosiguiendo el cálculo: 


lg Ao = 12,816480 
lg A,= 9,823774 lg x,* —21,007294; lg x, =1,312956; e = + 20,556 
lg x° = 11,635362; lg x: = 0,727210; æ= + 5,3359 


lg Aa = 21,459136 || igg — 5,724362; lgæs= 0,357773; gs=+ 2,2791 


Ig As = 27,183498 


y como su suma ha de ser precisamente — 17,5, los signos son, con toda 
seguridad, éstos: 


2, =— 20,556, æa = + 5,3359, — 2 =-— 2,2791. 


NoTA 2. En la obra Lecciones de Algebra (4% ed.), de J. ReY PASTOR 
(citada en Cap. IV, nota III-3), puede completarse el estudio de este mé- 
todo, en particular en el caso en que la ecuación tiene grupos de raíces 
iguales en valor absoluto, dentro del orden de aproximación prefijado y 
en el que entonces aparece una fragmentación de la ecuación transfor- 
mada, tal que cada fragmento nos dé uno de aquellos grupos de raíces. 

Sólo añadiremos que este método de GRÁFFE es objeto cada día de 
nuevos perfeccionamientos, y es, junto con los nomográficos, el preferido 
en los gabinetes de cálculo. 

Los métodos gráficos, como el de LILL, y nomográficos (notas 1V y 
V-7) son convenientes cuando sólo se requiere una aproximación grosera, 
y sirven también para controlar los numéricos susceptibles de' deslices im- 
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portantes; pero modernamente, con el auxilio de máquinas de calcular y 
tablas aritméticas, se prefieren éstos, puesto que permiten obtener siem- 
pre la aproximación deseada. Sin embargo, en la aplicación de un algo- 
ritmo matemático, el ingeniero no debe olvidar nunca que no sólo es ocio- 
so, sino también ridículo y contraproducente, entretenerse en conseguir 
aproximaciones superiores a las que consientan los errores inherentes a 
los datos de que se parta. 


EJERCICIOS 


1. a) Hallar el límite para z>1 de w =z + z+ 1+2 (sen (iz — 
— iz — 2) ) / (iz — iz — 2) y de w = (2 + z?)/|z/?; b) Lo mismo para 
z>0. 

2. ¿Tienen derivada las funciones del ejercicio anterior en los puntos 
indicados? ¿Son analíticas? 

3. Si f(x+1y) = «yl + 1y)”/(x + y*), £(0)=0, probar que 
(£(h) — £(0))/h—> 0, cuando h > 0 sobre un camino rectilíneo, pero no 
ER %4 —> 0 de manera arbitraria. ¿Cuál es el límite para h=t + 1t*>0? 

t real). 

4. ¿Qué ángulo forman los transformados de los semiejes positivos 
+ 2, + y por la función ww = 2"? ¿Contradice este resultado el de § 41-1, c? 

5. Orden de multiplicidad de las raíces — 2 y V3 en la ecuación 

e +6x* + 92 — 10 æ — 36 x — 24 = 0. 

6. Si la ecuación f(x)= 0 tiene todas sus raíces reales y distintas, el 
polinomio (f (x))? — f(x) .f”(x%) se conserva positivo para todo valor real 

ex. 

7. La condición necesaria y suficiente para que un polinomio de gra- 
do n sea potencia n-ésima exacta, es su divisibilidad por su derivada en 
el campo de racionalidad de sus coeficientes. 

8. Hallar las raíces múltiples de x*— 6 x* + 5x* +16 x* — 12 x—16=0 
y resolverla. 

9. Calcular el número de vueltas alrededor del origen de la curva ce- 
rrada 
ti. _ 43544 
p41? Y> PE 

10. Por el método de STURM, hallar las partes enteras de las raíces 
reales de la ecuación: f(x) = xt — 20 x’ — 62 x° + 183 x — 100 = 0. 

11. Aplicar los teoremas de HARRIOT-DESCARTES y BUDAN-FOURIER a 
la ecuación del ejercicio anterior. 

12. Efectuar con detalles las demostraciones propuestas en § 41-3, d. 

13. Probar, por el método de HORNER, que: 

x—1= (+1) —4(2+1)* + 6(x+1)"—4(x+4+1). 

14. Resolver completamente la ecuación : 

48 x* — 340 x” — 716 x* + 7063 x* — 5 899 x* — 20742 x* + 33 312x* — 
— 7776% — 4320 = 0. 

15. Hallar las raíces imaginarias de la ecuación z* + z — 20 = 0. 
¿Cuál es su raíz real? 

16. Calcular, por el método de GRAÁFFE, las cuatro raíces reales de 
xt — 56x* + 4907? + 11112x% — 117 495 = 0. Perfeccionar los resulta- 
dos mediante la regla de NEWTON-HORNER. 


s= (—1StS1). 
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§ 42. ELIMINACIÓN ALGEBRAICA 


1. Eliminación: método del máximo común divisor. — He- 
mos dicho (§ 41-2, d) que u es función algebraica de las varia- 
bles x, y, ..., t, si la correspondencia está expresada por una 
ecuación P(x,Y, ...,t, 4) = 0, cuyo primer miembro es un po- 
linomio de variables x, y, ..., t, u. Se supone, en general, que 
tanto los coeficientes del polinomio como las variables pueden 
tomar valores complejos. 

Las ecuaciones de un sistema ($ 15-2, a) se llaman alge- 
braicas si vienen expresadas por la anulación de polinomios en 
las incógnitas con coeficientes complejos cualesquiera, como 
hemos visto ya ($ 18-1) para el caso de una variable. 

Se llama operación algebraica general a la resolución de 
una ecuación algebraica, con resultado en general multívoco 
($ 41-2, d), y no dable en general (Cap. IV, nota II, a) me- 
diante una expresión algebraica ($ 15-1, a), es decir, por una 
función algebraica explícita ($ 23-8) de los coeficientes de la 
ecuación. Sin embargo, vamos a ver aquí que mediante opera- 
ciones algebraicas en el sentido general dicho, la resolución de 
un sistema cualquiera de ecuaciones algebraicas o la construc- 
ción de una función algebraica de una o más variables puede 
siempre efectuarse. 

Recordemos ($ 15-3) que una ecuación es consecuencia de 
otras que forman un sistema con cualquier número de incóg- 
nitas, si se satisface para todo conjunto de valores de las in- 
cógnitas que satisfagan al sistema. 

Se dice que una función R de los coeficientes de un sistema 
de ecuaciones es su resultante, si 


[42-1] R=0 


es la condición necesaria y suficiente para que el sistema tenga 
solución, es decir, para que el sistema sea compatible. A ella 
suele llegarse por eliminación de todas las incógnitas del sis- 
tema: Eliminar una incógnita entre dos o más ecuaciones es 
hallar una ecuación que no contiene esia incógnita y se satis- 
face para todas las soluciones del sistema. 


EJEMPLO: En el sistema ax + a = 0, box + bı = 0, despejando x de 
una ecuación y reemplazando en la otra, resulta: ab, — Ardo = 0. La resul- 
tante es a,b, — mabo y su anulación es necesaria y suficiente para que el 
sistema tenga solución, que es x= 041/40. = — b:/ bo. 

El problema general de la eliminación ($ 42-4) se reduce 
al caso más sencillo: eliminar x entre dos ecuaciones: 


[42-2] f(x) =0, g(x) =0, 
es decir, hallar su resultante [42-1]. 
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Las raíces comunes a dos polinomios son las de su m.c.d. 
y con igual orden de multiplicidad que en éste. Por consiguien- 
te, si los polinomios f(x) y g(x) tienen comunes las raíces a 
(ordena), b (orden 8), ..., L (orden à), el m. c.d. (§ 17-8), 
salvo un factor constante arbitrario, es: 

[42-8] D(x) = (x—a)a (x—b)ß ... (x—I)2. 

El cálculo de las raíces comunes a las dos ecuaciones [42-2] 

se reduce a la resolución de una ecuación única: 

[42-4] D(x) = 0, 

obteniéndose D(x) por operaciones racionales, al aplicar a 
f(x) y g(x) el algoritmo del m.c.d. 

Vemos entonces que la condición necesaria y suficiente pa- 
ra que las ecuaciones [42-2] tengan una solución común es 
que D(x) sea por lo menos de primer grado. Por lo tanto, la 
resultante de [42-2] es el último resto constante que se obtie- 
ne al aplicar el algoritmo de EUCLIDES para hallar el m.c. d. 
por divisiones sucesivas ($ 17-8, e). 

Vemos, también, que la condición necesaria y suficiente 
para que las dos ecuaciones [42-2] tengan r raíces comunes, 
es que el m.c.d. sea de grado r, es decir, que el resto de gra- 
do r— 1 sea idénticamente nulo y no lo sea el de grado r. 

Como una raíz múltiple de orden p de un polinomio es múl- 
tiple de orden p — 1 de la derivada ($ 41-2 a), tendremos que 
la condición necesaria y suficiente para que f(x) =0 tenga 
raíces múltiples, es que sea nula la resultante de 
[42-5] f(x) = 0, t(x) = 0. 

Otra condición puede verse en nota III, e. 


2. Método de eliminación de Euler. — a) Para hallar en for- 
ma de determinante la resultante del sistema : 


[42-6] j En (0) = aoth + mami H n. H Amat F Am = O, 


gn(7) bor” + big™! + ... + bn- + bn z 0, 
demos previamente el siguiente lema: La condición necesaria 
y suficiente para que los polinomios fm Y gn de grados m y n 
tengan por lo menos una raiz común, es que existan dos polino- 
mios Fn-1 Y Gn-1 de grados m — 1 y n — 1 que satisfagan a la 
identidad 
[42-7] fm Ga-1 = ga F n-i. 


En efecto, si Ín y gn tienen común un divisor d de primer grado, 
será fm = Fm. d y gn=Gn-.d, siendo los cocientes Fun. y Gn de gra- 
dos m—1 y n— 1; de estas identidades resulta [42-7]. Recíprocamente, 
si hay dos polinomios que satisfacen [42-7], todos los m factores lineales 
de fm dividen al segundo miembro de [42-7], y suprimidos los que divi- 
dan a Fm-» (a lo sumo m— 1), queda por lo menos uno que debe di- 
vidir a ga; luego, fm y ga tienen un divisor común, y por lo tanto, una 
raíz común. 
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Suponiendo m = 3, n= 2, la identidad [42-7], o sea 
[42-8] (aox + ax? + as2+ as) . (Bor + Bı) = 
eg (box? + big + b2) X (aox? + aıt + as), 
equivale al sistema lineal homogéneo de m-+-n (3 + 2) ecua- 
ciones con m + n (8 + 2) incógnitas, ao, a, e, Bo, Br ($ 16-1, b): 


Coef. de xt) as Bo = boa ; 

»” x?) Qı Bo + aoßı = bi ao + bo a , 

[42-9] » 22) a.Bo+0a1B = braoot+ biar + bom , 
» x) aso +4. Br = b201H+Hbja , 

” x?) Ag Bi = ba ea; 


de donde, la condición necesaria y suficiente para que exista 
un sistema de valores o, Bi, ao, ai, œz, nO todos nulos (§ 15-6), 
es la anulación del determinante (cambiando filas por colum- 
nas): 


dy (Ay Gs (Ax 0 

0 dy (Uy Ga Q3 
[42-10] R =|bo bı b O 0 

O bo bi b 0 

0 0 do dy dal. 


En el caso general, a los m + 1 coeficientes de la ecuación 
de grado m corresponden » filas de [42-10], y a los n+ 1 de 
la de grado n corresponden m filas del determinante [42-10] 
de orden m + n. 


Al mismo resultado se llega mediante el método dialítico de SYLVESTER, 
que consiste en eliminar x"*"*, x"*"? ,,,, a? x, 1 del sistema homogé- 
neo en los coeficientes (8 15- -6) e] se obtiene al a en [42-6] 
la primera por x"”, x1?, ,.,,, x, 1, y la segunda porzx"”, "3, ,%, 1. 


Así obtenemos que la condición necesaria y suficiente pa- 
ra que el sistema [42-6] tenga una raíz común, es la anulación 
de la resultante [42-10]: R = 0. 

El determinante [42-10] se llama resultante de EULER o 
de SYLVESTER o de CAYLEY, porque a ella llegaron los tres por 
distintos caminos. Algunos autores modernos (A. C. AITKEN, 
E. T. WHITTAKER, H. W. TURNBULL) la llaman también bigra- 
diente. 


b) Forma factorial de la resultante *. — Descompuestos factorial- 
mente (§ 18-2) los polinomios [42-6] tenemos: 


f(z) = a(x — ^) (z — As) UL 
t g(x) = bo(x— m) (x — i). 


[42-11] 


» E T. WHITTAKER: Proc. Edin, Math. Soc. (1) 40, p. 62-63 (1922). 
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Para que ambos polinomios se anulen simultáneamente, es necesario 
y suficiente que una de las A, coincida con una de las #;, es decir, que se 
anule la expresión: 
[42-12] Ri= (446 —»M) (41 — Ma) (1 — Ms) (19 — M) (Ha — Ma) (ta — ^s). 

Si designamos por A(a, b, c, ..., h, k) el determinante de VANDER- 
MONDE ($ 13-7,b), será: 


A(A, Ma, Aa, Ha, la) 


42-13 R: = — n L 
[ ] a A (^s Ma, Aa) . A (kas Ha) 

Designando por fı =f (4), gi =g(^;), de [42-12] deducimos: 
[42-14] be. a. Ri = Def fa = a Y. Ya. Ya. 

Efectuemos el siguiente producto de filas por columnas ($ 13-6) : 
[42-15] 
lo ù di ds 0 M Af Af ul as 0 0 0 rfi tafs 


0 a ar ds as MA? A? ul ul 0 0 0 fa fa 
bo bı ba 0 0 a AL AS As? ge Bal? gı Az Ja Ag ga 0 0 
O bo bs ba 0 ` Ma As h da Ad ga Az Ja Maga 0 0 
0 0 b bı b 1 1 1 1 1 PE Ya Da 0 0 
Si en [42-15] expresamos el primer miembro mediante [42-10] y 


[42-13], mientras desarrollamos el segundo miembro por la regla de La- 
PLACE ($ 13-5,b), obtenemos: 


R. Ra. A (M, Mz, As) A (Ba Ka) =— fi. fa. A (hs Ha) 91.92. 93. A(As, Mo, Ar), 
y teniendo en cuenta [42-14], deducimos que en general será: 
[42-16] R = (— 1) ”™, a". bo”. Ru 


por lo que resultan equivalentes las resultantes R y Rı. 


c) El lema [42-7] puede generalizarse en la siguiente forma: Es 
condición necesaria y suficiente, para que las ecuaciones [42-6] fm = 0, 
Ea = 0 tengan por lo menos r raices comunes, que existan dos polinomios 
de grado, m—r, n—r, tales que: 

[42-17] fm Gn-r = En Fm-r. 

En efecto, si fm y gu tienen un divisor común, dr, de grado r, será 
m =E FE m-re drs gn =Gn-r.dr, de donde se deduce [42-17], ya que los cocien- 
tes Fm.r y Gu-r serán de grados m—r y n—r. Recíprocamente, si hay 
dos polinomios Fm-.r y Gn-r que satisfacen [42-17], cada uno de los m 
factores lineales de fm divide al segundo miembro de [42-17], y suprimi- 
dos los que dividen a Fm-r (a lo sumo m —r), quedan por lo menos r 
cuyo producto drm, de grado r+ h> r, (h > 0) será divisor de ga. Ade- 
más, vemos que: La condición necesaria y suficiente para que las dos 
ecuaciones [42-6] tengan precisamente r raices comunes, es que existan 
dos polinomios que satisfagan a la identidad [42-17] y no existan polino- 
mios de menor grado que cumplan tal condición. 

d) Si las dos ecuaciones [42-6] admiten precisamente r raíces comu: 
nes, su m.c.d. D(x) es de grado r ($ 42-1), y podremos escribir: 


[42-18] fm (0) — Fn-r.D; g: (x) = Ga-r. D; 


donde: 
(Es E rT p ggi e En, EEO; 


[42-19] 
= mE" p mæn p e F Mrs m Æ 0. 
Sustituyendo [42-18] en [42-7], y simplificando, queda 
Fm- Gr- = Gr Fm, 
por lo cual: F.-- divide a Fn-1 y Gn-r divide a Go-1, al ser Fm-r y Gu 
primos entre sí ($ 17-3, dí y €s). Por lo tanto, es: 
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O E A E A A do AN A 
Mew H Bæ Ba E (M ET H a H Nar) o CCo EE H ea T? + Cr-1), 
a identificando: 


ea Co $o; Bo = Co No, 
142-20] dr = Co Ex + Ci $o Bı — Co Yi + Ci To , 


bo ...o..»»..o UU ec reo r..e.... e. o. 


Ama = CoÉma + Ci Êm- F ee H Cra Emar Ù Bn- = Co Moa +F e + r-i Va-r, 


donde son nulos los coeficientes $; y n; de índice i> m—r y j > n—r, 
ronpectivamente. 


Las r primeras igualdades [42-20], tomadas como ecuaciones en co, 


Mns ..., Cr, forman un sistema al cual es aplicable la regla de CRAMER 
(8 15-4), pues su determinante es $” = 0; entonces, en el sistema de m + n 
ocuaciones homogéneas [42-9] con m+ n incógnitas %, %, ..., Q@m-x 


Mo, Br, ..., Bn-1, que obtuvimos igualando coeficientes en [42-7], podemos 
tomar las %, œ, ..., @r-1 CoMo incógnitas no-principales, y dando a éstas 
valores arbitrarios, las r primeras igualdades [42-20] determinan unívo- 


camente valores de Co, C, ..., Cr- que sustituidos en las m + n—r res- 
tantes igualdades [42-20], dan los valores ya completamente determina- 
dos de las otras incógnitas ar, ..., %m-1, Bo, Br, ..., Bra, tomadas como 
principales. ` 


Por lo tanto (§ 15-5, b), la característica de la matriz que forma la 
resultante de EULER [42-10] es precisamente m + n—r. Como en vez 
de %, ..., %-1, podemos suponer arbitrarios bo Bu, ..., Bra (ya que tam- 
bién es 7” 40), y desdeñar las r vrimeras ecuaciones de las m+n de 
[42-9], un menor principal de la resultante de EULER de característica 
m+ n—r es siempre el obtenido suprimiendo las r primeras filas y r 
primeras columnas de [42-10]. En resumen: 

La condición necesaria y suficiente para que el m.c.d. de dos poli- 
nomios de grados m y n sea de grado r (o para que tengan precisamente 
r races comunes), es que la resultante de EULER [42-10] tenga la carac- 
terística m + n —r, obteniéndose un menor principal no nulo por supre- 
sión de las r primeras filas y r primeras columnas. 

NoTA: Obsérvese que si escribimos explícitamente [42-17], teniendo 
en cuenta las [42-6] y [42-19], es: 


[42-21] (as er + am”? Banai Am) . (m qa" +... + Ma-r ) = 
= (box + bı g™! +...+ ba) (Eo gm” doin t Em-r), 
análoga a la [42-8], y que equivale a un sistema de m + n— r +1 ecua- 
ciones homogéneas en m+n—2r-+2 incógnitas o» n, ..., £m-r, No M, 
«+, %-r no todas nulas (£ > 0, 7740), cuya matriz, de característica no 


superior a m4+n—2r+1 ($ 15-6, a), se obtiene suprimiendo en la re- 
sultante de EULER [42-10] las r— 1 primeras columnas y las filas 1%, 


23, .... (r— 1), (n+ 1)?2, (n+2)?, ... (n+r—1)?, pues basta su- 
poner, para pasar de [42-8] a [42-21], que es: 
Em—r5 


o = a = ... = Gra = 0; Aa =5 Æ 0, Qr = $n ..., Qma 


Bo = hi = ... = fra = 0; Bra =% Æ 0, B.- = Mm, seep Bra nr +. 


Aunque la matriz así obtenida tenga característica no superior a 
m+n—2r+1, la de R para r > 1 es mayor, pues vale m + n—r> 
>m+n—2r+1 si r>1. 


EJEMPLO: Los polinomios f(x) = 4% + 2x*—5bx +2 y g(x) = 
= 2g" — 4* — bx? + 1 tienen el m.c.d. D — 2x* + 2x2 — 1. Si for- 
mamos la resultante de EULER [42-10], los determinantes formados por 
ésta, o suprimiendo en ella la primera fila y la primera columna, o las 
dos primeras filas y las dos primeras columnas, son nulos, mientras que 
es distinto de cero el formado por las siete últimas filas y las siete últi- 
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mas columnas.. Sin embargo, la matriz formada por las filas 3%, 4%, 5%, 
8%, 9%, 102 y las ocho últimas columnas tiene característica 


5EB=zm+n—2r+1<7=m>+0n—r, 


3. Método de eliminación de Bézout. — Dadas dos ecuacio- 
ciones del nismo grado m (suponiendo m = 3 para fijar me- 
jor las ideas): 


f(x) = ax + ax + ax + ds = 0, 


[42-22] l i 
g(x) = box? + bix? + bzx + bs = O, 


E. BÉZOUT dió en 1779 un método que da la resultante de am- 
bas en forma de determinante de orden m (en nuestro caso, 3). 

Multipliquemos sucesivamente las dos ecuaciones [42-22] 
por 


Zo = bo y fo= ao respectivamente, 
gı = box + b, y fiı= ax + t, 
g: = box? + dix + ba y f= ox? + aix + as, 


y restemos cada vez los productos así formados. Entonces re- 
sulta : 


(102 — gof = |a ba] x? + [do de]x + [ao bs| = 0, 
[42-281 fg — gf = [ao ba] w? + (lao bs| + |a ba|)x + |a by] =0, 
fag — gf = |ao ba] + lai bslx + [as ba| = 0, 
donde | a; b; | representa el determinante [gi D š 
i Dj 


El sistema [42-23] se satisface para toda solución del sis- 
tema [42-22], y por lo tanto, si existe solución común, x= a, 
de [42-22], estas tres ecuaciones [42-23], consideradas como 
lineales en x, x?, tienen solución «a, a?, y por lo tanto (§ 15-5) 
es nulo el determinante, llamado bezoutiano : 


| ao bı | | ao ba | | ao bs | 
[42-24] R, = | %o de | | do ba | + | a d2 | | ai ba i|- 
| ao ba | | a, da | | az da | 








; El caso general para m cualquiera se trata en forma aná- 
oga. 

Si las ecuaciones son de grado distinto, m > n, para for- 
mar el sistema [42-23] se utiliza la de menor grado multipli- 
cada por 1, x, ..., -*-2-1, dando las otras n ecuaciones de dicho 
sistema el mismo método anterior, previamente igualados los 
grados de ambas ecuaciones, multiplicando la de menor grado 
por x™-», 
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lNJEMPLO: El bezoutiano del sistema: 
ax +02 + ax + ax + a=0, 


14 25] 
bo x? + bx + ba = 0 
limi la forma: 
| o da | | a b: | — a bo — Gs bo 
14:20] Rs = | ao ba | — as bo -+ | ai ba] — au bo — a bı — 4b, 
da bı bı 0 
0 bo bı b: i 


Veamos ahora que la anulación del determinante bezoutia- 
no [42-24] es también suficiente para la existencia de raíces 
vomunes de las ecuaciones [42-22], y por lo tanto es la resul- 
tante de dicho sistema ($ 42-1). 


Multiplicando las identidades [42-23] por números cualesquiera, to, 
t., 1, no todos nulos, se obtiene por adición: 


142-27] F:g — Qf Z Qr’ + Qax + Qa, 


mendo: 
[ F: Æ foto + fiti + ft; 
Ga = goto + Biti F gta, 
y además: 
Qı = |do bı | to + | ao ba | ta + |dobs|t: 
[ 42-28] Qa = | do ba | to + (1 d bs | + | aa ba |) tı + | a, da | ta 
Qs = | dobs] to + las dalt, + | asbs] ta 


Por hipótesis es nulo el determinante [42-24], por lo cual es posible 
($ 15-6,b) hallar un sistema de valores, no todos nulos, de to, t, ta que 
anulen Qı Qz, Qs en [42-28]. Aplicados a [42-27], deducimos 


Í Gə = g Fs, 
suficiente por el lema [42-7] para que las ecuaciones [42-22] tengan una 
raíz común. 
La resultante bezoutiana tiene la ventaja, sobre la de EULER, 
de venir expresada por un determinante de orden inferior. 


NoTAs: 1. Indiquemos los menores principales de R+= Rm mediante 
R, Ra ..., Rp, ..., Rm, expresados esquemáticamente así: 


[42-29] R p= 
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es decir, Rp es el menor formado por los p primeras filas y p primeras 
columnas de R». Entonces, por un método completamente análogo al visto 
anteriormente, se demuestra que: 

La condición necesaria y suficiente para que las dos ecuaciones [42-22] 
tengan precisamente r raices comunes, es que sean nulos los r primeros 
menores Rm, Rn- ..., Rm-ru,» y no sea nulo el (r+1) -ésimo menor 
R»-r de la resultante bezoutiana R, del sistema [42-22]. 

2. Si la resultante de EULER ($ 42-2,a) del sistema [42-22] se mul: 
tiplica (columnas por filas) por el determinante 


1 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 
k- 0 0 ıı 0o 0 of 
0 0 — do 0 0 Qo 
0 —b: —b 0 Qo qı 
—b, —b, —b: Qo As a: 
se obtiene el determinante 
Qo Qi (a da 0 0 
0 do (1 da aa 0 
R.K = 0 0 Qo 01 da Qs — a. Ri; 
0 0 0 |b| | ao ba] | ao ba | 
0 0 0 laobal laobal + | ar ba | | 1 da | 
0 0 0 | do ba | | a ba | las bs! 


lo que prueba que tienen valores opuestos las resultantes de EULER y de 
BÉzouT (m > 1). 


4. Sistemas de dos ecuaciones con dos incógnitas. Teorema 
general de Bézout. — a) Resolver un sistema de dos ecuacio- 
nes de grados m y yn con dos incógnitas. 


f(x, y) =00" + a1(y) 1 + ... +ant(y) = 0, 
g(x, y) = boz" + bı (y) +... + baly) = 0, 


donde a, (y), bs (y) indican polinomios de grado no mayor 
que s en y: 


[42-311 
de = ao, Q1 (Y) = aY + a 1, 02 (Y) = 024" + Y + a, ..., 
bo = Bo, b1 (Y) = BY + B'i ba (Y) = Bay? + B'2y + PB”, 


es hallar todos los pares de valores (x,y) que satisfacen a am- 
bas. Cada una de estas ecuaciones [42-30] representa una 
curva algebraica (§ 23-8), cuyo orden se define por el grado 
m y n, respectivamente, de dichas ecuaciones en ambas varia- 
bles. Estos pares de valores que satisfacen a las dos ecuaciones 
son, por lo tanto, las coordenadas de los puntos comunes a am- 
bas curvas. Por consiguiente, el problema de hallar la inter- 
sección de dos curvas algebraicas y el de resolver un sistema 
de dos ecuaciones [42-30] son equivalentes. Cuando una solu- 


[42-30] l 
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elón (x1, Y1) del sistema es imaginaria, convendremos en decir 
que las dos curvas tienen un punto imaginario común. 

lara resolver el sistema comenzaremos por separar los fac- 
lores comunes que puedan tener los polinomios en y que cons- 
tituyen los coeficientes; porque si y(y) y Y+(y) son tales fac- 
tores, tendremos: 


JE Ce, y) = o (y) . f.(x,y) = 


le(s, y) = v (y) .2:(2,y) = 
lo que geométricamente significa que la curva f se compone 
parcialmente de las rectas paralelas al eje x representadas 
por (y) = 0, y la curva g de las representadas por Y (y) = 0. 
Itecordemos que todos los divisores de f(x, y) que sólo contie- 
nen la variable y, se obtienen hallando los divisores comunes a 
los coeficientes a, (y) (8 17-4, b,). 

Así, pues, las soluciones comunes de [42-32] son todas las 
de los sistemas: 
Pe (y) =0 A tienen raíces comunes, cada una de 
[42-33] éstas, con valores arbitrarios de x, sa- 

lx (y) =0 Ítistace el sistema [42-30] ; 


| 42-32] 


o (y) = 0 ) Cada raíz de la primera sustituída en 
la segunda, da tantos valores de x co- 


[42-34] 7 l 
| g (2z, y) =0 fmo indique el grado en x de g,(x, y); 


j (y) =0 | Cada raíz de la primera sustituída en 
[42-35] < e segunda, da tantos valores como in- 
Lf, (a, y) =0 dique el grado en x de f, (x, y) ; 


f f.(x,y) =0 | Falta resolver este sistema, cuyos pri- 
meros miembros carecen de factores que 
la (x,y) =0 Sólo dependen de y. 


Si se efectúa la simplificación análoga, en que se separan 
los factores en x comunes a las potencias de y, es decir, se se- 
paran las rectas paralelas al eje y que componen las curvas f 
y g, resultarán dos ecuaciones cuyos primeros miembros care- 
cen de factores comunes que sólo dependen de x y de factores 
que sólo dependen de y. Así, suponiendo que cada línea [42-30] 
se componga de varias rectas paralelas a los ejes, más otra cur- 
va, hallamos separadamente: las rectas comunes que puede ha- 
ber en las primeras y en las segundas; las intersecciones de 
las rectas primeras con las segundas; de las rectas primeras 
con la curva segunda; de las rectas segundas con la curva pri- 
mera; de la curva primera con la segunda. 

Como los cuat: :» Primeros problemas se han resuelto ante- 
riormente, basta abordar ahora la resolución del sistema 
[42-80] en la hipótesis de que f(x, y), g(x, y) carecen de fac- 
tores que sólo dependen de xv o de y. 


[42-36] 
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Esto supuesto, deberíamos investigar si f(x,y), g(x,y) 
tienen algún factor común V(x, y); es decir, hallaríamos su 
m.c.d. ($ 17-4,€e); en tal caso, las infinitas soluciones de la 
ecuación 


[42-371 V(x,y) = 0, 


satisfarían el sistema [42-30], y las dos curvas f y g tendrian 
común la curva representada por la ecuación [42-37]. Pero 
como la formación del m.c.d, en el caso de dos variables, es 
penosa, no la intentaremos sino en el caso en que los cálculos 
posteriores nos indiquen su existencia. 

Formemos la resultante R de las dos ecuaciones [42-30], 
considerando como variable única la xv, y como entonces los 
elementos que componen la resultante (§ 42-2 y 3) son los po- 
linomios [42-31], también R será un polinomio en y, que de- 
signaremos por R(y); entonces la ecuación 


[42-38] R(y) =0 


se llama la eliminante o ecuación final del sistema [42-30]. 
Para (zı, 41), solución de [42-30], si damos a y el valor y,, las 
dos ecuaciones en x que resultan en [42-30] tienen la solución 
común 1, lo que quiere decir que y, es raíz de la eliminante 
[42-38] ; recíprocamente, para cada una de las raíces y, de 
[42-38], el sistema [42-30] resulta compatible en x, y admite 
por lo menos una solución común, x;, la cual, junto con y,, 
constituye una solución (x;,Y4;) del sistema [42-30]. Por lo tan- 
to, la resolución completa del sistema [42-30] se reduce a: 


1° Eliminar una incógnita x, formando la eliminante 
[42-38] en y; 


22 Resolver esta ecuación eliminante [42-38] ; 


39 Sustituir cada raíz y; de [42-38] en el sistema [42-30], 
y hallar las raíces x comunes a ambas. 


b) Supuestos % y Bs no simultáneamente nulos, si al formar la elimi- 
nante R(y) por los métodos de los §§ 42-2 y 42-3 resulta idénticamente 
nula en y, aplicaremos el método del m.c.d. ($ 42-1), y al llegar a un 
divisor de primer grado en x, o antes, la división será exacta, y los dos 
polinomios [42-30] tendrán un m.c.d. que depende por lo menos de v, 
es decir, las dos curvas f y g tendrán una curva parcial común. Si 
% = Bo= 0, ambas curvas tienen común el punto impropio del eje x y la 
eliminante R(y) es idénticamente nula, aunque las dos curvas carezcan 
de una curva parcial común. 

EJEMPLO 1. Las hipérbolas xy = 1, xy + x = 2, escritas en la forma 


0.2 + (y + 0% + (0.y +40.y—1)=0 , 
0.2 + (y + 1)2 + (0.y +40. y—2)=0 , 
tienen R(y) idénticamente nula, aunque tengan sólo como puntos comu- 
nes el (1;1), el impropio del eje x y el impropio (doble) del eje y. 
Excluído este caso, veamos cuál es el grado de R(y). Sustituyendo 
en la resultante de EULER (§ 42-2,a) cada polinomio [42-31] por su pri- 
mer término, resulta: 
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o Y Ay? ... Amy” Wars 0 n 

0 0 AY ... lay any” ... 0 filas 
(42-39] A E E E RS 

Bo B, y Bar. Ba y” Oi ds 0 filas 

0 Bo By Buy? B y" 0 


El grado del producto de los elementos que en las n primeras filas 
ocupan los lugares ù, ùa ..., ln es: 


[42-40] (4—1) + (U—2) +...+ (h—n) = E EME, 
e=1 


El grado del producto de los elementos que en las últimas filas ocu- 
pan los lugares în», Ín+2) nem PS: 


[42-41] a 
(ina — 1) + (dns: — 2) + ...+ (inem — M) = y p — m+) 
s=n+1 2 


Como por haber elegido un elemento de cada columna es: 


n ntm 
Z i+ 2 toltak na iua a me) 
s=1 e=an+1 2 


sumando [42-40] y [42-41], resulta como grado de un término cualquiera 
del determinante [42-39] 


[42-42] Mimermin a n+ 1) ali 1) 


mientras que son inferiores los grados de todos los demás términos de la 
resultante R(y). Sacando factor común y”" en todos los términos de 
[42-39], obtendremos sencillamente su coeficiente Ro haciendo y=1 en 
[42-39] : 


= MAN, 


Oo a ri e Gm 0 0 
0 o y doo ..oo o...» Am-1 Am 0 
42-43 19. ...00000.0..0..00 0000000000. 0.2... o... ouo»o = R, 
edi Bi Bi Bari O ais 0 ? 
0 Bo B, e.’ Bai En . 1... ....... o 0 


que es precisamente la resultante de las ecuaciones 
` t) = t æa È a mtb” = 
[42-44] Fe % + at Haat + + 0, 
B(t) =B + PBit+B+...+ Bt =0, 
formadas tomando en f(x,y) y g(x,y) los términos de grado máximo en 
z, y, y llamando t= L; las ecuaciones [42-44] nos dan, respectivamente, 


las direcciones asintóticas t de cada una de las curvas [42-30], es decir, 
sus puntos impropios (§ 37-6,b). Por lo tanto, si los polinomios [42-44] 
no tienen raíz común, es decir, si las curvas [42-30] no tienen ningún 
punto impropio común, con lo cual Ro=F 0, la ecuación final R(y)=0 es 
de grado mn y el coeficiente de y"" es precisamente Ro. 
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Recordemos (§ 32-5) que la derivada de un determinante cuyos ele- 
mentos son funciones de y, se expresa como la suma de las derivadas de 
estos elementos multiplicadas por primeros menores del determinante; por 
lo tanto, la derivada segunda es una suma de segundos menores multipli- 
cados por ciertos factores, ete. Toda raíz y; de [42-38] sustituída en 
[42-30], hará que aquellas ecuaciones tengan por lo menos una raíz común 
en x; pero si tienen r raíces comunes en x, por lo dicho en $ 42-2, d, hará 
que la resultante euleriana [42-38] tenga característica m + n — r, es de- 
cir, no sólo anulará R(y), sino también todos sus primeros, segundos, ..., 
(r— 1) -ésimos menores. Así, dicha raíz y, anulará, además de R(y), sus 
derivadas R' (y), R” (y), ..., RE (y); esto es: será raíz múltiple de la 
ecuación final [42-38], por lo menos de orden r (§ 41-2,a). 


De ahí obtenemos el llamado teorema restringido de BÉ- 
ZOUT: 

Dos curvas planas algebraicas de órdenes m, n, tienen in- 
finitos puntos comunes solamente cuando tienen una curva par- 
cial común de orden inferior. En caso contrario, el número de 
puntos comunes es finito y a lo sumo mn. 


c) Vemos también que si Ro+0, y [42-38] no tiene raíces múltiples, 
el número de puntos comunes de las curvas [42-30] es precisamente mn. 
Para generalizar este resultado bastará apelar al fecundo principio de 
continuidad de PONCELET, cuyo uso se justifica en virtud de la continui- 
dad de las raíces de una ecuación algebraica, como funciones de los coe- 
ficientes ($ 41-2,d). Si los q primeros coeficientes de R(y) son nulos, 
quiere decir que el sistema [42-44] tiene q soluciones comunes; bastará 
modificar levemente uno de los coeficientes que allí figuran, Vv. Er., el am, 
para que eso no ocurra, y entonces la curva fe correspondiente a &m + £ 


tendrá con la g una resultante [42-38] de grado mn; al tender e a 0 y 
anularse los q primeros coeficientes de [42-38], querrá decir que q de 
los puntos comunes a las curvas fe y g se van al infinito ($ 18-2). 


Si R(y) tiene una raíz múltiple de orden r, y ésta da origen a menos 
de r puntos comunes a las curvas 
[42-30], ello querrá decir que al- 
gunos de los puntos comunes a 
ambas curvas es múltiple para al- 
guna de ellas (o para las dos), 
ya que, como anteriormente, por 
una modificación de los coeficien- 
tes, la R(y) no tendrá raíces múl- 
tiples y los puntos comunes coin- 
cidentes se habrán desdoblado 
(fig. 131). 

Así, por ejemplo, supongamos Fig. 131. 
que a yı, raíz múltiple de orden r 
de [42-38], sustituído en el sistema [42-30], produzca menor número de 
raíces comunes; entonces corresponderían al valor y, menos de r puntos 
M, N, P, ..., T, de intersección de las dos curvas. 

Pero si modificamos convenientemente los coeficientes a; y £, de am- 
bas ecuaciones, la nueva resultante tiene r raíces distintas. Tal sucede, 
desde luego, si se adoptan como coeficientes A',, B’, los que resultan de 
sustituir la primera curva por m rectas distintas, y la segunda por otras 
n rectas tales que las de un grupo no pasen por los puntos de intersec- 
ción de las otras; pero, ¿se conseguirá lo mismo tomando coeficientes 
a, y B'; que difieran de sus correspondientes tan poco como se quiera? 
Bastará probar para ello que existen valores «',, f', que difieren de 
a;, Bı menos de e, y tales que ninguna raíz de la ecuación R(y)=0 
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„satisfaga la R'(y)=0; o sea tales que la resultante de ambas, que es 
función entera de «a',, 6”, no se anula. En efecto, si no existieran tales 
valores a',, 6”, en los entornos de radio $, es decir, si la resultante citada 
no anulase para todos los valores «”,, fB', de tales entornos, como es fun- 
ción entera sería idénticamente nula *, y para ningún sistema de coefi- 
clentes serían distintas las r raíces, contra lo antes visto. 

En virtud de la continuidad de las raíces como funciones de los coe- 
ficientes ($ 41-2,d), resulta, pues, que la resultante de las ecuaciones 
modificadas tienen r raíces próximas a yı que tienden a y. cuando e > 0, 
y a cada una corresponde un solo punto de intersección, real o imagina- 
rio, de las nuevas curvas f¿ Y ge ; como sus abscisas deben tender hacia 


las abscisas de M, N, P, ..., T para ¿—>0, habrá cierto número > 1 
de puntos que convergen hacia* M, otros » hacia N, ..., y r hacia T, 
siendo 


Ett...‘ HTEr. 


Parece natural, pues, por continuidad y para dar mayor sencillez al 
enunciado, contar M como equivalente a 4 puntos de intersección, N con- 
tarlo r veces, etc. Con este convenio, el número de puntos de ordenada 
y comunes a las curvas f y g es precisamente r. 


Con estas aclaraciones, podemos enunciar el ¿mportantísi- 
mo teorema general de BÉZOUT: 

Dos curvas planas algebraicas de órdenes m, n, que no tie- 
nen ninguna curva parcial común, se cortan en mn puntos pro- 
pios o impropios, reales o imaginarios, distintos o coinciden- 
tes. 

Cada una de las locuciones empleadas no representa sola- 
mente un modo de hablar o convención arbitraria, sino que 
responde a un hecho matemático concreto: así, puntos impro- 
pios comunes significa direcciones asintóticas comunes; pun- 
tos comunes coincidentes significa que son múltiples para una 
o ambas curvas, o que hay contacto, etc. 


EJEMPLO 2. Sean las curvas 
(24 +y) +3*(2y—6y—y) +2 (y —2y'44y*—4y) + (—y*+4y) =0 
2x0 *y +0 (2y —5y) +2* (y +4y) +0 (2y—by) + (y'+2y) =0 
Separemos el factor y; ordenando según las potencias de y, podemos se- 


parar el factor — 1 en todos los coeficientes de una, y el x*+ 1 en la 
otra, y obtenemos el sistema: 


y(x —1)f(x%,y)=0, y(x* +1)g(x,y)=0, 


f(x,y) = *(2y +1) + x(2y—4y) + (y' —4) 
g(x,y) =2% + x(2y—5) + (y* +2) 


siendo: 





* Esto es consecuencia del teorema siguiente, que generaliza el dado en § 16-2, a. Si 
una función entera de cualquier número de variables se anula al variar éstas en inter- 
valos respectivos, es idénticamente nula. 


He aquí la demostración: Si es 


P(x,y) = Polay” + P læ)yr i + - + q,(x) =0 
para a<x<a”,b<y<b', como para cada x del primer intervalo se anula el poli- 
nomio para infinitos valores de y, son nulos los coeficientes, y como son polinomios en 
x que se anulan para infinitos valores, sus coeficientes numéricos son nulos. Por lo tanto, 
P (2, y) = 0. 
Por inducción se pasa a cualquier número de variables, 
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luego, el sistema se descompone en los siguientes: 


mE El oO 
x = cualquiera | g(x, y)=0 | f(x, y)=0 | g(x,y)=0 

La solución de los primeros es inmediata, y basta fijarnos en el úl- 
timo. El bezoutiano es: 


| (2y+1) (2y—5)—2 (2y'—4y) (24 +1) (y"+2) —2 (y"—4) |= 
¡| (2y4+1) (y?4+2) 2 (y—4) — (2y*—4y) (y*+2) — (2y—b) (y"—4) 

—5 yY+4y +10| _ td al . = 
Y + 4y +10 E Ue o O 
cuyas raíces son: 





00 , 0, s 4, aen 5 ` 
(doble) (simple) (doble) (simple) 
Para y= 0 resulta =2 (simple) 
” y =—4 bs x=2 (simple) 
ji y =— 5b » «=3 (simple) 


Intersecciones: Dos puntos del infinito, y además 


(2,0), (2, — 4), (3, — 5). 
simple doble simple 


5, Método de Kronecker. — Un método sencillo y sistemá- 
tico para eliminar gradualmente las incógnitas en un sistema 
de ecuaciones, sin introducir soluciones extrañas, es el siguien- 
te, debido a L. KRONECKER (1882). 

Sea el sistema de ecuaciones algebraicas, 

[42-45] fı (x,, Tp ses x,) = 0, f: (2, Dap e.p £r) = 0, Eoad 
fa (21, Tar e.. 2,) = 0 

y D=m.c.d. (fi f2, ..., f,). Si los polinomios f; no son pri- 

mos entre sí, la ecuación D = 0 nos da ($ 17-4, e), por lo pron- 

to, un conjunto de o” soluciones comunes a las n ecuaciones 

del sistema. Suprimido este factor D en todas las f,, se obtiene 

este sistema: 


[42-46] — gti Ta ..., 8) = 0, polti tz, -.., Tr) = 0, 
On (Tr, Tas .«..) Tr) =V, 


en las que py; son primas entre sí ($ 17-4, a2); si además son 
independientes de x,, toda solución del sistema [42-46] es so- 
lución del [42-45], y éste será equivalente al [42-46] asociado 
con la ecuación D =0 

Supongamos ahora que por lo menos una de las y; contenga 
efectivamente la x,; y formemos las dos combinaciones lineales 
siguientes: 
[42-47] X =01p1P02p2—+- . HFAnPn» Y =b1p1+b2p2+. . .+FOnpm 
siendo las a;, b; coeficientes indeterminados. Los dos poli- 
nomios X, Y contienen efectivamente la xı y como polino- 
mios en 2;, a;; Xi, b; son primos entre si. 
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En efecto, todo divisor común d no contendrá las a,, pues Y carece 
de ellas, ni las b,, por carecer de éstas X; luego, sería un divisor de 
X, Y, que dependería sólo de las x; y cualesquiera que fuesen los va- 
lores que pudieran tomar las a,, bj. Pero esto es imposible, porque dan- 
do a las a; valores nulos, excepto para una cualquiera de ellas, ax, el 
divisor d dividirá a la p;, y como ésta es una cualquiera, dividiría a to- 
das las q;, y éstas no serían primas entre sí. 


Establecido esto, determinemos la resultante R de X= Y =0 
respecto a xı; y entonces tenemos que toda solución (x';) 
del sistema [42-46] es solución del sistema X =Y =0, y 
(2 a ..., 2,), que forma parte de esta solución, anula la 
R; y recíprocamente toda solución (x”2, 2'3, ..., 1',) de R =0, 
cualesquiera que sean las a; y b; formará parte de una solu- 
ción de X =Y =0, 


En efecto, hará que X, Y, tengan un divisor común â, que será ur 
polinomio en x, con coeficientes racionales en %'s, X's -.., 7. Pero ra- 
zonando como anteriormente, A debe ser independiente de las a,, b,; lue- 
go, A depende solamente de las %,, X's», X's, ..., e y la ecuación A =0 
nos da uno o varios valores de x, que, asociados al sistema x's 1%, ..., 2 + 
constituyen una solución del sistema X = Y =0. 


Se observa que R, como polinomio en las a;i, bDi, debe ser 
idénticamente nulo por lo expuesto; luego, los coeficientes 
Cis C ..., Ca (h Z 1), que son polinomios en las £2, £a, ..., €r 
deben ser nulos; y esta solución (2'2, %'s, ..., Y) es solución 
del sistema: 

[42-48] Ci (xo, Th > £) = 0, Cz (22, Egs -.», 2,) = 0, 
e...» Chla, Zas, o.. Z) = 0. 

Luego, todos los sistemas de valores que anulan idéntica- 
mente al polinomio R, considerado como de las a;, b;, son las 
soluciones del sistema [42-48], y recíprocamente. 

De aquí que la solución del sistema [42-45] venga reducida 
a la del sistema [42-48]. 

Si en las ecuaciones del sistema [42-46] no aparecen las 
incógnitas, sino que son constantes, no podrían ser nulas todas 
ellas, pues el polinomio R se anularía idénticamente, y los po- 
linomios X e Y no serían primos entre sí para valores cuales- 
quiera de Zs, Ls, ..., Xr; y en el caso que alguna de las c; fuese 
una constante no nula, el sistema [42-48], y par lo tanto el 
[42-46], sería incompatible, y las ecuaciones [42-45] serían 
ES entre sí, si se prescinde de las soluciones de 

= 0, 

En caso contrario se aplica al sistema [42-48] el mismo 
procedimiento por el cual se pasó del sistema _[42-45] al [42-48], 
obteniéndose un sistema de ecuaciones de r — 2. incógnitas, que 
o será incompatible, siéndolo el [42-45], o podrá reducirse por 
el mismo método a otro de r — 3 incógnitas; con todo, siempre 
tendrá las soluciones que proceden de igualar a cero el m.c.d. 
de los primeros miembros del sistema [42-48], y de los sucesi- 
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vos sistemas que se vayan obteniendo, hasta llegar a una ecua- 
ción con una sola incógnita. 

De aquí se desprende que la determinación de las posibles 
soluciones de un sistema de ecuaciones algebraicas se reduce 
a la determinación de las raíces de una ecuación que sólo con- 
tiene una cualquiera de las incógnitas, operando siempre con 
un algoritmo racional, y siendo este mismo proceso operativo 
el que permite saber si el sistema es o no compatible. 


NoTA: Obsérvese que aplicado el método de KRONECKER al caso de 
dos ecuaciones con dos incógnitas, queda como eliminante la obtenida an- 
teriormente ($ 42-4). Aplicado al ejemplo 2 del $ 42-4 la eliminante, ya 
de EULER, ya de BÉZOUT, queda multiplicada por (a, b— as b1)?, siendo 
dr, a, bi, ba los coeficientes de las combinaciones lineales [42-47]. 


EJERCICIOS 


1. Hallar la resultante del sistema 
[2a — 2g" 4 x 4x 1=0, 
1 24 + —3=0, 
por los métodos del m.c.d., EULER y BÉZOUT. 
2. Hallar las raíces comunes de las ecuaciones: 
8x* — 40 + 18% — 3x+9=0. 
{ 40 + 5bx +3 =0. 
3. Averiguar si tiene raíces múltiples 
20 —9x* + 20% — 24x + 28 = 0. 
4, Resolver el sistema: 
x + 2 (y —1)x—8=0; **+ xy -8=0. 
5. Resolver el sistema de ecuaciones: 
x + yz = 23; y + xz = 19; z +xy= 17. 


6. Averiguar si el sistema anterior puede resolverse mediante ecua- 
ciones de segundo grado con una incógnita de coeficientes racionales. 


NOTAS AL CAPÍTULO X 


I. Coeficientes diferenciales o derivadas generalizadas de Peano. — 

a) Si se repasan las demostraciones dadas en el § 39, se observa que to- 

das.se basan en la expresión de la función como suma de un polinomio y 

un término complementario que es infinitéstimo respecto del último tér- 

po considerado. Es decir ($ 39-3, a), poniendo Ay=f(x)—f(a) 
=Y—A4: 

2 





h" 
[X-1] Ay =y®h + y” poa Hy” aT + o(h”). 

Como las demostraciones se apoyan exclusivamente en esta expresión, 
son válidas para todas las funciones cuyo incremento en el punto a ad- 
mite tal descomposición, con coeficientes cualesquiera, aunque éstos no 
sean derivadas. 
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DEF.: Se dice que la función y = f(x) admite n coeficientes diferen- 
ciales (en abreviatura: c. d.) y”, y”, ..., y'” en el punto a* si el 
incremento Ay —1f(x)—f(a) puede expresarse en la forma [X-1]. 

Esta descomposición es única, porque si admite otra de coeficientes 
Vi, Ya ... Yn, será idénticamente: 

hn 


(m—u")h + (y—y”) H +o t ay) e 
. Nn: 


de donde, dividiendo por h y haciendo después h —> 0, resulta y= y™®; 
dividiendo nuevamente por h y haciendo h — 0, resulta y: =y; ete. 

Evidentemente, es para h>0 

A 
As —> y®; luego, y® = f'(a). 

El primer coeficiente en a es, pues, la derivada primera en a; pero 
cabe que no exista derivada primera en ningún otro punto (ni por lo 
tanto de órdenes sucesivos), y sin embargo. admita f(x) varios coeficien- 
tes diferenciales y aun infinitos, en el punto a. 


EJEMPLOS: 1. Sea p(x) cualquier función continua no derivable para 
ningún x, y cuyo valor en el origen sea, por ej., p(0)= 1. 

La función y =x*p(x%) tiene derivada y' =0 en el punto x=0, pero 
no es derivable en ningún otro. Sin embargo, como es 





+ o(h*) = 0, 


a? 
y = x?* (1 + 6) =2 37 + o(x?), 
admite los e.d. y” =0, y” —2, 
Análogamente, x" p(x) admite c.d. nulos, hasta llegar al y” =nm!. 


2. La función y=x*sen1l/x tiene en el origen y" =0, y” =0, 
pero no admite y” en el mismo, pues y'=3 x* sen 1/x —« cos 1/x%, y su 
cociente por x es oscilante. 


3. La función e-1/22p(x)=0(x") para todo n, admite infinitos c.d. 
todos nulos. Sin embargo, no es derivable en ningún punto, excepto x =0, 
donde es y' =0. 


b) Convexidad, concavidad, inflexión. — Puesto que las reglas demos- 
tradas para el estudio de la concavidad. convexidad, inflexión y oscula- 
ción se basan en la expresión polinómica [1], son aplicables aunque no 
existan derivadas, si f(x) tiene coeficientes diferenciales y" e y% en 
el punto a. 

EJEMPLOS: 4. La función x*p(x) ya citada tiene en el origen y” —0, 
y” —=2; luego, hay concavidad en él, y el círculo osculador tiene radio 


1 


yo 
lo mismo que la parábola y= x** osculatriz en dicho punto. 


5. La función x”p(x) presenta inflexión en el origen, pues tiene 
y”? =0, y? =6 +0. 


6. La función w*sen1/x no presenta en 0 concavidad, convexidad ni 
inflexión, 

c) Suele definirse a veces la circunferencia osculatriz de una curva 
en un punto (£a Y»), como límite de las circunferencias determinadas por 
este punto con otros dos de la curva que tienden a confundirse con él; 
entendiendo que tender una curva a otra significa que los coeficientes de 
la curva variable tienden hacia los respectivos coeficientes de la curva 
fija (§ 41-2, d). 





a 1, 
p= 2? 





* Indicaremos la derivada n-ésima con f'* (x) cuando haya peligro de confundirla 
con un c.d. 
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Este concepto coincide con el definido mediante la condición de con- 
tacto de orden > 1, pues con él, mediante los c.d. y} e y®, se llega a 
las mismas fórmulas [40-16] y [40-17] obtenidas mediante las derivadas 
(ver J. REY PASTOR, Elementos de la Teoria de funciones, citado en Cap. 
VI, nota VI, 2). 

d) Los c.d. pueden definirse progresivamente como límites de co- 
cientes para h > 0 de este modo: 


y® = lim 4Ay:h 


h? 
y” = lim [A y —y® hk]: E 


hn-1 : | ] hr 
(n—1)! J` n! 
EJBMPLO 7. La función f(x)=x-+ Va, en el punto x=0- tiene 


y —=0, pero no tiene c. d. sucesivos. Cabe decir, en virtud de las fórmu- 
las anteriores, que es y'” —= 0, pero no existen los siguientes. 


ga = lim | ayuh SaN y(n-1) 


II. Derivadas sucesivas de una función de función, — a) Método ge- 
neral. El cálculo de las derivadas sucesivas de F(x) equivale y la ob- 
tención de los coeficientes de h, h?, ... en el desarrollo de F(x +h) 
según de potencias de h, pues tales coeficientes son F'”(x)/n!, (n=1, 
dd : 

Como la expresión general de estas derivadas de las funciones ele- 
nentales es conocida, interesa un método que permita estudiarlas en las 
"unciones de función f(u), donde u—u(x). Este método tiene alcance 
nucho más amplio, pues vale aunque estas funciones no admitan deriva- 
las sucesivas, pero sí coeficientes diferenciales (nota 1). 

Sea, pues, 


, ”» 2 (n) n 
[X2] fatest EE g EE, g ER a oa, 


donde sustituímos 
k = u(x +h) — ulz) = a1h + ash? + ... + anhn + o(hn) 


para obtener el desarrollo de f[u(x +»h)] =f[u(x)+ k] según las poten- 
cias de h. 


Los coeficientes de las potencias h, h* ... en el desarrollo [X-2] son: 
coef. de k : f.a 

coef. de h*: f'.a + q 

coef. de h?: f.a + 7200 + 3 E 


La expresión general se obtiene aplicando la fórmula de LEIBNIZ 
(8 12-2), que da el término general de la potencia de un polinomio, como 
polinomio P, de los coeficientes a,, az, ..., y el coeficiente de h° viene dado 
por la expresión lineal: 
f” (u) £" (u) 


F™ (x) _ y ; 
[X-3] == f'(u)P, + 21 Pr+ ... + ni P.; 


pero sí bien es fácil dar la expresión general de tales polinomios mediante 
la fórmula de LEIBNIZ, la fórmula a que así se llega, dada por FAL DI 
BRUNO, carece de valor práctico si no se logra por otros medios el cálculo 
de los coeficientes P.. 


Sin embargo, O. SCHLÓMILCH (1858) y E. CesAro (1885) han obser- 
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vado que en general puede expresarse P, (dependiente también de n) 


como la suma de todos los productos de r factores a;, a,, ..., a1, donde 
2 a . . . n—1 
los r números naturales ¿, j, ..., l se obtienen mediante las ( > a 


descomposiciones posibles de n=i+j+... +1 en r sumandos natura- 
les. Así, para n=4 y r—=2,esn=1+3=3+1=2+2, dando 
P. = has + 04441 + da = 24,14, + as, a lo que también se llega me- 
diante la mencionada aplicación de la fórmula de LEIBNIZ. 


b) Veamos cómo se obtiene esto en los casos más importantes. 
b,) Funciones F(*)=1f(e*). — Siendo 
u= e", k = e" — e = e (e — 1), 
en vez de desarrollar y después elevar el polinomio a las potencias suce- 
aa Se proceder a la inversa, y elevar primero a la potencia 
T= l; 4, 


k — e | er —( ojan des os le (or), 


y calculando el coeficiente de h° en k', que es P, = -Ler Ar, siendo 


n! 
Ar el número 


A. ="—|( r e=" + 7) e—a" E 
es decir: 


Ai=1, Aj=27—2 As=39—3,28 43, ... 
Por lo tanto, 


n r 
D fle) = x Ae i0, 
r=1 y! 


EJEMPLO: F(x)=ee", es decir, f(u)=e". 
A, 
1! 
b.) Función F(x) =e"? y polinomios de HERMITE. — En este caso es 


f(u)=e", u=ax*, k=alx +h)—ax*—ah(2x+h); 
el coeficiente de h" en k" —=a"h"(2x + h)" es: 


D" e” = ee | e" + A a e]. 


r 
P, = a" ( (2%)"", 
— y 
y como las derivadas sucesivas de e” son e”, resulta: 
n ar r 
D” exi — nle 2 =r ) (2 x)". 
r>n/2 7 in—r 


En particular, si es a=1, los polinomios que multiplican a e '* 
son; 
HA, =—2x 
Ha =4 x? — 2 
H, = —8 r’ + 12x 


H,= (—1)"[ (2%) "—n (n—1) (2%) 7-24-3n (n—1) (n—2) (n—3) (2x)™‘—...], 


se llaman polinomios de HERMITE, y sus aplicaciones son muy importantes. 
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Más general, resulta: 


Daf (x?) = (2x) "f (u) +2( * ) Qayma- (u) + 


+3.4( A \ (2a) fad (u) +. ES 


b,) Funciones F(x)=f(Inx). — Un método para calcular los coe- 
ficientes P,, Pz, ... del desarrollo [X-3], que sólo dependen de la función 
u(x) y no de la f(u), consiste en elegir una función sencilla f(u) para 
la cual se considera el desarrollo [X-3]. 

He aquí un ejemplo importante: sea 

F(x) = f (In x) 
y elijamos Ia función f(u)= e”, siendo por Io tanto f(In x) = e*'** =a* 
cuya derivada es 
D?” xe =a (a — 1)... (a —n + 1)xon, 

Por otra parte, siendo las derivadas f(u) iguales a Ia misma función 

e*™ —x* por las potencias sucesivas de a, el desarrollo [X-3] es: 


a a? a” 
D” f (In 2)=e*| Ps + ay Ps +.. . + Z p, | ; 
luego, los coeficientes son los que resultan al multiplicar a(a — 1)... 
(a—n + 1) divididos por x", y basta poner en el polinomio entre parén- 
tesis Du en vez de a, D”'u en vez de a?, ..., o lo que es lo mismo, 
multiplicar simbólicamente 


”D(D—1) ... (D—n+ 1)f(u), 
y resulta D" f (ln x). 


EJEMPLO: ; 
D? (ln x)'=x °D (D—1) (D—2) =x (D'=—3D"+ 2D) u =x" (—6+4u), 
y en definitiva, 
D* (1n x)’= x? (4 In x —6); 
otros ejemplos pueden verse en la obra de VALLÉE Poussin (citada en 
Cap. VI, nota VI. 4). 


III. Funciones simétricas de las raíces: discriminante. — a) Las fun- 
ciones fundamentales dadas en [18-9] expresan los coeficientes de una 
ecuación como funciones de las raíces, funciones que tienen la propiedad 
de no cambiar de valor al permutar arbitrariamente las raíces xı, %2, ..., 
Œn, por lo cual se llaman simétricas. 


DEF.: Una función F (xı, £o, ..., Xn) de n variables se llama simé- 
trica cuando no varia al efectuar una sustitución cualquiera (§ 11-5) en- 
tre las n variables. 


Como cada sustitución es un producto de trasposiciones ($ 11-6, d), 
para asegurar que una función es simétrica es suficiente probar que no 
varía al permutar entre sí cada dos de sus variables. 

Toda función racional de los coeficientes de una ecuación es función 
racional simétrica de las raíces de la ecuación, en virtud de las fórmulas 
[18-9], y recíprocamente, veremos (gs) que toda función racional simé- 
trica de las raíces de una ecuación se puede expresar en función racional 
de los coeficientes. 


EJEMPLO 1: Dada una ecuación de 2% grado, 
[X-4] ax + ax + ds =0, 


la función (xı— x%2)* es simétrica, y por lo tanto, podrá expresarse racio- 
nalmente mediante los coeficientes, como es fácil ver en este caso: 
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[X-5] (xı—z:)'"=%— 2g: x+y (x148) —4x x= (2) — = 
a1—40.0: 
TS 


El numerador del último miembro es lo que llamaremos (d) discri- 
minante de la ecuación de segundo grado [X-4], y he aquí por qué la 
anulación del discriminante da la condición necesaria y suficiente para la 
igualdad de las raíces de [X-4]. 

b) Las funciones simétricas más sencillas de las raíces de una ecua- 
ción £Í(x)=0 son las sumas simples: 


[X-6] p =E P + eP H.. Hh, (p=, 1, 2, 3, ...). 
Recordando la fórmula [41-10]: 
f 1 1 1 
2) - + +-+ 


[X-7] f(x) T x—o % — La L— Ln * 














y desarrollando cada una de estas funciones en serie geométrica ($ 22-1, 
b), resulta: 




















1 _ 1 X1 E , z 
£ — tı — + g? y? + qe P iis S1 x < 1 
1 1 La Ly” ë Le 
O rr aa al <a 
1 1 Un En? Xan? | Ln 
v — Ca T w + x? + q + x + ... sl > < 1 








Al sumar por columnas obtendremos la igualdad fundamental: 

f (x) D So Sı 
[X-9] f(x) ` x F x’ w 
válida para todo valor de x superior, en valor absoluto, a todas las raíces, 


La igualdad [X-9] y la unicidad del desarrollo en serie de potencias 
(S 44-1, 5) justifican la regla de GIRARD (1629) : 














Pirs 


S: 
x? 


Las sumas simples So, Sı, S2, ... de las raices de una ecuación f (x)= 0, 
da F 5 1 1 
son los coeficientes de las potencias sucesivas ro a que re- 


sultan al dividir f'(x) por f(x), ordenados según las potencias decrecien- 
tes de x. 


EJEMPLO 2: Sea la ecuación: 
[X-10] æ? + prx+q=0. 
y efectuemos la división: 
(3+ p): (2 + px +ga) =8 x” — 2px —3qar* + 2p a545 pae? +... 
Según la regla de. GIRARD resultan los valores: 
So = 3; S:=0; S=—2p; S =— 3q; S=2p; S&=5pqg;.. 
c) De [X-9] deducimos: 
naX + (n—1)mz™ + (n—2a "4... + Qa = 
S S S 
= (ax 4 aux p ... + ar + a) (> a + e) 


y por lo tanto, igualando coeficientes en 2%7?, 2%, .,.,,%, X°, X7, 0038... 
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(n — 2) as do S23 + 4181 + 4280 


(n—1)a, = t Sı + 41 So 
a = Œo Ss Æ aSa + aS, + ASe 


do Sn + Sri + ... F anra Sı + an So 


E = ao Snai +a S,-3 + ... + Gn So 


y a se obtienen las llamadas relaciones de NEWTON (es 
n o): 


— (4 = hs: 
— 2da: = bS: + aS 
[X-11] = hS + 04182 + 438, 


entendiendo que a,=0 para Pp >0n. Estas relaciones permiten despejar 
sucesivamente S, Sa, Sa, ... 
[X-12] 
no a — q. E a 
ua a ma, S, = a” + 3 do 41 Aa A 
Qo An i a 
que pueden ser comprobadas para el ejemplo 2. 


d) Una función simétrica muy notable de las raíces es el cuadrado 
del determinante de VANDERMONDE, formado con ellas ($ 13-7, b): 


1 1 swe L B 

£ Xa e An = (xı — X1)? (x1 — 29)” ... (21 — Xn)’ 
x? x Lp (x: — Xa)? e.. (£: — Zr)’ 
q m1 a2n1 ... a. »-1 (Ln mm Ln)”. 


La función simétrica de las raíces: 
[X-13] Á =apmpin-D II (x, —x),)”, 
se llama discriminante de la ecuación. 


Aplicando, para hallar el cuadrado del determinante, la regla de mul- 
tiplicación de determinantes efectuada por filas ($ 13-6): 


So Sı Sa ... Saz 
S Se Sa ... Sa 
[X-14] A = agrin-1) S: Sa Si +... Sn 


Si Sa Sni eos Sa(n-1) . 


Como, según [X-12], en la expresión de S, figura el denominador 
a, y cada término del determinante [X-14] es un producto de sumas S», 
donde la suma de índices es siempre n(n— 1), resulta que el discrimi- 
nante es una función entera homogénea de grado n(n— 1) de los coefi- 
cientes do, 41, Az, ..., An. 
EJEMPLO 3: Para la ecuación [X-10], el discriminante es: 
So Si Ss 3 0 —2p 
[X-15] A =|S, S% S 0 —2p —3q | =—4p— 2Mg 
Sa S, S —2p —3q 2p 


C. X -III FUNCIONES SIMÉTRICAS 595 


La ecuación [X-10] es la llamada ecuación cúbica reducida. Para la 
reuación cúbica general: 
ad + ux? + ax + a = D, 
ol discriminante es la función entera homogénea de grado 6 en los coefi- 
cientes: 
A = a ataf + 18 a? a, 42 as — 27 art as — 4 ataf — 4 aè a? as, 
y del que se deduce [X-15] para a= 1, a= 0, a =P, =q. 


e) De la definición [X-13] resulta que la condición necesaria y su- 
ficiente para que la ecuación tenga ratces iguales es que su discriminante 
sea nulo, 

En una ecuación de coeficientes reales, a cada binomio x, -%æ;, dife- 
rencia entre dos raíces imaginarias no conjugadas, o una imaginaria y 
otra real, corresponderá otro binomio conjugado ($ 18-2), y el producto 
de ambos es real y positivo; pero habrá un binomio diferencia entre las 
dos raíces conjugadas: 

[(a + bi) — (a — b i) F = — 4b < 0, 
es decir, a cada par de raíces imaginarias conjugadas corresponde un 
factor negativo. Por lo tanto: El número de pares de raíces imaginarias 
conjugadas de una ecuación de coeficientes reales, sin raices iguales, es 
par o impar, según sea A positivo o negativo. 

f) Entre las funciones simétricas de las raíces de una ecuación, ade- 
más de las simples [X-6], tienen importancia las sumas múltiples (dobles, 
triples, etc.) ; 


[X-16] 
Spa = EaP at = xPw H EPE A o H P H a On En 
Spor = Dap E Ar = VP gL p ara a e... p En Ena Bn- 


s..eecevoesveso 1LOÓL.U N_N: -..EÉ.LO..q .£7.:111M.0M0000000.0000o0.090..0..0.0...0b000.. ..va.ooorsooo.ns o poso 


donde los sumancos se forman mediante todas las variaciones con los ín- 
dices ($ 11-1), conservando los mismos exponentes: cuando hay dos expo- 
nentes iguales, cada término aparecerá dos veces; cuando hay tres expo- 
nentes iguales, aparecerá seis veces, etc.; pero en la suma múltiple se 
toman con coeficiente 1; la suma de los exponentes de cada término se 
llama grado de la función simétrica. Así, por ejemplo, para el caso de 
tres raíces, a, B, Y, será: 

Sını = aß + BY + ya grado 2, 

Sas = aê Be + ad y? + B añ ++ fp? y + Y? aè + y e grado 5. 

fı) La importancia de las sumas múltiples se funda en que toda fun- 
ción simétrica entera es una suma de sumas múltiples multiplicadas por 
coeficientes constantes. En efecto, si c xxx” figura én una función si- 
métrica entera, ésta, por ser simétrica, deberá contener todos los térmi- 
nos deducidos de ésta por sustitución entre las n letras, es decir, todos 
los de la suma cCSz,»,s, y así se sigue, hasta agotar todos los términos 
de la función simétrica entera dada. 

fa) Una suma múltiple se puede expresar como función entera con 
coeficientes enteros de las sumas simples Si, Sa, Ss, ... . En efecto, si 
queremos hallar Sp, a, bastará efectuar el producto S,.S¿, obteniendo: 

(20) (22) =2 xP + 2x7, ` 


O sea: 
Sp. S, = Syra + Sp, gs 
de donde: 
(X-17] S», q = Sp. S, = Spia (p=q). 


Obsérvese que si p= q, resulta: 
2 Spp = S% — Sap. 
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Análogamente puede expresarse Sp, « r, formando: 
Sp Sa S, = (2 x”) (2 xy?) (2 xa") = Sp+q+r + Spro r + 
+ Spera + Serp + Spor (P=F90=EY7 FP), 


y teniendo en cuenta [X-17}]. Lo mismo para Sp ar,a etc. 


gı) Como, según [X-12], las sumas simples se expresan como funcio- 
nes enteras de los coeficientes, si ao = 1, resulta: Toda función simétrica 
entera de las raíces de una ecuación algebraica es expresable como fun- 
ción entera de logs coeficientes, sí es ay = 1, ó como función entera de los 
cocientes a/a. en el caso general. 
93) Si una función racional irreducible es simétrica, lo son el nume- 
rador y el denominador. 
Observemos, ante todo, que si dos polinomios P y Q de variables 
Xu Xr ..., Xn tienen un factor común, al aplicarles una sustitución S, los 
nuevos polinomios P’ = P.S, Q'= Q.S tienen común el transformado de 
aquél. Recíprocamente, si P y Q carecen de factor común, tampoco lo 
tienen P” y Q', puesto que P y Q son a su vez transformados de éstos 
por la sustitución inversa. 
La simetría de la fracción P/Q viene expresada por la identidad: 
P P.S 
Q Qs” 
y como ambas son irreducibles, deben ser P y Q idénticas a P y Q' 


salvo un factor constante k. 
Sea S una trasposición; siendo 


P (xs, Cir Uh seas Xn) = k P (%, V2 say Xn), 
y por consiguiente: 
P (x,, Lo, as os» Ln) = k P (x, Lis Cd ..., Xn), 
debe ser k*—1; luego, k= +1. Pero si es k=—-1, haciendo %:= %, 
resulta 2 P (£a %1, %a, ..., Xn) = 0, es decir, el polinomio P se anula para 


Xs = %ı; luego, es divisible por x—x,; y análogamente el Q, contra la 
hipótesis de la irreducibilidad de la fracción. Debe ser, por consiguiente, 
k=1; y no alterándose P ni Q por ninguna trasposición, son funciones 
simétricas. 

93) Con ello llegamos al llamado teorema fundamental de las funcio- 
nes simétricas, base de la teoría de la resolución algebraica de ecuaciones: 

Toda función racional simétrica de las raíces de una ecuación es fun- 
ción racional de log coeficientes de ésta, y recíprocamente. 

h) La solución clásica y discusión de la ecuación cuadrática, así como 
de las que se reducen a ella, se han visto en $ 19-1 y 2. 

Aquí, para significar la importancia de lo dicho sobre funciones simé- 
tricas, diremos que como de la ecuación 
[X-18] ax + be. co=0, 
ya se conoce la suma de sus raíces ($ 18-2); 

b 


+ Ya = o 
bastará hacer uso del discriminante, función entera de los coeficientes (d). 
[X-19] A = a (2, — x)’ = b — 4ac. 
VA 


para que dé la diferencia x.—%2= + up y de la suma obtengamos 


las soluciones de [X-18]: 
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La resolución consiste en apelar a la resolvente [X-19], que puesta 
on la forma de ecuación binómica; 


C=A 
tlone por soluciones la función: de «dos valores: 
z = Xi — v: 
Za = Ya — Ya 


y es inmediatamente resoluble por radicales. 

Estas observaciones cobran toda su importancia en la teoría de reso- 
lución algebraica superior (Cap. IV, nota Il, f). Análogo procedimiento 
mede aplicarse a la resolución de las ecuaciones cúbica y cuártica, el que 
mec ver la razón profunda de la eficacia de los cálculos en apariencia 
nrtificiosos efectuados en $$ 19-3 y 19-4 (ver Álgebra, de J. REY PASTOR, 
citada en Cap. IV, nota II, 3). 

IV. Resolución gráfica de ecuaciones: método de Lill. — a) El dibujo 
de diagramas para la resolución de ecuaciones es apropiado para tener 
una idea previa de la solución y así controlar los métodos numéricos, 
siempre más exactos y precisos, pero susceptibles de deslices que falseen 
completamente el resultado. 

A fin de evitar tener que efectuar una nueva construcción gráfica 
para cada ecuación particular, es posible construir diagramas tales que 
uno mismo permita hallar la solución para todo un conjunto de ecuaciones 
del mismo tipo (por ejemplo, cuadráticas), que sólo difieran entre sí por 
el valor numérico de sus coeficientes. Tales diagramas son los llamados 
nomogramas, cuya construcción y manejo se estudian en la nomografía, 
y de la cual sólo daremos aquí (cfr. Vol. III, Ap. V) noticia bibliográ- 
fica (cfr. nota V). 

Para resolver gráficamente una ecuación f(x)= 0, debe buscarse po- 
nerla ingeniosamente en forma adecuada, f.(x)= f.(x), a fin de que sea 
fácil la construcción de las gráficas de y = fı(x), y = f:(x), cuya inter- 
sección dará las raíces de la ecuación propuesta. 

EJEMPLO 1: Para resolver gráficamente la ecuación x“—3x +10, 
basta hallar la intersección de las curvas yı =%°, ya=3x— 1; la pri- 
mera es una parábola cúbica, ya construída en muchos diagramas; la se- 
gunda es una recta, 


b) Método de LiLL. — Un método de resolución de las ecuaciones al- 
gebraicas consiste en realizar gráficamente el algoritmo de RUFFINI, que 
permite calcular el valor f(x) del polinomio por multiplicaciones' y adi- 
ciones sucesivas ($ 4-11): 


f(x) = ((aox + ar)x + a2)x+... +45, 


eligiendo por tanteos al valor x, de tal modo que resulte f(x)=0 


bı) Entre los varios métodos de 
multiplicación y adición gráficas, convie- 
ne elegir uno en que los segmentos que 
representan los coeficientes formen un 
esquema fijo, del cual, con el trazado 
más simple posible, se deduzca f(x) pa- 
ra cada valor de x. 
b2) Recordemos cómo se efectúan 
2 gráficamente las multiplicaciones suce- 
sivas por un número zx. 
Llevando la ordenada x sobre el pun- 
to de abscisa 1 en el sentido que corres- 
Fig. 132. ponda a su signo, es decir, llamando x 
a la pendiente de PoP,, resulta un pun- 
to Pı; la perpendicular en P. a PoP, determina sobre el eje x un seg- 
mento O P. = x’; la perpendicular a P, P. en P. determina O P. = g’; 
etc. (fig. 132). 
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Todos los triángulos rectángulos son semejantes directamente, y cada 
nuevo cateto ocupa respecto del anterior una posición semejante directa- 
mente a la que el x ocupa respecto de la unidad; pero esta regla, legítima 
en cálculo vectorial, se presta a confusiones para apreciar el sentido de 
los segmentos, y por la costumbre de Geometría Analítica es más sencillo 
adoptar como sentidos positivos los usuales en cada eje de origen O; así, 
resulta que los segmentos obtenidos tienen los signos siguientes: 

— 1, +2, + e, — r, — í, + e, + e, ei 

ba) Si en vez de partir del segmento 1 llevamos O Ao= ao y levan- 

tamos la perpendicular en Ao hasta encontrar a la recta de pendiente v, 


5 
+a 1 
raso, Az - 4Qı 
o EN I 
AÑ Ara a 
X O ao Ao A 


Fig. 133. 


resultará la ordenada AoQı =x; en vez de sumarle el segmento œ a 
continuación (o sea por el extremo Qı), sumémoslo por el origen, es decir, 
llevemos A, Ao = m, y resulta en magnitud y signo (fig. 133): 

AıQı = tox + a. 


La perpendicular en Qı a O Qı determina sobre el nueyo eje æ de ori- 
gen A,, el segmento 


Aı:Q: = (aox + a)r, 
y sumando Az As = 4, resulta: 
A:Q: = (aox + a1)x + Qs. 


Como en las dos transformadas siguientes los sentidos son opuestos 
a los usuales, llevaremos: 


As Az = — Us, A, å = — qi; 
después: As A, = + 45, AsAs = + o, y así sucesivamente. 

REGLA PRÁCTICA: Para calcular gráficamente el valor f(x) de un po- 
linomio ordenado, se construye la poligonal OA. A, Ax ... de segmentos * 
iguales a los coeficientes ap, Qi, da, ... con los sentidos: 

[X-20] +42) —Y, —% +Y, +%, —Y, —%, 
La recta de pendiente x trazada por O corta al segundo lado Ao A, en 


un punto Qı; la perpendicular a ella en este punto corta al tercer lado en 
Qz, y así siguiendo resulta sobre el último lado un punto Qa. 





* Segmentos de una quebrada son los determinados por cada dos vértices consecutivos, 
Lados son las rectas de que estas segmentos forman parte. 
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El valor del polinomio está representado por el segmento An Qu, con 
ul signo que le corresponda según la escala [X-20]. 

Construído ‚el esquema OA As, ..., An, la resolución de la ecuación 
f(w)=0 se reduce a encontrar un rayo inicial O Q, tal que el punto fi- 
nal Q, de la quebrada coincida con As. 

La figura indica en cada caso en qué sentido conviene hacer giraf 
dicho rayo inicial para que Q. se acerque a An; si Q. An cambia de sen- 
tido, se ensayará una posición intermedia del rayo inicial, ete. 

Para este tanteo puede utilizarse el papel cuadriculado transparente, 
en sustitución de la quebrada O, Qi Qs ...; y cuando no se dispone de 
éste, no es necesario en la práctica dibujar esta poligonal, bastando se- 
falar los puntos Q., Qs, ..., sin otro instrumento de dibujo que una es- 
cuadra o una simple hoja de papel doblado. 


_. EJEMPLO 2: La figura 133 representa la construcción para la ecua- 
ción 

5 + 6x* + 8Bx* + Tai — 2 —2=0, 
partiendo del valor x = 2/5 = 0,4. 

A partir del origen hemos llevado sucesivamente los coeficientes, an- 
teponiéndoles los signos +, —, —, +, +, —, —, ++.., es decir: 5, —6, 
—8, +7, —2, +2, y así resulta la quebrada O AA, Az As A, As. 

e x=0,4 resulta As Qi) —— 1; el cálculo numérico da f(0,4)= 

Se mejorará la aproximación si se da a x un valor mayor; por ejem- 
plo x = 0,5, con lo cual resultará una quebrada que envuelve a la ante- 
rior, y que no hemos dibujado para no complicar la figura, resultando 
el punto Q' más próximo al As. El cálculo numérico da f(0,5)= 0,28. 


V. Bibliografía, — 1. Ya hemos dicho que la resolución numérica y 
clásica de ecuaciones está estudiada en las obras de J. REY PASTOR, F. 
CAJORI (citadas en Cap. IV, nota III-3), F, SeverRI (Cap. IV, nota 111-1) 
y B. Levi (Cap. VI, nota VI-2). 

De tipo clásico y elemental, desarrollada a partir de los conceptos de 
función, límite y derivada, está la extensa y correcta obra de: 

P. MIQUEL: Elementos de álgebra superior. (4% ed., Cultural, La Ha- 
bana, 1943). F ) 

Bien escrito, con muchos ejercicios y citas bibliográficas, está: 

$ `: VICENTE GONÇALVES: Curso de áljebra superior, (2 vols., Lisboa. 
1950). 

2. Entre las innumerables obras didácticas italianas de Análisis al- 
gebraico que contienen la teoría clásica de ecuaciones, citaremos, por lo 
completa y por la irradiación que ha tenido, la de: 

A. CAPELLI: Istituzioni di Analisi algebrica: (5% ed., Pellerano, Ná- 
poles, 1909). 

3. Breve manual de introducción a la teoría clásica de ecuaciones, 
conciso y claro, es el de: 

H. W. TURNBULL: Theory of equations. (4% ed., Oliver and Boyd, 
Edimburgo, 1947). 

Para designar determinantes clásicos del álgebra, el manual anterior 
sigue la nomenclatura incluída en el inicial de la misma colección (Uni- 
versity Mathematical Texts de Interscience Publishers, Nueva York), tra- 
ducido al castellano de la 4% edición: 

A. C. AITKEN: Determinantes y matrices. (Dossat, Madrid y Buenos 
Aires). 

4. Dedica un capítulo a la solución numérica de ecuaciones algebrai- 
cas y trascendentes, la excelente y muy reputada obra sobre problemas 
matemáticos que surgen al tratar cuestiones con datos numéricos: 

E. T. WHITTAKER y G. ROBINSON: The Calculus of Observations. 
(4% ed., Blackie and Son, Glasgow, 1948). 

También dedica un capítulo a métodos gráficos y técnicas operativas 
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de resolución de ecuaciones y cuestiones conexas, con adecuada evalua- 
ción de su utilidad, la obra repleta de ejemplos numéricos y figuras ilus- 
trativas: 

R. ZURMÜHL: Praktische Mathematik für Ingenieure und Physiker. 
(Springer, Berlín, 1953). 

Trata asimismo estas cuestiones, la obra orientada hacia procedimien- 
tos numéricos adecuados a calculadoras digitales de secuencia automá- 
tica: 

A. S. HOUSEHOLDER: Principles of numerical analysis. (McGraw-Hill, 
Nueva York, 1953). 

5. El álgebra clásica con el formalismo moderno. se desarrolla en 
los excelentes tratados didácticos de: 

O. PERRON: Algebra. (2 vols., 32 ed., W. de Gruyter, Berlín, 1951); 

O. HAUPT: Einführung in die Algebra. (Vol. I, 2%? ed., 1952; vol. II, 
1929; Akad. Vlg., Leipzig). 

6. El teorema general de BÉzouT, la resolución de los sistemas ge- 
nerales de ecuaciones algebraicas y su interpretación en la Geometría al- 
gebraica están expuestos didácticamente en los complementos de la obra 
de F. SEVERI (citada en Cap. IV, nota III-1); y con los recursos de la 
teoría de ideales de la moderna álgebra abstracta, en la obra de B. L. 
VAN DER WAERDEN (citada en Cap. I, nota IV-7). 

7. Clásico tratado completo de nomografía es el de: 

M. D'OCAGNE: Traité de nomographie. (2% ed., Gauthier Villars, Pa- 
rís, 1921). 

Introducciones elementales, con extensa bibliografía en la última, se 
encuentran en: 

D : BRODETSKY: A first course in nomography. (G. Bell, Londres, 
0). 

M. G. VAN VOORHIS: How to make alignment charts. (Me Graw, Nue- 
va York, 1937). 

L. H. JOHNSON: Nomography and empirical equations. (Wiley, Nue- 
va York, 1952). 

F, KIESSLER: Nomographisches Rechnen (Girardet, Essen, 1956). 

D. S. Davis: Emprirical equations and nomography. (Me Graw, Nue- 
va York, 1943). 

. Un excelente manual, profusamente ilustrado con ejemplos y ejerci- 
cios, es: 

W. MEYER ZUR CAPELLEN: Leitfaden der Nomographie. (Springer, 
Berlín, 1953). 

A la nomografía se dedica el último capítulo de la obra elemental de: 

A. DELECOURT y J. TURCAN: Les lois physiques et leur représenta- 
tion graphique. (Dunod, París, 1948). 

Entre otras muchas cuestiones complementarias, también explica la 
teoría y construcción de nomogramas la completa obra de: 

SixTO CÁMARA TECEDOR: Geometría analítica. (3% ed., Madrid, 1945). 

Bien y concisamente escrito por J, BABINI, dedica a nomografía su 
último capítulo la Geometría analítica de J. REY PASTOR, L. A. SANTALÓ 
y M. BALANZAT (citada en Cap. IV, nota 111-3). 

En clara exposición, dedica también un capítulo a nomografía la 
obra de M. SADOSKY (citada en Cap. V, nota IV-3). 

Localización de unos 1700 nomogramas, representando ecuaciones de 
las más variadas aplicaciones, aparecidos en un centenar de revistas téc- 
nicas, en su mayoría norteamericanas, aparece en: 

D. P. ADAMS: An index of nomograms. (Massachusetts Institute of 
Technology, EE. UU., 1950). 

Nuevos aspectos sobre la nomografía se obtienen por la superposi- 
ción de varios nomogramas planos trascendentes, tema tratado en forma 
abstracta en la reciente tesis de: 

G. R. BOULANGER: Contribution a la théorie générale deg abaques à 
plans superposés. (Gauthier-Villars, París. 1949). 


CAPÍTULO XI 


SERIES DE POTENCIAS 


$8 43. PROPIEDADES GENERALES 


1. Campo y radio de convergencia. — a) Si a las operacio- 
nes enteras (suma, resta y multiplicación) mediante las cua- 
les se construyen las funciones racionales enteras ($ 23-7) 
agregamos el paso al límite, obtenemos el algoritmo de las 
series de potencias, cuya expresión más general es la siguiente: 


[43-1] f(x) = to + 0412 + a22? + ... H an” + 
donde do, 41, ... An, ... Son números reales o complejos cua- 
lesquiera. 


Sólo para cada valor de x que haga convergente la serie, 
tiene [43-1] significado numérico, y la suma de la serie de- 
pende del valor dado a x. Esta suma es entonces una función 
de x, definida en el conjunto X de valores que hacen conver- 
gente la serie, que llamaremos campo de convergencia de ésta. 
Las funciones representadas por series de potencias son las 
que hemos llamado (§ 23-8) funciones analíticas, y dan una 
generalización natural de los polinomios. 

b) Demostraremos ahora los siguientes teoremas: 

bı) El campo de convergencia de una serie de potencias 
es un círculo de centro 0, o todo el plano complejo, o bien sólo 
el origen 0. En el primer caso, el radio R del círculo se llama 
radio de convergencia, poniéndose en los otros dos casos R = oo, 
R =0. 

bə) TEOR. DE CAUCHY-HADAMARD: El radio de convergen- 
cia de la serie pes es el número 


[43-2] R = = , siendo L = lim sup y | an| para n—> 00. 
Cuando L = 0, la serie converge para todo x (R= œ), y 
cuando L = œ, la serie sólo converge para x=0 (R = 0). 


DEM.: Por el criterio de CAUCHY ($ 22-2, c) aplicado a la 
serie Y |ang" |, la serie dada será absolutamente convergente 
para todo x que haga < 1 la expresión 


[43-3] lim sup V | anx” | = |æ ]|lim sup V |a| = |æz]|.L 
es decir: 
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19) para |x |< = si L es finito y no nulo; 


2%) para todo x si L=0; 

3%) sólo para x = 0 (como se vé por reemplazo directo en 
la serie) si L = œ. 

Si en cambio el límite [43-3] es mayor que 1, se tiene para 
infinitos valores de n, | anx" | > 1, y la serie dada no es con- 
vergente (§ 22-1, d). 

c) La demostración anterior prueba, también, que en todo 
punto interior al campo de convergencia, ésta es absoluta. 

Cuando el radio R es finito y no nulo, los puntos del plano 
de la variable compleja x quedan clasificados así: 

1%) En el interior del círculo de convergencia: |x| <R, 
hay convergencia absoluta; 

2%) En el exterior, | x | > R, no hay convergencia y la se- 
rie es divergente, o bien oscilante (ej. 9). 

3%) En los puntos del contorno |æ |= R, caben todas las 
posibilidades, como veremos en el ejemplo 8. 

Cuando sólo se consideran valores reales de x, el campo de 
convergencia es un intervalo simétrico respecto del origen 0, 
cuya semiamplitud, dada por [43-2], se llama siempre radio 
de convergencia, intervalo que puede convertirse en todo el 
eje, o reducirse sólo al origen. 

Este algoritmo de las series de potencias, no sólo nos con- 
duce de modo natural al campo complejo, sino que hace indis- 
pensable considerar éste para explicar ciertas particularidades 
que se presentan en el campo real, y que dentro de él serían 
incomprensibles. 


d) Casos particulares. — Como corolario resulta: 
dı) Si existe lim V | a, | = L, el radio de convergencia de 
n— 2% 


la serie de potencias es R = — (R =osiL=0; R=0 si 


L= œ). 








d) Si existe lim Se L, el radio de convergencia de la 
n>% n 
serie de potencias es R= =— (R= wo si L=0; R=0 si 
L= œ). 
Porque, siendo 
n+1 + 
tim dpan = lim Je [| =/]2%]L, 








la serie de módulos converge o ed aeei sea (8 22-2, c) : 








1 E 1 
[21 <= +» 0 L* 
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e) Los tres tipos de series de potencias.—Llamaremos series 
de primero, segundo y tercer tipo a las que tienen radio finito 
positivo, infinito, o nulo, respectivamente. El campo de con- 
vergencia, en el primer tipo es un círculo de radio R > 0; en 
el segundo tipo es todo el plano; en el tercero se reduce al 
origen. 


Las series de radio de convergencia infinito son las más 
parecidas a los polinomios, pues toman valor numérico para 
cualquier valor de x; las que no se reducen a polinomio repre- 
sentan las funciones llamadas trascendentes enteras. 


EJEMPLOS: Primer tipo: Tienen radio 1 las series siguientes: 


1. On (1 + x)] Fi A Mi 
2. (arc tg x) A 


Segundo tipo: Compruébese, aplicando d.), que tienen radio infinito 
las series: 


x e e an 
3, (2) Lti tate A 
a? w de q = 
4. (cos x) 1 > 21 + 4! MI TE g (2n)! “+ soa 
x’ qe J gatt a 
5. (senx) «æ — y + T E aa 


Las series de los ejemplos 1 a 5 serán estudiadas en § 45, donde de- 
mostraremos que sus sumas respectivas son las anotadas a la izquierda. 
En estas series, excepto la primera y la tercera, no es aplicable dz) di- 
rectamente, pues hay infinitos coeficientes 0; pero tomando a? como va- 
riable (y separando eventualmente un factor <), resulta 1 como límite en 
la segunda; luego, R=1; y en las 4 y 5, R= %. 

Tercer tipo: Aplicando el criterio del cociente d:) resulta inmediata- 
mente que es nulo el radio de convergencia de las series siguientes: 

6. 14 1x4 2124 ...49 nlan+... 

7. 2 + 2x2 + 222 + ,.. + 22Dg + ...; 
por consiguiente, no definen ninguna función. (En Análisis superior se 
logra sin embargo, en casos muy generales, engendrar una función, a pe- 
sar de la no convergencia; ver Cap. V, nota I, g) 

8. Las tres series: 


20 2 y" 90 an 
AY yn p Na 
pr , su 2» ai 

1 1 N 1 N 


tienen radio de convergencia R=1. La primera no converge en ningún 
punto de la circunferencia || — 1 (pues el término general no tiende a 
cero), la segunda converge absolutamente en todos ellos (como se ve si se 
compara con 5 1/n*), y la tercera converge condicionalmente en todos los 
puntos, menos para el == 1, en que diverge ($ 22-4, ej. 4). 

9. He aquí un ejemplo en que no existe el límite del cociente de coe- 
ficientes: 

2 +42 +4 Pe + 20 + Sa + Exe A; 

tiene el término general 2n xn si n es impar, y 22-1 g8 si n es par; luego, 
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n n n n n-1 


V |a] = V22 = 2; o bien Vjajj| = V2 = 2" > 2; 
por lo tanto, es R=3ż. 

La serie es, pues, absolutamente convergente para los valores tales 
que |x| < 3. La suma se calcula fácilmente si se observa que se compone 
de dos progresiones geométricas convergentes., 

Para estudiar la serie fuera de su campo de convergencia, formemos: 


E (2 )*”--1 _ (2 0)"U(4x* + 2) —u—1 
Sen =20(14 0) 7 3 Sa = 20 Y OT A —1 
Para x =}, la serie 142 +1+4+1+3... es divergente. 
Para x=— 1d, la serie — 1 + 3 — 1 + ł— ... es divergente. 


Para |x| >3 (x 4—1) crecen infinitamente Sa y Sm; luego, es 
divergente. 


Para a=— 1 es siempre Sa =0 y Sen > %; luego, es oscilante. 
Divergente Convergente Divergente 
HA A _ ——_— A — o _——_——— O O 
| | | | 
— 1 — id 0 a 
Oscilante 


Como ejercicio, clasifíquense análogamente en el plano complejo los 
puntos |x|=4 ($ 22-1, b). 


2. Operaciones con series de potencias. — La utilidad de 
las series de potencias reside sobre todo en sus propiedades 
sencillas, análogas a las de los polinomios. Como consecuencia 
de los teoremas sobre operaciones con series (8 22-6), dentro 
del conjunto común a los campos de convergencia, las series 
de potencias se suman y restan como polinomios ordenados. 
También se multiplican, formando el producto de cada término 
de una por cada término de la otra, y ordenando los productos 
según las potencias crecientes de x, lo que conduce al producto 
de CAUCHY (8 22-6, by). 

El círculo de convergencia de la serie que resulta compren- 
de al menor de los círculos de convergencia, pues para x inte- 
rior a él, ambas series convergen absolutamente, pero puede 
ser mayor como prueba el ejemplo trivial: 


(1l+2+%+0%%+...) (1—x) =1. 


EJEMPLO: Elevando al cuadrado la serie 
+. E... =1:(1—x) lxe|<1, 
y ordenando según las potencias ascendentes de x, obtenemos este resul- 
tado: ; 
1 +2% + 3# 4e t... = 1: (1—rr)’ le|<1. 
Análogamente pueden dividirse las series de potencias como los poli- 
nomios, ordenando el cociente según las potencias ascendentes de x, pero 
la validez del resultado ya no es de tan fácil expresión como en la suma, 
resta y multiplicación, pues el radio de convergencia del cociente puede 
ser menor que los de ambas series, ya que no puede superar al menor de 
los módulos de las raíces reales o complejas del denominador, si 7'-=a 
raíz no lo es del numerador ($ 44-3). 
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3. Series de funciones. Convergencia uniforme. — a) Mu- 
chas propiedades de las series de potencias interesan en gene- 
ral para series cuyos términos son funciones de zx: 

[43-3] uo (x) + u (2) + uz (£) + ... + Un (£) +..., 
por lo cual nos referiremos a ellas, aplicando luego las conclu- 
siones al caso especial de las series enteras: un (£) = dng”. 

Ante todo observemos que el campo de convergencia de 
[43-3], es decir, el conjunto de los puntos « en que converge 
la serie, no necesita ser un círculo o un segmento. Por ejemplo, 

00 


la serie 3 sen nx sólo converge en los puntos: 0, vr; 


+2r;... 

Supongamos ahora, para fijar las ideas, que la serie [43-3] 
converja en un intervalo (a,b). Para cada x del intervalo, 
dado e > 0, tendremos, llamando S, (1) a la suma parcial 

uo (x) +... + Una (2), y f(2) = lim S, (x) 
a la suma de la serie: n—> 00 
[43-4] | Sa (x) — f(x) | <e para todo n>N (e, x). 

El número N depende, en general, no sólo de e, sino tam- 
bién de x, como indicamos al escribir N (e, x), pues para cada 
valor de x se tiene una serie numérica distinta, y la aproxima- 


y 7Snix) 





y=f(x) 


Fig. 134. 


ción [43-4] se logrará con distinto número de términos, si no 
está acotada para cada « > 0 la función de z, N (s, æ). 

Diremos que la convergencia es uniforme en (a,b), cuando 
para cada « >0 se logra la aproximación [43-4] desde una 
suma parcial en adelante y para todos los puntos del intervalo 
(a, b) a la vez, es decir, en el campo real (fig. 134), por del- 
gada que sea la “faja plana” comprendida entre y = f (x) — e 
e y=f(x)+e, las gráficas y = Sa (x) quedan dentro de ella 
para n suficientemente grande. 

Más generalmente: 
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DEF.: La convergencia de la serie [43-3] se dice uniforme 
en un conjunto X, si a cada e > 0 corresponde un número na- 
tural N (e) (dependiente de e pero no de x), tal que para to- 
do x del conjunto X es: , 

[43-5] | Sa (z) — f(x) |< e, si n > N(e). 

Es evidente que la convergencia uniforme implica conver- 
gencia para cada x del conjunto X, pero una serie puede ser 
convergente en cada punto sin serlo uniformemente. 


EJEMPLO 1: La serie 
f(x) =x3 + (1*—2x) + (a —0) +... + (xn —anit) +... 
es convergente para todo x que cumpla la condición |x| <1, pues pres- 
cindiendo del primer término, es geométrica de razón x. Como las sumas 
parciales son S,(x)=xw", resulta en |x|<1 ($ 8-5, b): 
f(x)=0; Ra (x) = f (x)— Sa (x) = — q". 

Si bien para cada x fijo este resto tiende a cero, no ocurre siempre 
lo mismo si al crecer n varía x; por ejemplo: R (V3) =— 3, y entonces 
la convergencia no es uniforme en |*|< 1. 

Para x=1 se anulan todos los términos, salvo el primero, y resulta 
f(1)=1. Por consiguiente, en el intervalo [0,1] la serie dada de fun- 
ciones continuas representa una función discontinua, o lo que es lo mismo, 
la sucesión ¿1"p de funciones continuas (fig. 26 en $ 8-5) converge hacia 
una función discontinua. 

b) La importancia del concepto de convergencia uniforme 
radica no sólo en la acotación más sencilla del resto, sino tam- 
bién en que una serie uniformemente convergente se compor- 
ta en muchos aspectos como la suma de un número finito de 
funciones. Por ahora, contentémonos con observar que así co- 
mo la suma de un número finito de funciones continuas es una 
función continua ($ 25-7), se tiene el siguiente teorema (de 
STOKES-SEIDEL, 1847-8) : 

La suma f(x) de una serie [43-3] uniformemente conver- 
gente de funciones continuas en un conjunto X del plano com- 
plejo, es una función continua en dicho conjunto. 


DeEmM.: Llamando S,(x) a la suma parcial de n términos, 
y Rn (x) al correspondiente resto, dado e > 0 existe, por la con- 
vergencia uniforme, un número N tal que | R,(x) | < £/3 para 
todo x de X sin > N. 

Fijado así n, como S„a(x) es continua en X (§ 25-7), para 
cada punto x de X podemos elegir 8 tal, aue | S, (x) — S, (x) | 
<e/3 si lar —«wr!<3 y x está también en X. Por consi- 
guiente: 

[E(2) — f(z) |= | Sa (2) + Ra (2) — Sa (£) — R, (2) | S 


ISa (2) —Sa (2) | + | Ra (2) HR (2) |< + +=. 


lo que prueba la continuidad de f(x) en X. 


EscoLI0: En una serie de funciones continuas, la convergencia uni- 
forme es suficiente, pero no necesaria, para la continuidad de la suma, 
como prueba el ejemplo siguiente: 
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EJEMPLO 2: La serie de funciones continuas 
O 2% z 
S (a 1+2) ES 


no B (n —1)g 
+ oa + UN 


tiene suma continua para todo x, sin que la convergencia sea uniforme. 
Basta calcular, sucesivamente: 


nx . 
Sa (x) = Ima (fig. 135); 
f(x) = lim S,(%) = 0 cualquiera sea %; 
n > 0 
—ng x 1 
Ra (x) == f(x) — S, (x) = IF ng .. R(=) = — į. 





Fig. 185. 


c) El criterio más sencillo para asignar la convergencia 
uniforme en el conjunto X, es el de la serie mayorante 
(§ 22-2, b) : 

Si para todo x del conjunto X los términos de la serie 
5 Uun(x) se conservan inferiores en valor absoluto a los de una 
serie numérica convergente Za, de términos positivos, la ¿on- 
vergencia de la serie dada es uniforme en X. 


En efecto, tomando un número y suficiente de términos, el 
resto de la serie numérica es menor que e, y por lo tanto, 


[43-6] | uv(x) + uva (2) +... |< av + avn t... <e, 
para todo x de X. 


NOTAS: 1. Aunque el criterio de WEIERSTRASS (c) da a la vez con- 
vergencia absoluta y uniforme, ambas propiedades son independientes, 
como lo prueban los dos ejemplos que siguen: 

19%) Zæ” es absolutamente convergente en |œ |< 1, pero la conver- 

ge 
{== 





gencia no es uniforme allí, pues cualquiera sea n, el resto Ra = 
tiende a “0 para x> 1. 


00 (1 


29) Z nia no es absolutamente convergente para ningún zx real 
1 
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($ 22-2, ej. 6). Es en cambio uniformemente convergente en todo el eje 
real, pues por la acotación del resto en series alternadas ($ 22-3, a): 
1 1 
| Ra (x)| < n+a <s n’ 

Diremos que una serie es incondicional uniformemente convergente en 
un conjunto X si una reordenación de sus términos no afecta la conver- 
gencia uniforme. W. SIERPINSKI ha demostrado recientemente (1950) que 
esto ocurre en el campo complejo cuando y sólo cuando > |u,(x)] es uni- 
formemente convergente en X. Obsérvese que $ (1 — x) (—x)”" es en 
X= [0;1] absoluta y uniformemente convergente sin ser incondicional 
uniformemente convergente. 

2. Si se multiplica una serie o sucesión uniformemente convergente 
por una función no acotada, aunque definida, se puede perder la unifor- 
midad de la convergencia. Por ejemplo, la sucesión de funciones f.(x%)= 


x . 1 
5 —— t z —— j 
Iina O uniformemente en 0<x*<1, pues fa(x)< Le. 0 
A 1 1 e 
m a = — fa = —— >» mem 
y en cambio, gn(x) ja fa (x) Eak 0 no uniformemente en 


(0,1), pues ga(1/n) = 3. 


4. Convergencia uniforme de series de potencias. — a) El 
criterio de la mayorante (3 43-83, c) permite demostrar: 

Toda serie de potencias 3 a,x”, de radio no nulo, converge 
uniformemente en cada circulo, | x | S p < R, interior al circu- 
lo de convergencia (en todo circulo, si R = œ). 

Basta comparar con la serie de términos positivos 3 | a, | p” 
convergente (8 43-1, c). 

b) TEOR. DE ABEL: Si la serie de potencias £ anx” converge 
en un punto xo del plano complejo, converge uniformemente 
en todo segmento rectilíneo [0, xo]. 

La demostración resulta del criterio de ABEL ($$ 22-4, c, y 22-5), en 
que la convergencia simple de una serie se deduce de la de otra, con este 
complemento esencial: De la convergencia de Z an, dado e existe N tal que 


N+p 

E a.| < e para todo p > 0, con lo que si los términos de la sucesión 
monótona [22-53] son funciones de una variable x, resulta de [22-63]: 

| an by + ... + An+p Dnsp | < e by < eC, 
es decir: 5 Gn b, converge uniformemente en X, pues su resto Ry puede 
hacerse menor que un número arbitrariamente prefijado, con N indepen- 
diente de v. , 
En efecto, los términos de d» x” se deducen de los términos de la serie 

convergente 3, 4n to” multiplicándolos por la sucesión de números reales 


o 


positivos: 2 3 
SEE E- 
Lo Xo Ya 


todos inferiores a 1, cualquiera sea el punto x del segmento [0, x]; luego, 
es aplicable la observación anterior, y la serie 5 an xn converge unifor- 
memente en dicho segmento. 

NOTAS: 1. Se puede ampliar el alcance del teorema de ABEL, demos- 
trando que la convergencia es uniforme en todo recinto interior al círculo 
cuyo contorno tenga común con la circunferencia el punto xo, a condición 
| La — X | 
t| — |x | 
un ángulo de dos cuerdas trazadas por dicho punto (fig. 136). Éste es 








de que se conserve acotado , es decir, que esté contenido en 
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al llamado teorema de STOLZ, que amplía el alcance del teorema de ABEL. 

2. En la nota I de este capítulo veremos que el recíproco del teorema 
do ABEL sólo es cierto con alguna condición complementaria sobre los coe- 
ficientes Un. 

3. Como corolario inmediato del teorema de ABEL resulta el teorema 
de ABEL sobre producto de series, 24, y 2%, condicionalmente conver- 
xontes ($ 22-6,b,), ya demostrado en el Capítulo 
V, nota I, f). En efecto, se tiene para 0< x<l, 

e el teorema del producto de CaucHY ($ 22-6, Xo 
Da), 

Dung”. Eug = Eww, 
y si suponemos convergente È w., resulta la con- 
vergencia uniforme de las tres series en [0, 1], lo 
que implica ($ 43-3, b) la continuidad de sus su- 
mas, de modo que tomando límites para œ —> 17 
resulta È un. Z V = 2%. 

EJEMPLOS: 1. La serie de $ 43-1, ej. 1: 
a e Fig. 136. 
Y 2 + 8 ...) 

converge en el punto %v.=1, y por lo tanto, la convergencia es uniforme 
en todo el intervalo [0, 1], según el teorema de ABEL, o bien en todo 
recinto del tipo de STOLZ. Pronto veremos la importancia de este resul- 
tado para el cálculo de logaritmos. 


n 
2. La serie q ($ 43-1, ej. 8) converge uniformemente sobre cada 


radio, incluídos los extremos, pero en este caso la convergencia uniforme 
en todo el círculo y su contorno resulta trivialmente del criterio de com- 
paración. 

c) Como una serie uniformemente convergente de funcio- 
nes continuas representa una función continua (8 43-3, b), se 
tiene, por (a) y (b): 

La función f(x) => a,x”, definida por una serie de poten- 
ctas, es continua en todo punto interior al campo de conver- 
gencia; también es continua radialmente en todo punto del 
contorno donde converge la serie. La continuidad radial en un 
punto xo del contorno: | vo |= R, significa que 

f (zo) = lim f(x), siendo x/%, real y menor que 1. 
Lo 

EJEMPLO 3: La serie del ejemplo 1 define una función continua en 
todo punto interior del intervalo (-—1, + 1); veremos ($ 45-4, a) que esta 
función es Zanx” =1n(1 + x). Para x > 1, el primer miembro tiende, por 
el teorema de la continuidad, hacia la serie convergente 1—3i+34—..., 
y el segundo hacia ln 2; luego, resulta el desarrollo ln 2 = 1 — ł + 4 —... 

5. Derivadas y primitivas. — a) Campo de convergencia 
de la serie derivada. — La serie [43-1] y la serie formada por 
las derivadas de sus términos: 

[43-7] fı(x) = a, + 20x + 3 az? +... H nangen +... 
tienen el mismo radio de convergencia. 

Basta, en efecto, observar que por ser (Cap. V, nota I, 
ej. 2): no 
[43-8] lim yn = 1, 
no se altera el límite que determina el radio del desarrollo de 
x. fı (x), obtenido al multiplicar por n el término general, 
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NoTA: Este teorema prueba que la serie obtenida derivando los tér: 
minos de la serie dada, define una función f(x) en el mismo campo 
(salvo el contorno) en que está definida la función f(x); pero esto no 
autoriza a asegurar que f.(x) sea precisamente la derivada de f(x), pues 
la regla de derivación de una suma ($ 32-1, b) se refiere exclusivamente 
a un número finito de sumandos, y- es preciso un estudio especial para 
las series, que ahora vamos a hacer. 


b) En general, una serie no puede derivarse término a tér- 
mino. Por ejemplo, la serie 3 1? , sen n*%x es convergente para 
todo x real (absoluta y uniformemente), por tener la mayoran- 
te 31 ?, pero la serie de las derivadas, > cos n?x, no converge 
para todo x real; por ejemplo, diverge para x= 0. También 
la serie de potencias, 3 x"/nm?, converge en todo el contorno 
|x| =1 (8 43-1, ej. 8), pero no así la serie de las derivadas 
2 2”1/n, que diverge en g = 1. 

Sin embargo, en el interior de su campo de convergencia, 
toda serie de potencias puede derivarse término a término, y 
en la misma forma puede hallarse la primitiva. Aunque esto 
es consecuencia de propiedades generales de las series unifor- 


memente convergentes (vol. II, § 85), daremos una demostra- 
ción directa.. 


Sea x un punto interior al campo de convergencia; tomando h en un 
cierto entorno |h |< 8, de modo que x + k quede también dentro del cam- 
po de convergencia, son absolutamente convergentes las series: 

f(x) = Mo + ax+ a: x? Hee tan. 
f(x +h) = a + alæt h) + alx +h)? +... Haltk) +.. 
de donde, restando término a término, y dividiendo por h, se deduce la 
serie convergente : 
PEEM a (2040) BB) do 
=01+ 202 + 3ar* + 4a.x* +... + 
+ ah + a(83xh+h) +a (60th + dr tK) ++. 
y como la primera de estas dos series es convergente (a) y lo es la suma 
de ambas, también lo es la segunda; separando el factor h, y llamando: 
[43-9] Pa, h) =0+0(8x+h) + a(6x* + 4h + -P)>+..., 
tenemos: 
donde $ depende de w y de kh, pero se conserva inferior a un número fijo, 
según vamos a probar. 

Si se sustituyen las a,, œ y h por sus valores absolutos, como la se- 
rie dada converge absolutamente y también la f(|æ]|+ |A|) por ser 
|æ|+ |h | interior al campo, resultan convergentes todas las series del 
cálculo anterior, y en particular la serie transformada de [43-9], es de- 
cir, P(|x], |h!), función que decrece con | k| y está, por lo tanto, aco- 


tada. Siendo, pues, 
|[S(,h)| < $(|x1, 11) < k, 
resulta de [43-10] para h > 0: 


FM ASPE 
h=>0 h 


= f(x) + he(x,h), 


= fı (x). 
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La función 
f(x) = ao +t art artt ... Hart p., 

definida por una serie de potencias, es continua y derivable en, 
todo punto interior a su campo de convergencia. La función 
derivada se obtiene derivando término a. término la. serie dada: 
es decir, 
[43-11] f'(x) = a+ 2a:x + 3a, +... Hna, +p... 
y las derivadas sucesivas son: 
[43-12] 

f(z) = 2a, + 3.2.0% + ... + n(n— 1) anz"? +... 


E” (x) =3.2.1 as + ... + n(n — 1)(n— 2) anx +... 


mM (7) = nlan +... 


e... .. 6. .100000000080s004000:0060000N 0. 0000000000004 010.100000.000 


Recíprocamente: 


Una función primitiva de una serie de potencias se obtiene 
aumentando en 1 el exponente de cada término y dividiendo 
por el nuevo exponente. La función primitiva más general se 
obtiene sumando una constante arbitraria a esta serie. 


Veremos ejemplos en el $ 45, 


EJERCICIOS 


1. Radios de convergencia de las series de potencias: 

Zanna, Eniangn, En! a/ma, (29) !x"/(n1)?, En! xn, Enla. 

2. Probar que si existen dos constantes positivas h y k tales que se 
verifique para todo n una de las acotaciones: ; 

a) |an" | < hn", b) [aot ago + ... + næ] < he, 
Pe me serie Za, x" converge absolutamente para todo x tal que 
lx|<]|zw!l. 

3. Demostrar que si L y 1 son los límites superior e inferior de oscila- 
ción ($ 20-5) de | an../a, |, el radio de convergencia de [43-1] está com- 
prendido entre 1/L y 1/1 (PINCHERLE). 

00 


4. Probar que Zx"/(n?*4+ nn) es absolutamente convergente para 
1 


|| <1. 

5. Probar que si las series 2a,x2” y 2b,%" tienen radios de conver- 
gencia R y R', el de Za,b,x" es >RR', y el de 2 (a./b,) x” es < R/R’. 

6. Demostrar que el radio de convergencia de la suma de dos series de 
potencias de radios desiguales es el menor de ambos, pero puede ser mayor 
si éstos son iguales. Dar una serie que sumada a Za, x" dé otra de radio 
infinito. 

7. De los desarrollos de $ 43-2, ejemplo, obtener por producto o cam- 
bio de variable los de 1/ (1 +æ), 1/(1 + z)’, 1/(1 + z’). ; 

8. Una serie de potencias A(x) = 2 A, x”, de co. ficientes no-negativos 
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A, > 0, se llama (cfr. $ 22-2,b) mayorante de a(x) = Zang" si 
| An | < An Probar que si además es B (x) = 2 B, x", mayorante de 
b(x) = Zb, æ”, entonces es A (x) + B (x) mayorante de a(x) + bíx), 
y A (x) . B (x), mayorante de a(x) . b(x). 

9. Probar que: a) el desarrollo (finito) de (1-++w)" tiene por mayo- 
rante el de T/(1—x)"; y b) éste el de 1/(1—m2). 

10. Probar que la serie f(x) = 2x/[(1 + 19%) (1 +(n + 1)x)] no con- 
verge uniformemente en ningún intervalo que contenga a cero, y hallar 
su suma (n desde 0 a 00), 

11. Utilizando la derivación de series de potencias, sumar las series: 


1HP 8 PR Ho’ 1AP Pe. 
12. Probar, a partir de la serie exponencial [45-1], que 
1 2 3 
z tzr ta t a. zil 


§ 44. DESARROLLOS EN SERIES DE POTENCIAS 


1. Definición y unicidad. — a) Demostradas las propiedades 
de las series de potencias, muy análogas a las de los polinomios, 
se comprende el interés que encierra la expresión de funciones 
por medio de series de potencias, algoritmo que da unidad a 
funciones definidas por medios muy diversos. 

Desarrollar una función f(x) en serie de potencias de zx, 
es obtener una serie de potencias cuyos valores en todos los 
puntos de su campo de convergencia coincidan con los valores 
que en ellos toma la función. 

El ejemplo más sencillo de desarrollo en serie, en el cual 
aparece claramente la restricción que este algoritmo lleva con- 
sigo, es el siguiente: 


[44-1] TARA Het.. la] <1. 


El segundo miembre tiene significado numérico solamente 
para valores de x inferiores a 1 en valor absoluto, pues sólo pa- 
ra ellos converge la serie, y el valor de la serie coincide con el de 
la función. Para valores de x superiores a 1 en valor absoluto. 
el segundo miembro carece de valor numérico, puesto que la 
serie diverge, y en cambio, el primer miembro toma valores 
perfectamente determinados. Finalmente, para x=1, uno y 
otro miembro carecen de valor numérico; para x = — 1, el pri- 
mero vale +, mientras que la serie es oscilante. En el campo 
real, la serie sólo sirve, por lo tanto, para representar un 
arco de la hipérbola (fig. 137) que el primer miembro de- 
fine. 


NoTA: Se comprende bien, en el ejemplo anterior, que el campo de 
convergencia no puede sobrepasar al punto += 1, pues la función es dis- 
continua en él. Consideremos ahora el desarrollo en progresión geomé- 
trica: 

1 
44-2 R—— = 1 — au gt —... 
[44-2] ryp =le + ; 
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que también tiene en el campo real el intervalo de convergencia (—1, 
4- 1), careciendo el segundo miembro de valor numérico fuera de este in- 
tervalo, mientras que el primer y 
miembro es una función continua 
mra todo æ real (fig. 66 en 
; 25-7). 

Sería inútil buscar explica- 
ción a este hecho sorprendente sin 
salir del campo real. En cambio, 
si consideramos también valores 
imaginarios, se comprende bien 
que siendo x = + ¿ ceros del deno- 
minador, el campo de convergencia 
será un círeulo de radio 1, el cual 
determina sobre el eje real el seg- 
mento (— 1, +1). La singulari- 
dad del campo complejo repercute 
en el campo real, 


b) Si la función f(x) ad- 
mite un desarrollo en serie de potencias: 
[44-3] f(z) = dao +t ag + ax? +... Hant” +. 
válido en un cierto campo de convergencia, hemos visto 


(§ 43-5, b) que es derivable en él, y sus derivadas son las series 
[43-11] y [43-12]. Haciendo en ellas x = 0, resulta : 


£(0) = ao f'(0) = 1!.a1, "(0) = 2!.a», ..., £" (0) =N!.Qp, ...; 
luego, los caieficientes, del desarrollo pueden expresarse así: 


, ”(0 (n) 
@o = f (0), a =E, a, ..., a == O 


Si en el campo real o complejo una función f(x) es des- 
arrollable en serie de potencias, este desarrollo es único y vie- 
ne expresado por la fórmula: 

fm) (0) 


[44-4] ta) =100 + Dado + o 


Llamaremos a esta fórmula desarrollo indefinido de MAc-LAU- 
RIN. 

Si dos funciones desarrollables en serie toman iguales va- 
lores en un entorno cualquiera del origen, las dos series son 
idénticas, es decir, tienen iguales los coeficientes de las mismas 
potencias de g. 

Porque en dicho entorno constituyen una sola función, y 
siendo iguales sus derivadas en el punto x =0, el desarrollo 
es el mismo. 





Fig. 137. 


,) A 


A igual conclusión se llega con sólo suponer la coincidencia de ambas 
funciones en infinitos puntos con un punto de acumulación (Cap. VI, 
nota II) en x=0. 


De este teorema, también llamado principio de identidad 
de las series, se deduce inmediatamente : 
El desarrollo en serie de una función par sólo contiene po- 
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tencias de x con exponentes pares, y el desarrollo de una fun- 
ción impar sólo contiene exponentes impares. 

Porque debiendo ser, en el primer caso, en el intervalo de 
convergencia, 


Ao + ait + a£? + ... = do — At F a8? — .. 
por el principio de identidad resulta: 
Q = dg =... = QA = Q, 


y análogamente en el segundo caso. 


2. Desarrollo por la fórmula de Mac-Laurin. — El teorema 
de unicidad simplifica el problema del desarrollo en serie, pues 
lo reduce a investigar si el desarrollo de MAC-LAURIN es legíti- 
mo o no. 

Desde luego, dada una función cualquiera f(x) que admita 
en el origen infinitas derivadas finitas, la fórmula de MAc-LAU- 
RIN que hemos introducido en el campo real, expresa: 








[44-5] f) = f0) Ea EO t., 
+ 10 5 + T, (2), 


donde el término complementario, T, (x), tiene cualquiera de 
las formas obtenidas en $ 39-3. 

Es decir, llamando S, (x) a la suma de los n + 1 primeros 
términos de le. serie de MAc-LAURIN [44-4], en el campo real 
siempre es cierta la igualdad: 


[44-6] f(x) = S,(x) + T, (2x), 
y se trata de averiguar cuándo coincidirá f(x) con la serie in- 
definida, es decir, cuando será: 
f(x) = lim S,(x). 
n> 0 

La contestación es inmediata, pues esta condición equivale 
a esta otra: 
[44-7] lim T, (1) = 

n> 

En el campo real (ver para el campo complejo, nota 2), el 
desarrollo de una función f(x) en serie de MAC-LAURIN es le- 
gítimo para todo valor de x que, sustituido en el término com- 
plementario T,(x), cumpla la condición lim T, (x) = 0. 

n-o 

Obsérvese que esta condición lleva consigo la convergencia 
de la serie de MAC-LAURIN, puesto que S, (x) tiene como límite 
f(x), que es finita, pero la convergencia por sí sola no implica 
que T, (x) tienda a 0. (Ver nota 1). 

En la prática, conviene sin embargo comenzar examinan- 
do cuáles son los valores de x que hacen convergente la serie, 
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y después sustituirlos en el término complementario, para des- 
echar aquellos que no cumplan la condición lim T,(x) =0. 
n—> 00 

Obtenemos así esta regla práctica para desarrollar en serie 
una función f(x); 1% Se calcula la expresión general de sus 
derivadas, o por lo menos sus valores para x = 0; 2% Se deter- 
mina el campo de convergencia de la serie de MAc-LAURIN for- 
mada con estos coeficientes; 3% Se desechan los valores de x 
que no cumplen la condición lim T,(x) =0. 

n—> : 

NOTAS: 1. Hemos visto que en el campo real, la condición lim T, (x) =0 
lleva consigo la convergencia de la serie de MAC- LAURIN, pero la recí- 
proca no es cierta; puede suceder que la serie sea convergente, es decir, 
que S,(x) tenga un límite S(x), pero que este límite no coincida con 


f(x); entonces puede asegurarse que la función no es desarrollable en 
serie. 


Ejemplo notable es la función de CAUCHY ($ 38-5): 
Í (%)= e 1/2, f(0)= 0, 
cuyas derivadas en el campo real son nulas en el origen. El desarrollo de 
Mac - LAURIN sería: 
0+0.x +0.84... +0.82 +... 
convergente para todo valor de x, pero que no coincide con la función en 


ningún intervalo, por pequeño que sea, puesto que la función sólo se anula 
para x —0. 

La razón de esta discrepancia es evidente: el valor del término com- 
plementario T,(x) coincide con el valor f(x), por mucho que se avance 
en el desarrollo. 

2. Enla teoría de las funciones de variable compleja se demuestra (vol, 
III, § 115-10) que la condición necesaria y suficiente para que una función 
sea desarrollablo en serie de potencias, es que admita derivada finita en un 
entorno de 0, cualquiera sea el incremento complejo Az de la variable 
($ 41-1,b). Por eso no es analítica e”1/2?; pues si bien admite derivada 
para Ax real, positivo o negativo, si se pone x—¿y, la derivada en la 
dirección del eje y es infinita. 


3. Función racional. Desarrollo por división. — a) No siem- 
pre es la fórmula de MAc-LAURIN [44-5] el medio más expe- 
dito para desarrollar en serie. Tal sucede, por ejemplo, con la 
función racional. Investiguemos si ésta es desarrollable en se- 
rie, esto es, si existe una serie convergente en un cierto círculo, 
tal que sea: 


A = eo H ot -H et H H Oat + i 


Desde luego, es condición necesaria que sea bo 0, y tam- 
bién vamos a probar que es suficiente, En efecto, suponiendo 
bo = 1 (para lo cual basta dividir por él), como el producto 


de los m ceros del denominador es (8 18-2) 2,%2... Im = 
(—1)=/b, el valor del denominador será ($ 18-2): 


Bal a— 2) (2—%1) ... (1—%a) = INE... 


zı La 
£ 
En 
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La fracción es, pues, el producto del polinomio numerador por las 
fracciones 


E =1 4E (2). (Z, AS 
Yi 

E =1 +2 (EFE jeļ| < |£nl ; 

Tam 


o sea, es el producto de dicho polinomio numerador por estas m series 
absolutamente convergentes, y esta igualdad es válida para todos los va- 
lores de x que cumplan las condiciones 


lel < le], fal < les > e lel < Eml > 


además, por la continuidad de la función representada por una serie de 
potencias en el interior de su círculo de convergencia (§ 43-4, c), no 
podrá pertenecer a dicho círculo ninguna raíz del denominador (supues- 
to que no lo sea del numerador); luego: 


El desarrollo en serie de una función racional es válido pre- 
cisamente para todos los valores de x inferiores en valor ab- 
soluto al menor de los módulos de las raices del polinomio de- 
nominador. 

El radio del círculo de convergencia es, pues, el menor de 
los módulos de las raíces reales o imaginarias del polinomio 
denominador (cfr. § 44-1, nota). 

b) Demostrada la existencia del desarrollo en serie de la 
función racional, sus coeficientes se calculan por su condición: 


(Co + Cix + Cæ? +... + enar +...) (bo + bizt... + One) = 
= ly + ag +... H a2, 


y como es absoluta la convergencia de la serie en todo el inte- 
rior del intervalo de convergencia, podemos ordenar los térmi- 
nos del primer miembro según las potencias de x, y en virtud 
del principio de identidad, sus coeficientes han de ser iguales 
a los del segundo miembro. Tenemos así el sistema de igualda- 
des de condición: 


e 


. Co bo = Qo 
Cı bo + Co b1 = 
o 


[44-8] e. ls Cm- -1 +. PE Co O = Am 
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de donde se despeja sucesivamente: 
Qo mE 41 — Co bi ntc — Cr-10,—. . GD . 
bo”? 1 A se.. Cn A A PS 
es decir, resultan los mismos coeficientes que si dividimos am- 
bos polinomios por la regla ordinaria, prosiguiendo el proceso 
indefinidamente. Luego: 

El desarrollo de una función racional se obtiene dividiendo 
el numerador por el denominador, ordenados según las poten- 
cias crecientes de x. 


Co- - 


Esto mismo vale para el cociente de dos series, porque una vez de- 
mostrado, como se hace en la Teoría de funciones de variable compleja 
(vol. III), gue existe tal desarrollo, sus coeficientes se calculan igualmente 
por división. 

EJEMPLOS: 1. He aquí un desarrollo de función racional: 

1 — x 
++" 

El radio de convergencia es 1, módulo de los ceros del denominador. 


2. La función tgx se desarrolla como cociente de las series del seno 
y coseno ($ 45-2), y se obtiene: 


tex = x +++ ua 


= 1 — 2x + æ + g — 2x p e... 


y , T 
su radio de convergencia es —g > POr ser el menor de los ceros del deno- 
minador. 

3. Análogamente resulta : 


3 4 





x x 
a a r E T — ... , R=. 
4. También, por división, se obtiene: 
1 a? 5 gx‘ 61 x* 1 385 x* 
a ToT 4! + 6! + 8! Tari 
Los números 1, — 1, 5, — 61, 1385, ..., que, salvo los signos, apa- 


recen en los numeradores, se llaman números de EULER, y se presentan 
también en otros muchos desarrollos. 


c) Series recurrentes. — Las ecuaciones de condición [44-8] que 
determinan los coeficientes de la serie demuestran que cada m-+1 con- 
secutivos: 


Cn-mp Cn=m+lp »..s Cn-is Cn 


están ligados por una ecuación lineal de coeficientes fijos: 
bn, bn- .., ba, bo. 


DEF.: Se llama recurrente toda serie cuyos grupos de coeficientes 
consecutivos, desde uno de ellos en adelante, satisfacen a una ecuación 
lineal homogénea de coeficientes constantes. Éstos constituyen la escala 
de recurrencia de la serie. 

Dada una serie recurrente cualquiera, cuya escala se componga de 
m + 1 términos, si formamos las igualdades [44-8], obtenemos p+ 1 nú- 
METOS Qo, Qi, .-., Qp, y al dividir el polinomio que tiene estos coeficientes 
por el formado con los bo, bi, ..., bm de la escala, van resultando preci- 
samente Co, Cı, Ca, ...; luego: 
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Toda serie recurrente define una función racional, cuyo denominador 
tiene por coeficientes los de la escala de recurrencia. 


EJEMPLO: La serie 
1432 + 7**+... + (22—1)ar + (2 — 1i)” + ... 


es recurrente, pues cada tres coeficientes consecutivos están ligados por 
la relación 


(27+2— 1) — 3(27+1—1]) 4 2(27—1) =0, 
que se verifica para todo valor de n; luego, pondremos: 
1.1 =% 
3.1 — 1.3 =% 
7.1 — 3.3 + 1.2 = a, 
y como valor de la serie resulta: 


1 


e Taa e. 


. NOTA: En ocasiones se puede hallar más fácilmente una ecuación 
lineal no homogénea que conduzca al mismo resultado. En el ejemplo 
anterior, dos coeficientes consecutivos, Cn y Cn, están en la relación 
2 Cra + L = Cn, que conduce rápidamente al mismo resultado. 


4. Método de los coeficientes indeterminados. — El método 
seguido para desarrollar en serie las funciones racionales pue- 
de aplicarse a muchos tipos de funciones. Consiste en designar 
con letras los coeficientes del desarrollo buscado, y someter la 
serie desconocida así formada a las condiciones que caracte- 
rizan la función dada, hasta llegar a una identidad a la cual 
debe satisfacer en todo su intervalo de convergencia; identifi- 
cando los coeficientes en ambos miembros, resultan ecuaciones 
de condición que permiten calcular sucesivamente los coefi- 
cientes buscados. 

La condición que determina la función dada, y = f(x), 
puede ser una ecuación, algebraica o trascendente, a la que sa- 
tisface y. También puede ser una ecuación que liga a y con sus 
derivadas y”, y”, ...; estas ecuaciones se llaman ecuaciones 
diferenciales. 


Complemento ineludible del método, en todos los casos, es el examen 
de la convergencia de la serie obtenida una vez calculados los coeficien- 
tes; porque sólo en esta hipótesis son legítimas las operaciones a que se 
ha sometido dicha serie para determinar sus coeficientes, 


Además, es indispensable asegurarse si dicha ecuación algebraica, 
trascendente o diferencial, caracteriza completamente a la función dada, 
o si existen otras funciones que también la satisfacen, y entonces habrá 
que examinar a cuál de estas funciones corresponde el desarrollo obtenido. 

Cuando a priori pueda asegurarse que la función es desarrollable en 
serie, entonces se simplifica el método, pues basta obtener una relación 
cualquiera a la cual deba satisfacer la serie, que sirva para determinar 
los coeficientes. 
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EJEMPLO: Apliquemos el método a la función exponencial e*, Ésta 
natisface, en efecto, a .la ecuación diferencial y = y'. Recíprocamente, si 
una función cumple la condición 

, 
a = 1, osea: Diny = 1, 
debe ser Iny=x-+c, de donde y=e""=Ce”, poniendo por brevedad 
Ge", 
Determinemos todas las series que satisfacen a dicha ecuación dife- 
rencial: 
ao + ag t o H Anat" SM ALMA NAT nn. 
de donde, identificando: 
g= Qni, 
r = n ,) 
la serie obtenida es, pues, absolutamente convergente en todo el campo 





real, por ser lim =0, y la función así construída, por satisfacer a 


m-1 
la ecuación diferencial, debe ser del tipo C.e”. En particular, para que 
sea C = 1, debe ser do= 1, y resulta el desarrollo conocido. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que si las derivadas f'"' (x) se conservan acotadas en 
su conjunto en un entorno de 0, es f(x) desarrollable en serie de MAc- 
LAURIN de radio infinito. 

2. ¿Es desarrollable en serie de MAc-LAURIN e! + e7/1*? 

3. Desarrollar en serie, por división, 

a) 1/(x*—2x% +2); db) (14 5%)/(1+2x—3x2*), 
hallando las escalas de recurrencia de los coeficientes y los radios de con- 
vergencia, 

4. Sumar las series recurrentes: 

a) 14+8r+5e*3+7e* +... + (2n + 

DB) 1+ 224824 4r+R ... + (n+ 1) 

c) 1 + (2 — 8)gz + (2—4r*+... + 

5. Sumar 1 + 2% + 3x* + 5x* + 8x* + ..., donde la sucesión de 
coeficientes es la de FIBONACCI ($ 22-2, ej. 9) : an = Gn-1 + Gn-2. 

6. Hallar el desarrollo de f(x) = sen w a partir de f” (x) = — f(x) 
con las condiciones f (0) = 0, f (0) = 1. 

7. Hallar los desarrollos de f(x)= sen% y g(x)=cos%æ a partir de 
f'(x) = g(x), g(x) = — f(x); f(0) = 0, g(0) = 1. 

8. Desarrollar, por coeficientes indeterminados, 

æ/ (e° —1) =1 + Biz + Bsx*/21 + Bax*/3! +... 
calculando los números B, llamados de BERNOULLI, hasta Bu, y establecer 
la fórmula simbólica (B + 1), — B,=0, donde se desarrolla el binomio, 
respecto al índice, como si fuera exponente. (Cfr. con Cap. XVI, nota 
IT, a), donde se da otra función generatriz). 

9. Estableciendo fórmulas de recurrencia para las derivadas en el 
origen, hallar los desarrollos de MAc-LAURIN de: a) y = cos (m arc sen x); 
b) y = tgz; c) De este último, deducir el de ln cos x y el radio de con- 
vergencia de ambas series. 
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8 45. APLICACIÓN A LAS TRASCENDENTES ELEMENTALES 


1. Función exponencial y=e". — a) Anteriormente 
(8 39-5, a) hemos obtenido en el campo real el desarrollo fi- 
nito 

q” 


A t Ai (0 <9 <1). 


La serie indefinida es absolutamente convergente para to- 
do valor real de x, pues la razón de un término al anterior 


zx F . 
es a luego, tiende a cero, cualquiera sea x, y tam- 


grt 
(n+ 1)! 
bién tiende a cero el término complementario. Por lo tanto: 
Para todo valor real de x es válido el desarrollo: 


x x? gs gr 
[45-1] ef=l+31+>5 at e tpar t 
b) El número e. — En particular, para x =1 obtenemos 
la serie: 
1 1 1 
[45-2] e=sl+ 3t+tar+ta3r+:* +} rta 


que permite calcular e con tantas cifras mie como se 
quiera. Para obtener el error cometido al tomar los n primeros 
términos, observemos que es exactamente: 


z 1 1 1 eS 1<e%< o); 
APA n Lo < 1 
luego, el error cometido es por defecto y menor que > 


Como cada término se deduce del anterior por una sencilla 
división por un entero, y decrecen muy rápidamente, con poco 
trabajo se llega a una excelente aproximación. 


He aquí las primeras cifras del número e: 
e =2,/1828 18284 59045 23536 02874 11353... 
NOTA: La misma fórmula demuestra que e es irracional; porque si 


fuese e ÉS (p y q enteros), tomando n = q +1 sería: 


q 
PE l l el 
IE NO 
y multiplicando por q!, 
6 
p. (q— 1)! = número entero + T 





igualdad imposible, pues siendo e? < 3,q + 1> 3, resulta < 1, 


e? 
q+1 
No es lan fácil la demostración, dada por CH. HERMITE en 1873, de 
que e es trascendente (Cap. IV, nota 1); puede verse en Elementos de la 
Teoría de Funciones, de J. REY PASTOR (citado en Cap. VI, nota VI, 2). 
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2. Funciones circulares e hiperbólicas. — a) Funciones sen z 
y cos xv. — De [39-17] y [39-18] se obtienen los desarrollos 
siguientes, válidos para todo valor real de x: 


_ x3 g5 (—1 ) k yq 21+1 
[45-3] sen z=x AS RFI +... 
_ a qt (1) q? 
145-4] cos x = 1 — A ta o ta +... 


En efecto, ambas series son convergentes para todo valor 


de x, pues la razón de cada término al anterior tiende a cero; 
2k 2K+1 


A o e ROS ; 
uego, m1 y GEFI! tienden a cero, cualquiera sea 2, 


y también tienden a cero los términos complementarios. 


b) Funciones sh x y ch x. — De modo análogo se obtienen 
(a partir de 8 39-5, ejercicio) los desarrollos siguientes, tam- 
bién válidos para todo valor real de x: 


_ y3 x? goal 
[45-5] sh t=t+ atte tkp a 
q? a. q2x 
[45-6] ch s=1+ -5r t T +... tant? asi 


3. Las trascendentes elementales en el campo complejo. — 
a) La definición de las funciones circulares es una excepción 
dentro del plan de nuestra obra. El único modo riguroso de de. 
finición admisible en Análisis es el aritmético puro, y las con- 
sideraciones geométricas deben ser relegadas al secundario pa- 
pel de imágenes que facilitan la recordación de las demostra- 
ciones aritméticas. 


No obstante, hemos introducido las funciones sen x, cos x, por medio 
de una definición geométrica, y también con demostración geométrica he- 


o . seng 
mos admitido el teorema lim ———— 


= 1, en el que nos hemos apoyado para 
roo Y 


calcular la derivada. 


Mediante tales consideraciones geométricas llegamos al fin a encon- 
trar una expresión aritmética pura, en forma de serie convergente, para 
estas funciones circulares. 

Si bien queda justificado este proceso desde el punto de vista didác- 
tico, por razones de brevedad y sencillez, parece sin embargo forzoso, al 
llegar aquí, dar el medio de salvar esta excepción, que, desde el punto de 
vista exclusivamente lógico, constituye una deficiencia. 


He aquí, pues, el método aritmético puro que puede seguir- 
se en Análisis para introducir las funciones circulares, sin ha- 
cer llamamiento alguno a la intuición geométrica, método tam- 
bién aplicable a las hiperbólicas : 

Como definición de tales funciones adoptamos las series 
convergentes de variable real o compleja [45-3] a [45-6]. 


b) Dentro del campo real, las funciones circulares son in- 
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dependientes de la exponencial. Por lo contrario, las funciones 
hiperbólicas se reducen a combinaciones sencillas de exponen- 
ciales, como expresan las fórmulas [29-1] y [29-2] dadas como 
definiciones, y fácilmente obtenibles de las definiciones por 
series. 

Expresiones análogas se obtienen en el campo complejo 
para las funciones circulares, si se define e* para x= complejo 
por el desarrollo [45-1] *. Aplicándolo a e'*, e-i* (x real), y 
separando partes reales e imaginarias, resultan las fórmulas 
de EULER: 

[45-7] eix =cosx+1isenx; el = cosg — isen zr 
equivalentes a éstas: 


e!* + e- e`* — ei 
[45-8] COS X= ———— ; sengt = ———————— 
2 21 


que pueden servir para definir las funciones circulares me- 
diante la exponencial, como hicimos con las funciones hiper- 
bólicas. 

Obsérvese también que las funciones hiperbólicas quedan 
comprendidas en las circulares en el campo complejo, por ser 
chg = cosix y shx = —1isen iz. 

La primera relación [45-7] muestra que un complejo a de 
módulo r y argumento y puede escribirse en la forma expo- 
nencial [9-13]: a«=reiv y justifica la nota de $ 9-4. Las 
demostraciones de $ 9-5 y $ 10-1 y 2 (véanse las correspon- 
dientes notas) probarían que las leyes formales de las poten- 
cias se conservan para estos números, lo que se demuestra arit- 
méticamente recurriendo a los desarrollos en serie. 


NOTAS: 1. Las fórmulas de EULER prueban que e” es periódica, lo que 
no advertimos al estudiarla en el campo real, por ser imaginarios los pe- 
ríodos: 2k 71. De ellas se deduce la igualdad ec?” +1>—0, que relaciona 
los cinco números más importantes de la Matemática, cuya introducción 
histórica en campos tan diversos no podría hacer sospechar su conexión. 
Esta igualdad presidía la entrada del salón dedicado a la Matemática en 
la Exposición Internacional de París de 1937. 

2. Las demostraciones hechas para funciones hiperbólicas ($ 29-1), 
de la relación entre ellas, fórmulas de adición, etc., pueden repetirse nara 
funciones circulares mediante las fórmulas de EULER [45-8], o para unas 
y otras mediante los desarrollos en serie. También pueden obtenerse de 
cstos desarrollos las fórmulas de derivación. 

3. En $ 21-5, c), se ha visto que para x real es: 


. n 
[45-9] lim (1+ a S 
nx n 


* La definición de las trascendentes elementales en el campo complejo medinnte las 
mismas serics de potencias que las representan en el campo real, ce justifica también 
plenamente con el principio de identidad en la teorin de la prolongación analítica (cfr. 
vol. II. 
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fórmula subsistente para x complejo cualquiera, si el segundo miembro 
n 
se define por [45-1]. En efecto, si se desarrolla [1 + = ) por la fór- 
n 
mula del binomio (§ 12-1): 


ey” g ni n \ x" 
(1+4)=1+022+( | 
n n 2 








n n n” 
y se toma: 
Ra E 
lı +2) = S*n + BR, a dl AA 
[e ={ A 
m s njn 
ES an 
Sa =1 +i tar t o tmn. 
e” = Sa + Ra ä m31 
% w 


00 
dado un * > 0 arbitrario, sea m tal que 2 





wP e ; 
z < —, posible por ser 
[45-1] absolutamente convergente. 
Entonces, al tener en cuenta 
E _|n(n—1) ... (n—p+1) xP 
p/n 


Too a pl 
se cumplirá también: 
[46-10] IRs] < a Ren |< 5 
Para n > m es: 














z xP 
< LE 
p 





5.58. | =P LG A 
+ AAN (a i n(n — 1) A) E 





que para m fijo y n > œ tiende a cero; es decir, existe un valor de » tal 
que para n >» es | Sn —S*a| < > 


Entonces, teniendo en cuenta [45-10], hemos probado que dado e > 0 
arbitrario, existe »(*e) tal que para todo n > r(e) se conserva 


le (14h) 1 < 15.5% 14 [Rel + IR 1<s 


quedando así demostrado [45-9] para x complejo cualquiera. 

Ésta es la línea de pensamiento que en forma no rigurosa siguió L. 
EULER en su Introductio in analysis infinitorum (Lausanne, 1748, cap. 
VII. p. 85), para obtener la serie exponencial, 
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c) De la extensión de la función exponencial al campo 
complejo resulta una extensión análoga para su inversa, la 
función logarítmica. Como w = et» = e, e = ye (r = e) 
toma todo valor complejo con la sola excepción de w = 0, la 
funcion logarítmica quedará definida para todo el plano pro- 
pio, salvo el origen. Poniendo el número en la forma exponen- 
cial: 


[45-11] a=rei?, 
resulta para su logaritmo: 
[45-12] In a = ln r + ip 


pues por la conservación de las leyes de cálculo para expo- 
nentes imaginarios es: 


[45-13] enr+ip = elnr, ep = 7. e = a. 


Por la periodicidad de la función exponencial (nota 1), re- 
sultan infinitas determinaciones para el logaritmo, pues [45-12] 
lo determina a menos de 2 kri, por la multiformidad del ar- 
gumento p = arg a. 

Llamaremos determinación principal Ln a del logaritmo a 
la que resulta en [45-12] cuando — r < ẹ S v, es decir, cuan- 
do y es el valor principal p del argumento ($ 9-4) y = Arg a. 
Los logaritmos de números positivos que hemos considerado 
hasta ahora corresponden a esta determinación principal; en- 
tonces: 

[45-14] Ln a = Ln |a| +i Arg a 
[45-15] Ina=Inoe+2kr14 (k = 0, = 1l, = 2, ...). 


d) Potencias de base y exponentes complejos. — En $ 8-6 hemos de- 
finido la potencia de exponente real sólo para base positiva, advirtiendo 
sobre las dificultades que pueden presentarse si consideramos base nega- 
tiva, aun adoptando aproximaciones para el exponente real que hagan 
posible la potenciación de exponente racional en el campo real. También 
aquí el estudio en el campo complejo aclara la cuestión. 

Todo número complejo « puede escribirse en forma exponencial [45-13], 
y convendremos en definir la potencia de base cualquiera « y exponente 
o = 8 + t1 del siguiente modo: 

[45-16] ((a))% = e%.Ina — els +14) (Ln la| + ¿targa» — 

= Jajs.e—t(Argaea42k7),¿i[tLn Ja] + s(Arge4+2k7)], 
donde están puestos de manifiesto el módulo y argumento de la potencia 
obtenida. 

Para k = 0 resulta el valor o determinación llamado principal, para 
el que se reserva la notación «s, El valor o determinación general [45-16] 
se designa por ((«))w (CAUCHY). 

Cuando, y sólo cuando, o es real (t= 0), el módulo de [45-16] es el 
mismo para todas las determinaciones de la potencia. Si además es 0 = 8 
entero, los distintos argumentos de ((a))? difieren en 2k, y entonces, y 
sólo entonces, la potencia [45-16] tendrá un sólo valor a* =|a|*.ets Árga 
que es la ya conocida fórmula de MorvraB ($ 10-1). Si el exponente es 
un número real y racional: v=p/q, el argumento de ((a))” da, sólo 
para la potencia considerada, q valores distintos ($ 10-2). 
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En cambio, si o es real e irracional, se obtienen para ((a)) % infini- 
tos valores de igual módulo y distinto argumento, mientras que si o es 
imaginario, los infinitos valores de ((a))” son de módulos distintos. 

Si la base «+ es real negativa (Arga—= 7) y el exponente e =s es 
rea!, sólo para s(2k-+1) entero tendrá ((a))' determinación real, lo 
que nunca podrá suceder si s es irracional o es racional de denominador 
par en su expresión fraccionaria irreducible. 

Ahora se explica la paradoja de $ 8-6, donde considerábamos el en- 

2n 
2n+1?. 
y resultaba que las aproximaciones (—1)27/(2n+1) — +1 no eran conti- 
guas a (— 1)! =— 1. En realidad, es: 
2n 
(=D) meen = et gpi t tDT, 


caje de intervalos del exponente + 1 = 


y al variar n, para mantenerse en la determinación real +1 se ha de 
variar la determinación k =n de la potencia, mientras que para k fijo, 


cada determinación tiene por límite e1(2k+1)7 — (—1)*? = —1 para 
n>o, 
EJEMPLOS: 1. (D) =e*'"* — ef[En1 + 1(7/2 + 2k)] — 
l 4k4-1 
=e 2 E 


infinitos valores reales de módulos distintos. 
2. ()1/T = e(m1)/T — e 12k 7/7 — c0s2k + ¿sen2k, con- 
junto denso de infinitos valores distintos sobre la circunferencia unidad. 


4. Serie logarítmica. — a) La función In æ no es desarro- 
llable en serie de potencias, pues no está definida en x=0 
($ 45-3,c). En cambio, para la función ln (1+xw) podemos 
partir del desarrollo: finito ($ 39-b,d), pero es más cómodo 
formar la primitiva de: 

[45-17] A 
+: 
que nos da, una .vez determinada la constante (8 43-5), según 
la determinación que adoptemos para el logaritmo ($ 45-83, c), 
por ejemplo, la principal : 
[45-18] 

a? a? A , 

ln (+g) = s—z tg ... + (— 1) n as 
este desarrollo es válido en el campo real o compiejo como 
[45-17], para |x|<1. 


Como la serie converge para x = 1, por el criterio de series 
alternadas ($ 22-3, a), resulta del teorema de ABEL ($ 43-4, b) : 


—] n-1 
[45-19] m2=1=444..+ ET 
Poniendo — x en vez de x resulta: 
In (l ) = n= w w 
n(l—z ca tó: a 


y restando de [45-18]: 
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A 
[45-20] niy 2? sty tg trte ] 
b) Cálculo de logaritmos neperianos. — El cálculo de los logaritmos 


neperianos se hace por medio de una fórmula recurrente, que permite ha- 
llar cómodamente ln(n + h), conocido Inn; para ello basta calcular el 
nh 





incremento ln(n + h)—Inn= In , y esto se logra con la fórmula 


[45-20], dando a æ un valor conveniente para que sea: 
n+h _1+ece, h 


A A A es decir, tenh oA 
La fórmula buscada es, pues, la siguiente: 
[45-21] 
h ila N afha Y 
l = RE A LD E 
ní(n+h) mn+2 (5 + la) + lore) el 


y en particular, 


1 1 1 
l +1)= A A e a 
A ma+2 (7 t ganti + saari +), 


me da el logaritmo de un número entero, conocido el del número prece- 
ente. 


Se comienza, pues, por calcular ln 2, haciendo n =1, y se obtiene: 


-2 E 
nes i tza ug + +), 


serle que converge mucho más rápidamente que [45-19]. (Con sólo ocho 
términos se obtienen las cifras exactas ln 2 = 0,69314718 ..., mientras 
que con [45-19] serían precisos más de 100 millones de términos. 


Sin nuevo cálculo, tenemos ln 4 —2.In 2 — 1,3862943 ..., y por lo 
tanto, 
n5 = In4 +2. (i dela R ) = 1,6094379 ... 
9 3.9? 5.9* E 


ln 10 = In 5 + In2 = 2,3025851 ... 
Por consiguiente, el módulo de los logaritmos decimales es: 


1 
M = mio = 0,4342945 ... 
c) Tablas de logaritmos decimales. — Para formar una tabla de lo- 


garitmos decimales con 7 cifras hasta 100 000, basta calcularlos desde 
10* a 10", y para esto se toma solamente un término en las series [45-20] 
ó [45-21]. Ya hicimos en $ 35-6: 

2Mh 
2n+h? 
indicando con el signo — una igualdad aproximada. Sustituyendo [45-20] 
ó [45-21] por una serie geométrica, el error es menor que 


lg(n + 2h) — Ign ~ 








2M æ <2M x? 2M h? a r 
3 1-2 3 1l—e 3 ena 7 3 * (29)? 
2n+h 
y siendo 2M < 1, h < 1, n œ 10*', el error es: 
1 1 
ÉS 24 n? < 


2.10% 
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Comenzaremos, pues, por el valor n =10', y con la fórmula práctica: 
2M 
l ~ ——— 
g(n+ 1) — lgn + 2n+1* 
obtenemos, por simple división, lg 10001 con 13 cifras exactas. 
Aplicando de nuevo la relación anterior, resulta lg 10002, lg 10 0083, 
, lg 99 999. 
> Como los errores se van acumulando, convendrá calcular directa- 
mente algunos logaritmos intermedios, lo cual servirá además de com- 
probación. 


5. Serie binómica. — a) Ya sabemos ($ 39-5, c) que en el 
campo real, el desarrollo finito es: 


(1 + 2)” = 14+(7)2+(7). + EE + (7) + Ta. 


Para obtener el radio de convergencia de la serie indefini- 
da, prescindiremos, desde luego, del caso en que m sea un nú- 
mero natural, porque entonces resulta un polinomio, siendo 


dsd q” = q" gu último término ($ 12-1). 


Si m es cualquier número real o complejo, pero no natural, 
resulta una serie cuyo término general tiene por coeficiente 
el coeficiente binomial generalizado para m cualquiera: 


my  m(m—1) . (m—n+1) 
nl T 
Como llega a ser n > | m |, la razón de dos consecutivos es, en 


valor absoluto: 
An+1 |l +1 
[an] aT e 
luego, el radio de convergencia es R =1. 
Para ver si la serie obtenida: 


y=1+[% Jato E A o. 


representa en todo su intervalo de convergencia la función 
(1+ x)”, podría en el campo real estudiarse el término com- 
plementario T,, pero es mejor usar el método de § 44-4. For- 
mando su derivada, se comprueba fácilmente la identidad: 


E AL , Osea: Diny=DIin(1+2x)”, 
y 1+x2 
con lo cual ($ 35-83) In y y In (1+x)" difieren en una cons- 
tante, que es 0, pues ambas funciones se anulan para x=0, 
y entonces, y = (1+:x)”, 
Prolongada al campo complejo, la serie representa el valor 
principal (§ 45-3, d) de la potencia (¿por qué?). 


Poniendo (a + x)” = a” (1 HE), resulta la serie binómi- 








ca Oo de NEWTON, en la forma: 
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[45-22] (a+ z)” =a" + (ere) amas +... 
convergente para |x|<ja]. 


EJEMPLOS: Para | æ | < 1 son válidos los desarrollos: 
1 1.3 e 1.3.5 











LS r TaS 2.4.6.8 e” 
1 1.18. 1.3.5 a, 1.8.5.7 
mlel a 
o AN 246 t2468” 
La Bn 
Az ra a Toad aaa To 


b) Generalizando la serie de NEWTON para m natural. se obtiene la 
potencia m-ésima de una serie: 

(dao -+ mx -+ ax’ -p ...)” = C t agx t ax... 

Puesto que sabemos que tal serie existe, ya. que a ella se puede llegar 
por multiplicaciones sucesivas por la serie dada, lo más cómodo para de- 
terminar sus coeficientes es derivar logarítmicamente, con lo que obtene- 
mos la identidad: 

mía -+ 2x +... Narg" +...) (Co + ax p... nr t.) = 
= (0 + Mx +... + anx +...) (a tH 2a t... + nena ...), 
de donde, identificando, obtenemos las ecuaciones de condición: 
Mua = lot 
m(a 0 + 20a) = ee + 0101 


que, juntas con la relación de = do”, obtenida directamente haciendo 
x =0, determinan sucesivamente los coeficientes del desarrollo. También 
se puede llegar por multiplicaciones sucesivas o por la fórmula de LEIB- 
NIZ ($ 12-2). 


c) Cálculo de raíces numéricas. — La serie binómica per- 
mite calcular con gran aproximación las raíces de los núme- 
ros, 

Sea el número entero N, y a una raíz cuadrada por defec- 
to (por ejemplo, la raíz entera). A N =a?+x, será: 

a % q? qt 
,/ = 2 = a snina A 
e a(i i al1 tao a? 80 16.0 ) 


serie que converge muy rápidamente si es pequeño; y 


ae 
$ 2 a? 
siendo alternada, sabemos (8 22-3, a), que el error cometido to- 
mando varios términos, es menor que el siguiente. Por ejem- 
plo, para 

2 


z Y 
VN =a+37> es e < ga (por exceso). 


EJEMPLO 4: Indicando con el signo ~ las igualdades aproximadas, 
tenemos: 


2 1 
62 — 2 ~ aa — 0 
v V25F 2 ~ 25 +y = 2504, << < ri 


por lo tanto, 25,0399 < V 627 < 25,0400. 
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Con un término más resulta: 


25,039 96800 < y 627 < 25,039 968 06. 
A veces convendrá efectuar antes transformaciones adecuadas; por 


ejemplo: V3=3V2b + 2-34 (5 + 15) — 1,732 con todas sus cifras 
4 


3.125 < 0,0014. 





exactas, por ser e < ¿ 


1 
Usando el desarrollo de V2 = a(1—2 æ) °”, siendo a un valor ade- 
cuadamente aproximado de v2 y a4=2—A4x, en 1950 R. COUSTAL ha 
calculado 1032 decimales de V 2, para estudiar la distribución de los dí- 
gitos en V2 y en 1/V 2 (cfr. nota II, b). 


d) He aquí algunas fórmulas aproximadas de uso frecuente: 
(14 x)” ~ 1+ meg, 
siendo m cualquiera y |x|< 1. De ella resultan inmediatamente (despre- 
ciando términos en %’, xy, y”, ...): 


l +r 
l+ 
EJEMPLO 5: Cálculo rápido: 
(100,2)*.9,89" _ 10*(1 + 0,002)”. (1— .0,011)*”.10* 
(100,8)*.20 7 10%. (1 + 0,003)".2 
“3 10"*(1 + 0,004 — 0,033 — 0,015) = 0,0000478. 


=14+2%=Y ~ l + mg — ny. 


6. Desarrollos de las funciones circulares inversas. — Todos 
ellos se obtienen rápidamente mediante las series derivadas. 

a) y.= arc tg x. La derivada admite el desarrollo inmedia- 
to en serie geométrica : 

y =1/(1+2) =1— 2242 +...Elz... 


convergente para |x | < 1. Pasando a las funciones primiti- 
vas, resulta ($ 43-5, b 


a g5 a? 
[45-28] arctgr=04 2 34 gq +... 
Haciendo x = 0, el segundo miembro se reduce a C, y como 
entre todos los arcos que tienen la tangente 0 se elige el me- 
nor, que es 0, resulta C = 0. (Para las otras determinaciones 
de arc tg x, resulta análogamente C =.8 7). 


NOTA: Para x=—1, la serie converge, pues resulta alternada con un 
término general que tiende a 0, y por el teorema de ABEL ($ 43-4, b), 
coincide con arc tg 1, resultando el desarrollo: 

T 1 1 1 1 
[45-24] z= Y ces 


serie llamada de GREGORY o de LEIBNIZ, cuya lenta convergencia la hace 
inservible para el cálculo de 7 (ver nota II). 


b) Desarrollo de arc sen x y arc cos x. — La derivada de 
y = arc sen 7 es: 


—Y 
y = (1—x%) . 
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Esta potencia se desarrolla como hemos visto en § 45-5, 

ejemplo 3, y pasando a la función primitiva resulta : 
1 æ 1.3 z’ 1.3.5 x 
arc sen z = C + z +-7 "3 tF ETA Tt sant 

Como la función arc sen x se anula en la determinación 
principal cuando el seno es x = 0, el valor de la constante es 
C=0. 

La serie de arc cos 1 = (7/2) — arc sen g, se deduce fácil- 
mente de la anterior, restándola de 7/2. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar en el desarrollo [45-1] la peme acotación del resto, 
ar n+1 

válida para |x| <n +1 : |R.(x)| <- T api lel 

2. Probar que son irracionales sen 1, cos 1, sen a/b, cos a/b, e*/?, pa- 
ra a y b enteros a < b. (Para a > b, los desarrollos son lentamente con- 
vergentes y no se puede aplicar el método dado para e en § 45-1, nota). 

3. Mediante división de series (§ 44-3) obtener: 
— 3 45 945 4725 


v Mt 31l 
UE TIT ÓN 


1 
cotg Y = Em 
1 

cosec x = — 
g 


4. Demostrar que: 





T an 
sen (04u) = z) n! 
a” 


(0+2) = y 0 Ne 
cos +x) = YX cos +n 2 E 


n=0 
5, Demostrar que la exponencial compleja tiene también la propiedad 
e.e = ev. 
6. Partiendo de 2” cos” x = (e'” + e)n, 2n sen? g = (e — e°) n/in, 
demostrar las identidades (cfr. ejercicio 8 de § 12): 


7.) cos (n—2)x +... + (7) cos (n—2n) x, 


2» sen" x = (—1)"/* | cos ns—( i) cos (n — 2) x + 


2n cosa w = cosn g + ( 


+... + (— 1)" cos (~n x) Jl n par; 


) sen (n—2)x + 


= (—1) 7 | sen ns—( i 


+... + (— 1)" sen (—nx) , n impar. 


7. Separando partes reales e imaginarias en e p eP g... + 
+ e'n, probar las identidades: 
cosg + cos (x+h) +... + cos (x+n h) = 
= sen łż (n+ 1)h. cos (x+4¿nh)/senih, 
sen x + sen (+ R) +... + sen (1 Hnh) = 
= sen} (n+ 1) h. sen (x + ån hk)/sen å hk. 
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8. 4) Del desarrollo de (1— 2) -1 z= r.et? ; o bien: b) hallando es 
calas de recurrencia para las series, obtener: 


1 —r cos p 2 rsen p D 
n = 2 y 0080095 Ā -n E no. 
1—2rc089+»"” n= '" 1—2rcosp9++1* n=0 ido 

9. Probar que: 

00 00 
ra)" bd 
e” cosbx= z EE, esne; e” senbg= 2 Lo son nô; 
n= : s=1 


siendo r = V a+b, 6 =arc tg b/a. (Cfr. ejercicio 6 de $ 38). 
10. Demostrar, para variable compleja z=x+1y, que 
senz = seng .chy + 1¿cosx . sh y, 
cosz = cosg . chy — isen z. shy, 
|senz|? = senx + sh*y, 
| cos z |? = costx + sh* y 
Deducir que los únicos ceros de senz y cosz son los reales .ya co- 
nocidos. 
11. Obtener los logaritmos de — v 8 3+ 1, —1, —1—i, Gráficas. 
12. Calcular: 2, (—1)i, (—1) (1—¿1, (14+1)VZ, (84+24)28, 
Gráficas correspondientes, 
13. Se dice que la igualdad entre dos miembros multiformes se veri- 
fica completamente, si cada valor de uno es igual a algún valor del otro, 


y Teeiprocamenta, Estudiar, en el campo complejo, cuáles son las igual- 
ades: 


19) 1/# =z”; 29) zł. w” =(z.w)Ë ; 89) 2 "=2+”, 


que se verifican completamente, los casos de excepción y la corresponden- 
cia de valores principales. 


14. Estudiar para x real (positivo o negativo), en qué casos es x” 
real, y hallar los valores reales de (1/8):1/8, (1/2)1/2, e’, (—2/3)-?/8, 
(—1/3)-1/8, (—1/4) 1/4, (—T)-7- 

15. Demostrar que son irracionales los logaritmos decimales de los 
números naturales que no sean potencias de exponente entero de 10, 

16. Hallar los x para los cuales: 1%) vale 0, 2%) vale 1, 3%) no es 
real, el log log x y el log log log x en los sistemas de bases e y 10. 

17. Si mÆ n enteros, es e2MTi — ¿218 Ti — 1; por lo tanto, 

(¿2mTi)i (829 Ti]i, 
es decir: e€-2MT= ¿—2N 7, evidentemente falso. ¿Dónde está el error? 

18. Desarrollando de dos maneras la función 

In (1 — 2g cos 6 + 2°) = In (1 — zet ) + In (1 — xe—% ), 
probar que: 

n(n — 3) 


cos n6 = 2"* cos" 0 Se 2 cos"? 0 + 21 27 cosr*t o — 
19. Verificar que (con sumas desde n=1 a 00): 
nx = 2(— 1) (2 —1)?/n, en 0< xx < 2 
= 2(x —1)”/n x”, en e > 3; 
1 a—1 y 21 
= 22 ————| —— 0 
A nn a Ea 


20. Acotar el resto de la serie de V 1+ x (§ 45-5, ej. 1). 
21, Obtener los desarrollos, válidos para — 1 <x < 1, y estudiar el 
comportamiento para x =— 1: 
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MTFT= 14 de — eye + 
nro rd e peA y 
TF = tie R" tTa Tr t 
rr + ge E i + a1216* i 


22. a) Probar que y=1/V1—-2x2 + 2* es desarrollable en serie de 
potencias de z con coeficientes polinomios en x: 

y =P. + Pr(2)2 + Pale) + ... + Prlx)z" + 

b) Probar que los coeficientes se determinan a partir de P.=1, 
P- = x, por la fórmula de recurrencia (n + 1)P,4 =x (29 +1)P,—n Pa 
y entonces son los polinomios de LEGENDRE, que estudiaremos en el capí- 
tulo XVI, nota III. 

23. Estudiar la serie binómica [45-22], con a=1 y m real, en los 
extremos del intervalo de convergencia en el campo Teal. Deducir que la 
suma de los números combinatorios de numerador m es 2” para todo 
m >-—1, y que la suma alternada de dichos coeficientes es nula para 
todo m >0, 

24. Calcular con cinco decimales V 66, Y 1031, Y 2, mediante la se- 
rie binómica. 

25. La serie x = V 1—(1— z’) = Za (1— x°)" es uniformemente 
convergente para — 1 <x <1. 

26. Obtener el desarrollo de arc tgx mediante las expresiones de las 
derivadas sucesivas dadas en ejercicios 2 y 3 de § 38. 

27. Hallar en medida sexagesimal el ángulo cuyo seno es 1/5 me- 
diante la serie del arc senx, acotando el error que se comete al detener 
el desarrollo en g". 

28. De [45-23] (con C = 0), obtener los derarolios para la determi- 
nación principal: 


mT L 1 1 
arc tg x =z E" —+ 37 A +77 —,... para x>l, 
T 1 1 1 1 
=m a ae ar ar O MaE 


29. Deducir los desarrollos, análogos a los de § 45-6: 


3 6 1 
arg tgh s = e +- +E t Hoole; 
1 g? 1.3 e 1.3.5 a” 
zoa o e — +... .—1<x<1 
AAA ITA TS AS 


30, Desarrollar en serie de potencias de h/l la longitud s del arco de 
circunferencia de cuerda 21 y flecha h. 


NOTAS AL CAPÍTULO XI 


I, Teoremas tauberianos. — El recíproco del teorema de ABEL 
($ 43-4, b) no es cierto. Si f(x) = a," —>8 para x >1", puede no 
ser convergente Zan. Por ejemplo: 2(—1)"x" = ts => > pero 


2(—1)" no es convergente (cfr. Cap. V, nota I, g). 
En 1897 demostró A. TAUBER el siguiente célebre teorema: 
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Si en el campo real la serie f(x) = Za, x", de radio 1, converge hacia 
n para x> Yy nas 0 para n>0, la serie converge en el punto 
x = 1 y es Zan =s. 

Para probar que converge hacia s la suma de los n primeros térmi- 
nos ar, formamos la diferencia : 


n n n n 
[XI-1] Ia, —2Ēa, x" = Èa (1— x) = (1 —g) 2a (l+ +... +”), 
0 0 0 1 


n 
cuyo valor absoluto es menor que (1l—a)3ra,=L Zra, si se elige 
n 1 


x =1-— (1/n). Como na, > 0, este promedio tiende también a 0 (Cap. 
V, nota 1, b); luego, el minuende tendrá igual límite que el sustraendo 
para x = 1 — (1/n); éste difiere de f(x) en el resto de la serie, el cual, 
tomando n suficientemente grande para que sea r|a,|< e desde r > mn, 
se acota así: 
n+l 
| ana t E e) a 5 < e, 

puesto que para los valores elegidos de x el denominador vale 1/n y el 
numerador x"! < 1, 

Resulta, pues, que el sustraendo de [X1-1] converge como f(1— 1/n) 
para n > œ, y por lo tanto, 2 a, = 8. 

Cuando de la convergencia de un cierto algoritmo (Cap. V, nota I, g), 
más una condición complementaria (en este caso, n an 0), se deduce 


otro tipo de convergencia, esta propiedad se llama teorema tauberiano, 
en honor de TAUBER. 


II. El número TT, — 4) Ya hemos dicho que la serie [45-24] es inser- 
vible para calcular 7, debido a su lenta convergencia. Si por ejemplo 
deseamos 7 E un error menor que 0,001 habría que calcular hasta el 
término =_— 3 Sar , esto es, dos mil términos, 

En vez de hallar directamente 7/4, es mejor descomponerlo en suma 
o diferencia de múltiplos de dos arcos cuyas tangentes se conozcan y 
que sean suficientemente pequeños para la rápida convergencia de la 
serie de arc tgx [45-23]. 


Partiendo del arco «, cuya tangente es 1/5, tenemos: 





ea E y aa 
tg2a = -tpa = 1 
Ra 
__ 2tg2e 6 _ 120 _ 1. 
tg4ta = -Itga 7 5 O T 1+ 19" 
144 
T T ; 
y como es 4a > -y » Pondremos —- = 4a— B, siendo: 
tg 4 t 2: 
T ENEE a 119 E 
ERE ta(4a— 7) = z 120 — 289" 
1 + tg4a.tg Y 14 —_— 119 


Tenemos, pues, 


T 1 1 
== 4 arc tg A arc tg 239 * 


de donde resulta el desarrollo :. 
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16 4 4? 4 
A = 1 — "3100 + 5100 — 7.100" t 2) a 


4 1 1 1 
— 239 (1 — -557121 t 6.6712 Trae + 20.) 
Con esta fórmula de J. MaAcHiN (1680-1752), la mas sencilla cono- 
cida, sin más que tomar: 
16 ( 4 4 4? ) 4 
—|1 =—— + —= =3=Hhzl om; 
5 3.100 5.100* 7.100* 
resultan las cifras exactas, 3,14159; con el desarrollo de LEIBNIZ [45-24] 
serían precisos 200000 términos. Aplicando la fórmula de MACHIN, ha 
calculado SHANKs (Proc. Royal Soc., London, 1873), 707 cifras de T. 
He aquí las primeras cifras decimales: 
m = 3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 ... 


b) A. SHARP, en 1699, calculó 7 con 71 cifras decimales; en 1824, 
J. M Z. Dasa obtuvo 200 cifras, y en 1850, RICHTER calculó 500 deci- 
males. 

Varios trabajos realizados sobre la distribución de los dígitos en T, 
en particular la sorprendente escasez de la cifra 7, deberán revisarse, por 
haber hallado D. F. FERGUSON, en 1946, que las cifras de SHANKS son 
erróneas más allá de la 527, al calcular 730 decimales con la fórmula que 
atribuye a R. W. MORRIS: 


aT 1 1 1 
4 = 3 arc tg 4 + arctg 20 + arctg 1985 * 
Posteriormente, L. B. SMITH y J. W. WRENCH, con la fórmula de 

MACHIN, y el mismo FERGUSON, prolongaron el cálculo de T hasta 808 
decimales (1948). G. W. REITWIESNER ha calculado con la máquina elec- 
trónica llamada ENIAC el número 7 con 2035 cifras decimales y el nú- 
mero e con 2010 cifras decimales (1950), confirmando los resultados men- 
cionados. Últimamente (1958) se han llegado a calcular más de diez mil 
cifras de 7 (independiente y concordantemente por F. GENUYS y G. E. 
FELTON). 


III. Productos infinitos. — a) Dada una sucesión de números 

vw=1+4+u,%0 (es decir, Un 4 — 1), definiremos el producto infinito: 

© 
[XI-2] p = nr, (14%) = (144) ... (14%) ... 
como el límite de la sucesión de productos parciales 

n 

[X1-3] Dr = RLS (1 +w) = (1 + v,) o. (1 + un) 
cuando tiende a infinito el número de factores, es decir: 
[X1-4] p= lim Pa. 

n —> 0 


El producto [X1-2] se llama convergente cuando, y sólo cuando, exis- 
te el límite [X1-4], llamado entonces valor del producto, y es finito y 
distinto de cero. Si p=0, se dice que el producto diverge a cero (con- 
vención cuya utilidad se verá en seguida). Si p tiende a + %, a —0, 
ó a œ sin signo determinado, se dice que el producto diverge a infinito. 
Un prendo ni convergente ni divergente a cero o a infinito, se llama 
oscilante. 


1 1 1 1 
EJEMPLOS: 1. El producto (1 y ++)(1 — a) ia 


es convergente con valor 4. Basta observar que 


1 LoS sli +) = 
(1 +H)(1 37) = 1 y que para m-> 00 es lim (1 +=, = 1. 
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1 1 1. 
(la 
diverge a infinito, pues p. = stR, 

1 1 1 

3, (1 -3)(1 $) (1-3) + 
1 





diverge a cero, pues pP, = ari? 


00 
4. II] 20877 — 3.2.3.2. ... es oscilante. 
n=1 


5. Teniendo en cuenta seng = 2 sen 2 cos ll = 





2 
2* sen cos H cos Č = .. = 2 sen Z cos LH cos ssu 
4 4 2 2" 2" 2" 
+ LoS e 2” 
será ($ 28-2) : 
NO dy ana 2/22 __, sen x 
Pe 2 a o“ sen (x/2") x 


para n > 0%, pues con x fijo, 2/2" >0. 


œ 
x sen % 
Por lo tanto — = — 
or lo tanto, cos 9" TA 
TT : ; i 
Si se toma x = 37 se obtiene como caso particular el primer ejemplo 


conocido de producto infinito: 


2 SvE. Vata Va. vVa+avā+āvVā. e 


dado por F. VIETA (Leyden, 1646). 
En el Cálculo integral ($ 53-3) veremos otro producto infinito más 
sencillo, referente a 7, debido a J. WALLIS. 


Para la convergencia de [XI-2] es condición necesaria (aunque no 
suficiente) que: 


[XI-5] lim v, = 1, o seg: lim ans = 0. 
n — 0 n — 0 
b) Productos infinitos de factores positivos. — Se consideran tres 


casos, según que todos los factores (salvo un número finito) estén en 
[1, + 00), en (0, 11, o haya infinitos factores en uno y otro intervalo. 
bı) V= 1 + Q,, con a ?>0. 
Como para a > 0* es e =1+a+... > 1 + a, podemos escribir: 


[X1-6] a+... +AM<(1+41) ... (14 4,) Lent. th, 


* La desigualdad e° > 1 + a vale tembién si a < 0 (hacer una gráfica), como 
puede verse si se consideran por separado los casos — 1 < a < 0 (serie alternada), y 


a < —1./.14+u 0, 
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Esta doble acotación nos dice que el producto infinito (de sucesión 
Pa monótona creciente): 


[XI-7] I, (1 + a5), con An ÈO, 

es convergente o a a infinito, simultáneamente con la serie Zan. 
b.) Sea: Vna = 1 — br, con 0< b.< 1. 
Si ponemos: 

[XI-8] == = 1 + a; an > 0, 

resultará : 

[XI-9] bn = —— S a. 


1 +4, 

Por lo tanto, si 2b, diverge, también diverge Zan, y en virtud de 
[X1-8] y bı), el producto infinito 
[XI-10] II (1 — ba) con 0 Sba <l, 
diverge a cero. 

Si È b, converge, será ba > 0 ($ 22-1, d), y también a, —> 0, con lo 
cual, por [XI-9], llegará a ser b,>2%4u.. Entonces será también ÈZ an 
convergente, y por [XI-8] y b,) será [XI-10] convergente a un producto 
p Æ0. En resumen: El producto infinito [XI-10] sólo puede converger 
o diverger a cero, si respectivamente converge o diverge la serie 2 b,. 

En los casos b, y b.), un producto convergente es incondicionalmente 
convergente, es decir (cfr. $ 22-4, b), puede aplicársele la propiedad con- 
mutativa sin alterar su carácter ni su valor. 


EJEMPLOS: 6. 3.4.f. ... = (1—3) (1—4) (1—3) ... 40, por 
ser convergente 2 1/2". 
S (1— 3) (1—3) (1—14)... = 0 (divergente), por ser divergente 
n. 


bı) Si hay infinitos factores menores que 1, e infinitos mayores que 
1, unos y otros se agrupan por separado, aplicándose teoremas análogos 
a los de DIRICHLET y RIEMANN ($ 22-4, b) para las series de términos 
positivos y negativos. Así, si resultan: 

1%) Dos productos infinitos convergentes; 

29) Uno convergente y uno divergente (a cero; a infinito); 

39) Dos divergentes (forma indeterminada 0.00); 
tendremos, respectivamente, para el producto dado: 

1°) Es incondicionalmente convergente; 

2%) Es divergente (a cero; a infinito) ; 

30) Nada podrá afirmarse en general, y si los factores cumplen 
[X1-5], reordenándolos podrá hacerse que el producto tienda a cualquier 
p del intervalo 0 < p< oo, 

Esto muestra la conveniencia de llamar absolutamente convergente al 
producto [XI-2] si es convergente el producto 


[X1-11] M 0+1410)50+110(0+101).0. 


porque entonces, y sólo entonces, son convergentes Z an, 2b,, 2 |u.|, y 
resulta el teorema análogo al de series ($ 22-4, b,): Para que un pro- 
ducto infinito sea incondicionatmente convergente, es necesario y suficiente 
que sea absolutamente convergente. 


EJEMPLO 8: 


(i || 1 (1 L). ... = 0 (divergente), 
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uunque sea convergente la serie alternada- 
1 1 1 


V2 v vV 





En efecto, 


1 1 1 1 1 
1 — -= 1 + - === < (1 li |< 
=|| +=) v2n e 2n 


y diverge la serie 2 1/2n. 











c) Productos infinitos de factores cualesquiera. — La definición de 
convergencia absoluta (b,) es la misma para un producto [X1-2] de fac- 
tores complejos cualesquiera, y no se refiere al producto de los valores 
absolutos de los factores, lo que sería poco interesante, como muestran 
los ejemplos siguientes: 


EJEMPLOS: 9. El producto TI (—1)” es oscilante, pero II | (—1)"| 
es (trivialmente) convergente. 


10. El producto Il (1 + +) es oscilante, pero II |1 + | es 


convergente. La no convergencia del primer producto puede obtenerse de 


i 1 r 
arg (1+ =)> R 

y de la divergencia de 

T 1 

Haya 

4 n’ 
la convergencia del segundo resulta de 

i T 

M|1+ 7] = Y nm (1 +22) 





y (por b,) de la convergencia de la serie X Z 


Veremos, en d:), que subsiste en general el teorema (b,) sobre con- 
vergencia absoluta y condicional (A. PRINGSHEIM, 1889). Por ahora pro- 
bemos que: Un producto infinito absolutamente convergente es conver- 
gente. 

Poniendo Ph, = (14+|4]|) ... 1+]|u%u]) 


se obtiene: 
(o — Pra = (144) ... (1 + Un-1) Un 
[XI-12] 


P, — Pra (14 |l) ... (1H | una) |t | 
| Pnr — Pn-1 | < Pi — Pr-1, 
y por ser convergente la serie 


00 
P: + È (Pa— Pr) = lim P,, 


m= 2 n—> 00 
resulta absolutamente convergente la serie 


00 a 
[XI-13] Pi + 3 (Pa — Pri) = lim Pr = P, 
n=2 n> o 


siendo además p +0. En efecto, por hipótesis |u, | —> 0. v vor lo tanto 
desde un valor n en adelante. 
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a i 
+2. <22]u|< +00, 


con lo cual, por el mismo razonamiento que nos dió [XI-13], vemos que 
existe y es finito el límite de 


T Ur 1 
dia EN 
al al Pn 


d) Logaritmo de un producto infinito. — d:) Tomando logaritmos 
en [XI-3], con la determinación. principal ($ 45-83, c) en el logaritmo de 
cada factor, resulta: 














es decir, p Æ 0. 


n 
Ln |a| = 2 Ln ¡1+«u | 
=1 


E n $ 
In p, = 23 Ln (1 + uz) pk S 
NN arg p = X Arg (1+ u), 
pa 


sin que podamos afirmar que la suma del segundo miembro se conser- 
vará en la determinación principal. 
Si el producto es convergente, será por [XI-5]: Arg (1 + un.) > 0, 
Por otra parte, será: 


n 
(z Arg (1 +u) | — Argo =2 hT, 
=1 


con h, entero, y por lo tanto: 
2 7 (hs — hn) = Arg (1 + un) — (Arg p, — Arg Pn1) > 0, 
por lo cual, desde un valor n en adelante, será: 
27 |h—h,-.| < 27, 


conservándose constante el entero hn =h. De aquí deducimos que para 
n suficientemente grande, 


n 
[XI-14] Ln P, = de Ln (1 +4) — 2hT71, 
=1 


con h entero, independiente de n, pero tal vez no nulo. 

Esto prueba que la convergencia del producto infinito equivale a la de 
la serie de los logaritmos de los factores (en determinación principal). Si 
los factores son todos positivos, es h = 0, y basta tomar en ambos miem- 
bros logaritmos aritméticos (es decir, los reales correspondientes a nú- 
meros positivos, § 45-3, c). 

da) Ahora podemos completar la demostración del teorema de PRINGS- 
HEIM (c). Ante todo, veamos que la convergencia absoluta es incondi- 
cional, pues si |u| < 1, resulta de la serie logarítmica ($ 45-4): 

| Ln (14+%)] < Ln (14 |w |), 
y entonces, la serie que resulta en [XI-14] para n > %, converge abso- 
lutamente, y por lo tanto ($ 22-4, b,), incondicionalmente. 

Supongamos ahora que [XI-2] sea convergente, pero no absoluta 
mente, Por [XI.5] es |u,| < 4 desde un n» en adelante, y por lo tanto: 


Ln (1 + 4.) _1< |1» (1+ un) 
Un 


Un 


— 1 j= 





Un Un Ur? 


1 1 1. 
A 
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Ln = |= re] > 
> 1— u| He i.. > 
>1— 44+ =r 
es decir: 


y por el criterio de comparación (§ 22-2, b), las series Z | Ln (1 + ua)| 
y E |u, | serán ambas a la vez convergentes o divergentes. Así, si [XI-2] 
no es absolutamente convergente, tampoco lo es la serie que resulta en 
[XI-14] para n—> œ, y al ser ésta condicionalmente convergente, tam- 
bién lo será el producto infinito, 


e) Convergencia uniforme. — Cuando los factores del producto in- 
finito [XI-2] son funciones de una variable real o compleja x, el pro- 
ducto se llama uniformemente convergente en un conjunto X de valores 
de x, si la sucesión de productos parciales p, —p,(x%) dada por [XI-3] 
converge uniformemente en X hacia una función p(x) que no se anula 
en ningún punto de X. 

El criterio más simple para la convergencia uniforme es el siguiente, 
que resulta, como podrá comprobarse, de revisar la demostración dada 
en b) desde el punto de vista de la uniformidad en X: 

El producto infinito TI [1 +u,(x)] es uniformemente convergente en 
todo conjunto X donde lo sea la serie 2 | u,(x)!. 

El análogo del teorema de continuidad de ABEL para series de po- 
tencias (§ 43-4, b y c) no vale para productos infinitos, es decir, la con- 
vergencia de II(1+a,) no implica que: 

lim JI (1+a,x%") = TI (1+a,), 
g -> 17 
como lo ha demostrado G. H. HARDY (Proc. London Math. Soc., 1908) al 
dar un ejemplo en el cual: 
lim II (1+a,x") = 2JI (1 +a). 
æ => 17 

IV. Bibliografía, — 1. Por la importancia fundamental del algoritmo 
de las series de potencias, todos los grandes tratados citados en Capítulo 
VI, nota VI, contienen la teoría en forma más o menos extensa; en par- 
ticular, conviene señalar el de GOURSAT (vol. II, citado en 5), el de 
HADAMARD (tomo ll, citado en 1), el de PICARD (tomo II, citado en 5) 
y el de VALIRON (vol. 1, citado en 5). 

2. La teoría aritmética de las trascendentes elementales, con multi- 
tud de ejemplos y aclaraciones, está tratada en el último capítulo del ex- 
celente curso de matemática pura de G. H. HARDY (citado en Cap. II, 
nota 1V-2) y en un apéndice final de la clásica obra siguiente, que con- 
tiene en su segunda parte una útil exposición monográfica de cada una 
de las funciones trascendentes más importantes del análisis: 

E. T. WHITTAKER y G. N. WATSON: A course of modern Analysis. 
(4% ed., Universidad de Cambridge, 1927). 

Así también están tratadas dichas funciones trascendentes, desde el 
principio, en la obra monográfica, con rica bibliografía, de: 

P. DIENES: The Taylor series. An introduction to the theory of func- 
tions of a complex variable, (Univ. de Oxford, 1931), 

El primer libro dedicado exclusivamente al estudio de los teoremas 
tauberianos es: 

H. R. PITT: Tauberian theorems (Oxford Univ. Press, Londres, 1958). 
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3. En el volumen 111 de nuestra obra (cap. XXIX) estudiamos más 
extensamente la teoría de las funciones analíticas de variable compleja, 
con más amplias referencias bibliográficas. Aquí sólo citaremos cursos ele- 
mentales de iniciación, como los excelentes de: 

. K, KNOoPP: Funktionentheorie y Aufgabensammlung zur Funktionen- 
theorie. (4 pequeños volúmenes, 5% ed., W, de Gruyter, Lepzig, 1937), 
traducida la parte teórica de la 2% ed. alemana: Teoría de funciones. (La- 
bor, Barcelona - Buenos Aires, 1926) ; 

M. O. GONZÁLEZ: Fundamentos de la Teoria de Funciones de Varia- 
ble Compleja. (Min. Educación, La Habana, 1952). 

E. G. PHILLIPS: Functions of a complex variable with applications. 
(Interscience Publ., Nueva York, 72 ed., 1951). Traducido: Funciones 
de una variable compleja y sus aplicaciones. (Dossat, Madrid - Buenos 
Aires, 1943); 

y el más extenso y muy didáctico de: 

S. PINCHERLE: Gli elementi della teoria delle funzioni analitiche. 
(Zanichelli, Bolonia, 1922). 

Uno de los mejores cursos didácticos para estudiar más a fondo la 
teoría es: 

E. C. TITCHMARSH: The theory of functions. (2% ed., Univ. de Ox: 
ford, 1939). 


4. Un amplio capítulo a los teoremas tauberianos dedica la obra pós- 
tuma sobré series divergentes de G. H. HarDY (citada en Cap. V, nota 
IV-2). 

Una extensa monografía sobre los números Tr y e, con notas histó- 
ricas y bibliográficas, y no menos de cinco pruebas clásicas de su tras: 
cendencia, ha publicado recientemente el matemático venezolano 

F. J. DUARTE: Monografia de los números T y e. (N. 34 y 35 del 
Boletín de la Acad. Cienc. Fís. Mat. Nat. de los EE. UU. de Venezuela, 
11, págs. 1-252, 1949). 


CAPÍTULO XII 


INTERPOLACIÓN Y DIFERENCIAS FINITAS 


$ 46. INTERPOLACIÓN ENTRE VALORES CUALESQUIERA 


1. Teorema de existencia. — En las ciencias experimentales 
es preciso inducir las leyes de correspondencia, mediante un 
cierto número de pares de valores de x,y. En general, una 
función y = f(x) sólo se conoce para determinados valores de 
la variable independiente: por ejemplo, cuando está dada (co- 
mo la función logarítmica) mediante una tabla, o bien cuando 
resulta de determinadas medidas u observaciones, que también 
nos conducen a formar una tabla. Cada medida (o cada ren- 
glón de la tabla) conduce a un punto del diagrama, y el pro- 
blema de hallar una función que tome esos valores, equivale al 
de hallar una curva que pase por esos puntos. Pero este pro- 
blema está indeterminado, pues hay infinitas curvas que pa- 
san por un determinado número de puntos, por grande que 
éste sea, 

Para que el problema de la interpolación quede determina- 
do, debemos prefijar el tipo de la función. 

Por ejemplo, si la función es de primer grado en zv: 
[46-1] Y = oT + t, 
bastan dos puntos, pues el diagrama es una recta. Por otra 
parte, en [46-1] figuran sólo dos constantes a determinar. 

Si la función es un polinomio de segundo grado: 

[46-2] y = a) 1? + a, x +4», 
necesitamos conocer tres puntos, pues en [46-2] figuran tres 
constantes a determinar: 


EJEMPLO: Parábola de eje vertical, que pasa por los puntos 
A(— 2,5), B (2,1), C (4, 5). 

La ecuación es de la forma [46-2]. Reemplazando lz= coordenadas 
de los puntos se tiene: 


5 = m(—2)* + ar(—2) + as 
1l=0.2- +40.2 +45 
5 = do. 4” + 4.4 +4 
sistema de ecuaciones que nos da: do=3, a4=—1, da=1; y enfónces, 


por [46-2]: 
y =} t — xy t l. 
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Una sinusoide de ecuación : 
[46-3] y = £ sen (wz +a) 


puede hacerse pasar por tres puntos prefijados, pues en [46-3] 
figuran tres constantes a determinar: A, w y a. 

Tiene pues un gran interés práctico, y al mismo tiempo 
teórico, dados n +1 puntos de abscisas distintas, determinar 
la curva más sencilla que pase por ellos, es decir, resolver el 
problema siguiente: 

Obtener la función más sencilla, y = f(x), que toma los va- 
lores Yo, Yi, .--, Yn, COrrespondientes a los valores £o, £i, .., £n 
de la variable. 

Las curvas más simples son las algebraicas, y entre ellas 
las parábolas, esto es, las gráficas de polinomios: 


Pa (x) = ao + ax + a? + ... H anz”. 

Como el número de condiciones impuestas es n+ 1, no se- 
rá posible, en general, obtener parábola de grado inferior a n 
que pase por los n+ 1 puntos *, pero vamos a probar que exis- 
te una, y sólo una, de grado n que cumple estas n +1 condi- 
ciones. 

Para determinar los coeficientes o, Q1, ..., An, basta resol- 
ver el sistema de ecuaciones lineales 


| Yo = ao F M1 Zo +... + An Zo” 
1 Sn 


a ara da las 


y la solución es única por el principio de identidad ($ 16-1, b), 
ya se utilice este procedimiento u otro cualquiera, 


[46-4] 


* 2. Fórmula de Lagrange. — a) La resolución del sistema 
[46-4] suministra el polinomio de orden n que resuelve el pro- 
blema de la interpolación, pero puede obtenerse directamente 
con este artificio: formemos el polinomio de grado n que se 
anule en los puntos £i, Zo ..., Tn, y que para x = z, tome el 
valor yo; otro que se anule para Zo, Yo, ..., Tn, Y QUe para x = 2, 
tome el valor y,; ...; otro que se anule en todos los puntos, 
excepto en el x,, donde tome el valor y,. La suma de todos ellos 
es de la forma: 


P, (1) = o 21)... (2-2) + AL(2- Zo) (X — Lo) ... (£- 21) + 
+ mot An (2-20) ... (L— Ln-1), 
y No el problema si se eligen loš coeficientes A de modo 





* Si prescindimos de la condición de que la curva sea del tipo parábola, el orden de 
la curva algebraica que pasa por » puntos es inferior a n— 1. Así, por ejemplo, por 
cinco puntos se puede hacer pasar una curva de segundo orden o una parábola de cuarto 
orden. 


$ 46 -3 INTERPOLACIÓN ENTRE VALORES CUALESQUIERA 643 


que cumplan la condición impuesta: de tomar estos términos 
los valores Yo, Yis +. ., Yn para Zo, Ti, -.., Tn, respectivamente. 
Estas condiciones determinan dichos coeficientes : 


Ao = a- A A A 
(£o — 21) a (Zo — £a)’ 1 (2, — Lo) ia (a, — £n) 
N An Sai 
(En — Zo) ... (Ln — Tn-1) 
y resulta la fórmula llamada de LAGRANGE, aunque fué descu- 
bierta por E. WARING: 
(£ — 21) .. (1 — £an) 


-+Y 


(Lo — T1) ... (Lo — Ln) 


(1 — Lo) .. (1 — La) 


P, (2) =Yo (21 —2o) «.. (21 — £n) 





+ 


(2 — zo) ... (2 — Tn) 
ji Ea KA (En — Lo) s. (La — £r) 


NOTA: Esta fórmula no da el polinomio ordenado (inconveniente co- 
mún a casi todas las de interpolación), y tiene sobre todo el inconveniente 
de hacer inútil casi todo el trabajo cuando la aproximación lograda con 
n valores es insuficiente y es preciso tomar nuevos valores para formar 
un polinomio de grado superior. 


EJEMPLO: Para dos valores, yy = f (x.), yı = f (xı), resulta: 
a—To _ Yo— Yi Lo Y1 — Yo La 
Li—Mo0 Lo — Li To — X1 


que es la fórmula de la interpolación lineal, la más frecuentemente usada 
en toda clase de tablas ($ 35-5). 


b) He aquí una consecuencia inmediata de la fórmula de LAGRANGE 
y del teorema de unicidad: 

b,) Todos los polinomios de un mismo grado n, acotados en n +1 
puntos de un intervalo (a,b), es decir, que toman n + 1 valores inferio- 
res a un número fijo, están acotados en todo el intervalo, puesto que cada 
polinomio está determinado por estos n + 1 valores Yo, Yi, ..., Yn, multi- 
plicados por coeficientes que son finitos, esto es, inferiores a un número 
fijo h; si las n + 1 ordenadas son menores que k, al variar éstas, todos 
los polinomios conservan valores inferiores a (n + 1)Ak. 

Recíprocamente: 

b:) Todos los polinomios de grado n acotados en un intervalo, tienen 
sus coeficientes acotados. 

En efecto, según a), éstos Vienen dados por expresiones lineales de 
las ordenadas Yo, Yi, ...: Yn, con coeficientes fijos, en que sólo intervienen 
las abscisas elegidas. 


% — Xi 
P.(x) = yo o + Yi , 


3. La interpolación parabólica progresiva. — El segundo de 
los inconvenientes señalados en la nota de $ 46-2 se evita con 
la interpolación parabólica progresiva, que además conduce 
más cómodamente al mismo polinomio, por la unicidad ya de- 
mostrada (8 46-1). 

a) Tomamos dos de los puntos dados y determinamos el 
polinomio de primer grado P, (x), cuya gráfica pasa por ellos. 

b) Tomando un punto más es fácil determinar, basándose 
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en el polinomio anterior, uno de segundo grado: P, (x), cuya 
gráfica pase por los tres puntos, 

c) Proseguimos así, hasta llegar a P, (z). 

Tendremos: 

a) Primer grado. Pongamos: P, (x) = ao + a, (£ — Zo), 
donde: ao =ŅYoọ;  @1 = (Yı — o) : (2, — To) 


Resulta así la fórmula de interpolación lineal. 


P, (2) = Yo +2 (a — to), 
Zı — Lo 

que representa la recta que pasa por los puntos (Zo, Yo), 
(zı, Y1); suele llamarse por partes proporcionales ($$ 35-5 y 
40-4, d) 

b) Segundo grado. 

Pa (£) = do + € (2— Lo) + az (£ — £o) (£ — 21). 

Conservando los mismos dy, 41, basta calcular as con la con- 
dición que y tome el valor y, para x2; o sea: 
Y2 — Ay — 1 (L2— Lo) Ya — P, (xə) y 

(2, —%,) (2. — 21) (L2— £o) (£o — 11) 

Obsérvese que la diferencia y2 —P,(x) es el error que es 
preciso corregir mediante el nuevo término de coeficiente as. 
Además, vemos claramente la ventaja de este método sobre 
el de LAGRANGE; una vez obtenida la función lineal mediante 
dos puntos, y apreciado el valor que da para zə si es despre- 
ciable vale dicha función para los tres puntos; en caso con- 
trario, se divide dicho error por el producto de distancias de 
la nueva abscisa a las otras dos, y este cociente es el coefi- 
ciente del término nuevo de segundo grado. 

c) Grado n. 


P, (2) = ao + ale — zo) + aala — Zo) (x — xı) +. 


Q = 


+ an (£ — Lo) ... (12 — Zn) 
Conservaidó los mismos coeticiemt e Qo, Qis -.., On-1, QUe 
tenía Pa-ı (x), el polinomio P, (1) pasa por Yo, Y1 »..» Yn-1, PUES 
es P.(1:) = P.-1(2;) = Y; G= 0, 1, 2, ..., n— 1). El nuevo 


coeficiente, a,, se calcula para que Pa (£a) = Yn, es decir: 

Yn — Pn- (£a) 
(En — Lu) (En — ZI) ... (Ern — Ln-1) 
donde el numerador es igual al error cometido al tomar para Y, 
el valor P,.,(x,) que daría el polinomio anterior, mientras que 
el denominador es el producto de distancias al nuevo punto £r» 
desde los anteriores. 


Un = 


EJEMPLO: He aquí las tensiones del vapor de agua a diversas tem- 
peraturas: 

Temp.: t 80” 90° 100° (centígrados), 

Tensiones: P 35,46 52,55 76,00 (centímetros de mercurio). 
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La interpolación lineal entre 80” y 100% da: 
P, = 35,46 + a,(t — 80?) 
donde: 
a = (76 — 35,46) : 20 = 2,027; 
pero si sustituímos t= 90” resulta: 
P, = 35,46 +4 20,27 = 55,73 
“error: 52,55 — 55,73 = — 3,18; 
como es excesivo, recurramos a la interpolación de segundo grado, cuyo 
nuevo coeficiente Qu se' deduce dividiendo ese error por 
(90 — 80) (90 — 100) = — 100; 
luego, resulta 0,0318; la nueva fórmula es: 
P: = 35,46 + 2,027 (t — 80) + 0,0318 (t — 80) (t — 100). 
Por ejemplo: para t= 86 resulta P = 44,95, mientras que la obser- 
vación directa del fenómeno da 45,01; el error relativo, por lo tanto, ape- 
nas pasa de 1: 1000. 


4. Descomposición de una fracción algebraica en fracciones 
simples. — a) Denominador de ceros simples. — Dada una 
fracción algebraica irreducible £f(x)/Q (zx), con numerador de 
menor grado que el denominador, si los ceros de éste son sim. 


ples, es decir, si admite la descomposición: Q(x) = (x — zı) 
(£z —z:) ... (£ —&,), se trata de descomponer la fracción 
dada en la forma: 

f(x) A A> A, 


RO aa Tara To? 


L — Ln 

con numeradores constantes. Multiplicando por Q(x), esto equi- 
vale a descomponer el polinomio f(x), cuyo grado es menor 
que n, en suma de n polinomios, cada uno de los cuales contiene 
n— 1 de los factores binómicos; pero esta descomposición es 
única, y la da la fórmula de LAGRANGE, siendo los coeficientes 


B f(a) METER METOS 
As E A = a)" 


(2, — X2) (£1 — Lg)... (21-2n) Q (21) ” 
b) Caso general, Supongamos que en el campo complejo, 
la fracción algebraica f(x)/Q(x) es irreducible, esto es. los 
polinomios f(x) y Q(x) no tienen ningún factor común, el cual 
se suprimiría en caso de existir; y que f(x) es de grado menor 
que el grado m de Q (x). Probemos el siguiente teorema: 
bı) Una fracción algebraica irreducible 1(x)/Q(x) cuyo 
numerador es de grado menor que el m de su denominador, y 
tal que éste admite la raíz real o compleja a, múltiple de orden 
a = 1, es decir: 


Q(x) = (x—a)+. Q, (x) con Qı (4) +0, 
puede siempre descomponerse en la forma: 
f(x) A, + fı (x) 
Q(z)  (x—a)e (x — a) Qı (z) ’ 
donde la primera fracción del segundo miembro tiene por nu 
merador una constante, y por denominador (x—.a)a, mien. 





[46-5] 
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tras que la última fracción tiene por numerador un polinomio, 
fı (x), de grado menor que el m— 1 de su denominador, y por 
éste, el resultado de rebajar en una unidad el exponente de 
(x —a) en Q(z). 

En efecto, para obtener [46-5], basta determinar A, de ma- 
nera que sea 


A,.Q (2) fı (x) .Q(x) 
am ë ë . 
f(x) = a — =D tene Qı (2) A, Qı (x) +1, (1) (—a) 
Si se toma A, =f(a)/Q,(a), el polinomio f(x) — A,.Q.(z), 
a lo más de grado m— 1, resulta divisible ($ 16-5,c) por 
(x—a), y su cociente será un polinomio f,(x) de grado me- 
nor que m— 1. 
De aquí resulta el teorema: 


b2) Una fracción algebraica irreducible f(x)/Q(x), cuyo 
numerador es de grado menor que el denominador, admite la 
descomposición: 


f(x) A; A, Aa 


Qa) aa t aa e t ga Y 
B, B, Ba 
[46-6] tum a-o aa T 
hope ra , 
L, Le L, 
| Tal Drea ae a—l ” 
donde a,b, ..., l son todos los ceros reales o complejos del 


denominador Q(x), con el respectivo orden de multiplicidad 
a, B, ..., à. La descomposición [46-6] es única. 

Para obtener [46-6] basta aplicar el mismo teorema (bı) 
a la última fracción de [46-5], y reiterar el proceso hasta ob- 
tener el denominador Q,(x) sin el factor (x — a). Aplicando 
a la última fracción obtenida, fa(x)/Q,(x), la misma [46-5] 
para (x — b)£8, y siguiendo así sucesivamente, llegaremos a un 
denominador que tendrá el único factor lineal x— 1 y corres- 
donderá a un numerador de grado cero, es decir, a una cons- 
tante L Y. 


La unicidad de la descomposición [46-6] se demuestra suponiendo que 


existiese otra con coeficientes Ar, Ay, ..., Ay”, Br, Bs, ..., Bp'”, 

L' ..., Lp””, correspondientes a denominadores (x— a) e (x — a) a — 1 
.. (æ—a), (—b)b , ..., (@—b), .. (ED, ... (@—)). 
Habría de ser œ =a, R’ =B, ... A=, y además, Ať = An .. 


Aa’ = Aea, Br = By ..., L' A= Là. En efecto, si fuese œ’ > a, multipli. 
cando ambas descomposiciones por (x — a) a” resúltaría : 
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(x —a).g (2) =A/ + (x —a) .gr(x), 
donde g(x) y gı(x) se conservan acotados en valor absoluto para x >a, 
y por lo tanto, A — 0. Análogamente, no puede ser tampoco a > a”, Si 
a=a', multipliquemos ambas descomposiciones por (—a)%, y resulta: 


A+ (x—a).g(x) = Ar + (x—a).gi(x), 


donde g(x) y gi(x) se conservan acotados en valor absoluto para x > a, 
y por lo tanto, A, = As'. Suprimidas de ambas descomposiciones las frac- 
ciones de estos numeradores, se demuestra del mismo modo Az =— Ay, y 
se sigue así sucesivamente, hasta probar L) =L)’. 


ba) Si los polinomios primos entre sí f(x) y Q(x) tienen 
coeficientes reales, a toda raíz imaginaria, b = + in, de Q(x) 
corresponderá otra raíz imaginaria conjugada, c=¿—-1y = b 
con el mismo orden de multiplicidad B (§ 18-2). Entonces 
C = B, C = B, ..., Ce= Bg, pues para obtener [46-5] he- 
mos tomado B, — f(b) /Qi (b), que resultará (§ 18-2) conju- 
gado de C, = f (5)/Qı (b), donde Q: (x) = f(x)/ (x — b)8, tie- 
ne sus coeficientes conjugados a los de Qi (x) = f(x) / (x — DJ. 
Por lo tanto: 


B, + Bı Z G(x) 
(a—b)8 * (a—b)s [lx —£)?+ y]2” 


donde G (x), de grado no superior a £, tiene coeficientes reales, 
y dejará un resto lineal, M,x + N,, de coeficientes reales si lo 
dividimos por el trinomio de segundo grado (x — ¿)? + 7 = 
=g’ +px+q. De aquí se deduce que: 


e E EN _ Gao 
(2—b)B * (—b)E”-'[(—E¿)*+y9148 — [(x—£)? + y]68- 


Volviendo a aplicar el proceso a la última fracción del se- 
gundo miembro, y haciendo lo mismo con 


B, i B: Be Ba 
(e—byB2  (a— od) Cab  2—b 


y los demás pares de raíces imaginarias conjugadas de Q(x), 
habremos probado el teorema : 

Dada la fracción irreducible de coeficientes reales 
f(x)/Q(x), cuyo numerador es de grado inferior al denomina- 
dor, teniendo éste ceros reales a, múltiples de orden respectivo a, 
y ceros imaginario-conjugados ¿== iy, múltiples de orden res- 
pectivo f, existe la descomposición en fracciones simples, del 
tipo: 
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[46-7] 

e 2 o e +23) + 

A e 
a) 


Esta descomposición es única, pues basta aplicar un razona- 
miento análogo al visto en bə). 


b,) Método de los coeficientes indeterminados. — La de- 
mostración de la existencia de la descomposición [46-7] es cons- 
tructiva, pues puede servirnos para la determinación efectiva 
de los coeficientes A;, M;, y N;,. Sin embargo, la existencia y 
unicidad de dicha descomposición justifica el empleo, a veces 
más cómodo, del método de coeficientes indeterminados, ya 
aplicado en otras ocasiones (8% 16-7 y 44-4). Escrita a priori 
la fórmula de descomposición [46-71], con coeficientes indeter- 
minados en los numeradores del segundo miembro, se quitan 
denominadores multiplicando ambos miembros por Q(x). Bas- 
ta entonces igualar coeficientes de las mismas potencias de x 
en la igualdad que resulta para formar un sistema lineal de 
ecuaciones de solución única en las incógnitas buscadas: A;, M; 
y N,. Éstas son 3a + 3 (28) = m grado de Q(x), igual 

a ¿sin 
al número de coeficientes, eventualmente nulos, de f(x), que 
a lo más es de grado m— 1. 


En el $ 52 estudiaremos la aplicación de esta descomposi- 
ción a la integración de funciones racionales. 


EJEMPLOS: 1. Raíces reales simples: 





a +30 3 1 2 
Aa a + «+1 + ai 
Caso general: 
3e o, 5 2 
cra T test- t ehy 
3 aI E 
qye Cae api" 
a+o 2x x 5x 


(x +1) (+2) a0+1 p2 (p2) * 
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EJERCICIOS 


1. Estudiar los ejemplos de $ 46-1 y $ 46-3, con la aa: sa La- 
GRANGE. Comparar los diversos métodos. 

2. Hallar el polinomio de tercer grado que para « = —1, 1, 2, 4 vale 
respectivamente 3, 11, 6, 8. Comparar los métodos de LAGRANGE y de la 
interpolación parabólica progresiva con el de resolución del sistema [46-41], 

3. ¿Cómo se obtiene la función inversa de y=P,(x), utilizando la 
fórmula de LAGRANGE? Aplicarlo a resolver la interpolación inversa, con- 
sistente en encontrar un valor de « correspondiente a un valor dado de 
y = Í (x) . 

4. Hallar a, b, c, siendo: 
xt — 4x +- 4x = (x—1) (x—2) (1—3) + a(x—1) (x—2) + bl(x—1) +e. 

5. Demostrar que el resto de la división de un polinomio P(x) por. 
el polinomio Q(x) es: 

= P (x:) Q(x) 
R(x) = z D S aea 
donde x, son los ceros de Q(x). 
6. Si todos los ceros del polinomio Q(x) son reales, y entre ellos a es 


doble, siendo simples los demás, y el polinomio f(x) es de grado menor 
que Q(x) y primo con éste, entonces: 


f) A, A: B , 
Zo = ay toa +3 7 —p » donde: 
a 2100). a, IBE OQ (a) —1(0)Q”(0)] 
iea 31Q(a) 1 
LB). 
Sao” 


refiriéndose la suma a todas las raíces b de Q(x) = 0 distintas de a. 

7. Si el polinomio Q(x) tiene un par de raíces simples imaginario- 
conjugadas (b: = bi) dadas por (x—b,) (x—b.) = x*—px—q =0, 
siendo Q(x) = (x? —px— q) Q:(x), y f(x) es un polinomio primo con 
Q(x) y de grado menor que éste, entonces puede ponerse en [46-7]: 











Yo 80 Sop + sı 1 
y Y 81 80 Q Yi 
M = ——/—2 5 N=———, 
Sp +s So So p +81 So 
So Q 81 So Q 81 











donde rox +, y 80x +8. son respectivamente los restos de dividir f(x) 
y Q:(x) por x”—px— q, para lo que puede emplearse esquema análogo 
(ahora con sendas filas para p y q) al de la regla de RUFFINI ($ 16-65, b). 
Aplíquese a la descomposición de 


24 — 3x* — 2x* + 9% 
e —o+o +0 —2 
(DANIELA VARELA, 1945). 


8. Probar que si el polinomio f(x) es de grado menor que Q(x) = 
= (2 — 21) (x — xa) (x — xs), con x: distintos, y primo con él, entonces es: 
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1 1 1 1 1 1 
f (x) — a Xi La Zi Ca Ya 
Q(z) 7 ep ? 
f(x) f(x) f (xs) a a w? 


£ — a X — Es LC Un 
y generalizar para denominador de grado n con ceros simples. 
9. Mediante descomposición en fracciones simples, probar que: 
D™ arec tg x = d (— 1)™1 (n — 1)! i[(x + i)-” — (z —ì)-"]. 
10. Descomponer en fracciones simples: 


tetteti, 1 f 80 — 12x* + 186x — 4 , 

a) 3x? — 2g — 5’ a o) a — 4x + 4x2 : 
y? , e —ay” 
dorer aI T P) FTT D (ETS) 


11. Generalizar, por inducción, las expresiones (nota I, a) de las di- 
ferencias divididas. 


§ 47. INTERPOLACIÓN ENTRE VALORES EQUIDISTANTES 


1. Diferencias sucesivas de una función. — Dada una fun- 
ción f(x) y un conjunto de valores de x en progresión aritmé- 
tica: Zo, Xı = Xo +F h, X2 = Zo + 2h, ..., Tn = To + Nh, ..., a 
los que corresponden Yo, Yi, Y2, -.., Yn = Í(%,), .. + y B€ llaman 
diferencias primeras de la función y = f(x) a los números ob- 
tenidos restando cada valor funcional del siguiente: A*yo=Y1—Yo, 
A'Y1 = Y2 — Y1, etc.; diferencias segundas, el resultado de apli- 
car el mismo proceso a las diferencias primeras: A?yo = A*y, — 
— AYo. AY, = Aya — Ahh, etc., y así sucesivamente. Se tiene 
el cuadro siguiente: 





Zo | Yo 
A! Yo = Yı — Vol 12, —a1 
Yi | Yi A Yo= =A Yı —A! Yo a NO 2 
A? U — A = A? —A g 
at aman panagan TAUA, 


nu 


En general, se tiene: 
A” Yi = Ar Yii a An Yn 

es decir, obtenida una columna de diferencias, se forma la di- 
ferencia de orden superior a una cualquiera, restando ésta de 
la siguiente en su misma columna. Suele emplearse Ay; = Ay. 

Si calculamos las diferencias sucesivas mediante los valo- 
res funcionales iniciales, resulta : 

AYo = (Ya — Y — (Yı — Yo) = Y2 — 2Y + Yo, 

AYo = AY — AY = (Ys — 2 Y2 + V1) — (Y2 — 2 Y + vo) = 

= Ya — 8Y2 + B Yı — Yo 

y en general, se demuestra por inducción, mediante la relación 
fundamental [11-16] entre números combinatorios: 
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[47-1] a — 7) +) — + UD 


E 
= Yo +H A; AY = AY + Ao; +... 
s Yi t A = Yo + 2 Ao + AY; AN =... 3; 
Ya = Ya + AW: = Yo +8 A'Yo +3 AYo + Ayo; AYa = ...5... 
y en general, se demuestra como antes por inducción: 


[47-2] m= m|") awo + (e) atv sd 4%) aryo. 


2. Operadores simbólicos. — Las fórmulas del cálculo de 
diferencias se simplifican notablemente mediante la introduc- 
ción de operadores simbólicos. 

Se designa por E la operación funcional de incrementar la 
variable independiente x en la constante A, es decir: 

Ef(x,) = f(2,+h), osea: Ey, = Yau, 


e indicando como producto la aplicación reiterada, tendremos 
las potencias : 
E" £(2,) = f(2,+'"rh), o sea: Yn = Yn. 
Si convenimos en poner A" =E"=1 = operación idéntica 
(es ter A = A Yn = Yn) tendremos AYn = Yn — Yn > 


=(E — 1) Yn; E Yn = Yn = Ynt AYn = (1 --4A)Yn, y por lo tan- 
to, los eel iA A y E se relacionan mediante: 
[47-8] E=1+A 


Fácilmente se demuestran las relaciones 
Alf (a) 44 (b)+..H£(c) p=Af (a) +At (9) +...-pAf(c), 
Akí(a) = kaAf(a), 
APArÍ(a) = Aro f (a) j 
y análogamente para E. Éste y A son conrautables : 
EA y, =E (Yni — Yn) = Yn+2 — Ynn = A Yn =A Eg. 
Asi, los operadores A y E pueden manejarse como símbolos 
algebraicos. Si definimos A” -+ A” mediante (A” -+ A”) f(a) = 
= A™f(a) + a” f(a), es inmediato demostrar: 
(Am + A") (Ar + A1) = A®+ -+ Am+ + An? + anu, 
que justifica ($ 12-1) : 


a+ar=1+(1)a+(2)0 +... + (Jar, 


y análogamente para E. 
Entonces, las fórmulas [47-1] y [47-2] pueden escribirse 
condensadamente: 
[47-1'] ee = (E—1)"yo 
[47-21] = (1+A)"”Yo, 
siendo en la última y, = E Yo» 
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3. Diferencias sucesivas de un polinomio. — Si la función 
es y=x”, la diferencia primera correspondiente a cualquier 
valor de x es: 

(+ h)—e=nzx ht... +hr, 

polinomio de grado n— 1, e igualmente, si la función dada es 
un polinomio cualquiera de grado n, la diferencia primera vie- 
ne expresada por un polinomio de «grado n— 1. Por lo tanto, 
las diferencias segundas vienen dadas por polinomios de gra- 
do n—2; las diferencias terceras, por polinomios de grado 
n—3; ...; las diferencias de orden n — 1, por binomios de 
primer grado; las diferencias n-simas son constantes, y las si- 
guientes son nulas. 

Para llegar a una diferencia n-sima bastan n+1 valores 
equidistantes del polinomio, y como es constante, puede retro- 
cederse mediante adiciones, formando la columna de diferen- 
cias (n— 1) -ésimas; luego las anteriores, y siguiendo así se 
llega a formar la columna de valores de la función para valo- 
res posteriores y anteriores a los n +1 dados; es decir, se hace 

extrapolación fuera del intervalo de los valores dados. 


EJEMPLO: Formemos una tabla de cubos partiendo de Jos cuatro pri- 
meros; con éstos se llega a formar, por sustracciones, el triángulo de 
diferencias impresas en cursiva; repitiendo la diferencia constante 6, y 
tetrocediendo por adiciones sucesivas, la columna de cubos se prolonga: 





o| oj; 
ll el 
2 | 8l | 12 | 5 
$ 122139 |18| 6 
4 | 64| 6 | 24 
5 |125 


EJERCICIO: Partiendo de los cubos 


99* = (100 — 1)* = 970299, 100* = 1000000, 101? — 1030301, 102* = 1061208. 
prosígase la formación de cubos. 


4. Diferencias sucesivas de los factoriales, — En la teoría 
de la interpolación son particularmente importantes los pro- 
ductos de factores en progresión aritmética llamados factoria- 
les (o facultades). El factorial de diferencia h =1 y grado p 
se designa así: 

fx]? = x(x—1) (x—2) ... (r—p+1). 
Su diferencia es: 
A [x]* = [2+ 11? — [r] = 
æ y(x — 1) (x — 2) ... (x—p +2 (x+1)— (—o+1)], 
es decir: 
[47.4] A [2]? — p [x]”, 
fórmula análoga a la derivada de x”, y de la que se deduce: 
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que permite tabular rápidamente [x]”/p! para valores natura. 
les de x, en forma análoga a como formábamos el triángulo 
aritmético o de TARTAGLIA (8 11-4). 

Dado un polinomio P, (x) = aog” + ayer? + ... + 0, Be 
simplifica notablemente el cálculo de sus diferencias sucesivas, 
expresándolo como suma de factoriales : 
[47-5] Pa (x) = a + pix] + ylz]? + ... + v[zJ>, 
donde a es el resto de dividir P, (1) por x, es decir, P, (2) = 
a + x% Pr (1); 8 es el resto de dividir P,-,(x) por æ — 1, 
es decir, P,-(1) = B + (x—-1) P,-2(x%); y es el resto de di. 
vidir P,- (x) por z—2 es decir, Po(x) y + 
+ (x —2)P,..(x), etc. 

Entonces, [47-4] da inmediatamente las diferencias: 


(AP, (2) =8 + 2y[21 +... + nv[aJ”-, 
AP, (1) =2!ly +... + n(n—1) v[x]”2, 


AP, (z) ==] y. 


[47-6] 


EJEMPLO: Sea y = x* — 12 x° + 30 x° — 20% + 7. Aplicando lg re- 
gla de RUFFINI (§ 16-5) resulta: 


0) 1 —12 +30 —20 (+7) y = 1— [r] + [s] — 6 [r]" + [r] 
+1 —11 +19 A y = — 1 + 2[x] — 18 [r] + 4 [xy 
1) 1 E e (—1 Ay = 2 — 86 [x] + 12 [x]f, 
+3 Bt y Daa 24, 
8) 1 (—6 Ay = 0. 


5. Fórmula de Newton-Gregory. — Si de una función deg- 
conocida se conocen sus valores en n+ 1 puntos, se ha visto 
en $ 46 cómo se interpola mediante el polinomio de grado n 
que toma los n+ 1 valores dados, admitiendo que los valores 
de la función desconocida en los puntos intermedios son los del 
polinomio en estos puntos. El caso más usual (por ejemplo, 
en las tablas matemáticas) es aquel en el que los valores de zx 
son equidistantes, y si los puntos considerados son los x = 0, 
1,2, ..., n, puesto el polinomio buscado P,(x) en la forma 
[47-51], ésta y las [47-6] dan inmediatamente para x= 0, los 
coeficientes : 


AYo 


.  _A"Yo 
9! e ee. sp v— 


n! 








B = Ao; 


de donde resulta la fórmula: 


a = Yo; y= 


1 


.” 


654 XII. INTEHPOLACIÓN Y DIFERENCIAS FINITAS § 47 -5 


; g(a — 
[47-7] Pata) 99 + 0 + + + 
dp a (+ — 1) A o 1) 
n! 
atribuída a NEWTON, pero ya conocida por J. GREGORY (1670). 
Si en vez de los puntos 0, 1, 2, ..., n consideramos Zo, 


Xı = Lo + h, to =% +2h,..., Ln = Xo Hn h, en vez de [47-7] 
se obtendrá: 


[47-8] P, (2) = yo += Ayo | (£ — vo) (2 —*1) Ao, 


A”Yo, 








h 2! h? 
(1 —- 20) (2 — 1) ... (1 — tn) A”Yo 
+. +- n! h” > 


También puede deducirse [47-8] directamente de [47-2], haciendo 
x= +Nh, y sustituyendo n = (x — zo) /k, n— 1 =(% — x1) /h, etc.; o 
bien como la correspondiente en este caso a la interpolación parabólica 
progresiva ($ 46-3), pudiéndose deducir [47-8] por el cálculo sucesivo 
para valores equidistantes, mediante las diferencias sucesivas, de los coe- 
ficientes do, Gr, ..., Ga Allí vistos. 


La fórmula [47-7] se expresa simbólicamente así: 
[47-7] P, (1) = (1 + 4A) = Eyo, 


teniendo en cuenta que son nulas para un polinomio de grado n 
las diferencias de orden superior a nm. 


NOTAS: 1. En las tablas usuales llega siempre a suceder que las di- 
ferencias de un order suficientemente elevado son prácticamente constan- 
tes dentro de la aproximación deseada, fijándonos dicho orden el grado 
del polinomio interpolanta, 

2. También se procele a interpolar funciones conocidas y tabuladas, 
cuando el cálculo de sus valores numéricos en puntos intermedios es muy 
engorroso. 

3. Salta a la vista l:. analogía de la fórmula de NEWTON - GREGORY 
[47-8] con la de TAYLOR (§ 39-2), si se sustituye en ésta (æ — a)” por 
(æ — xo) (æ — xı) . . . (® — r-i) y f(a) por a . Sin embargo, [47-8] 
no es aplicable a infinitos valores, y no es legítimo el paso al límite sin 
un análisis especial (§ 47-6). 





EJEMPLO: Determinar lg 6,0405 mediante la tabla de las dos prime- 
ras columnas siguientes: 


Lr lg ær A A As 
6,040  ),781 036 9386 
6,041  )/781108 8857 Ada dea —19 o 
5,043 (781252 5942 — 118 


6.044 (7813244567 "18615 


Aquí basiará la interpolación cuadrática, por ser prácticamente cons- 
tantes las diferencias segundas. Es œ= 6,0405; æ= 6,040; h= 0,001; 
(2—xe0)/h= 4; (20, (2x1) /h* =— 3; 10%, le 6,0405 = 781 036 9888 + 
+ 4.718 9714 8.119 = 781 072 8886. 
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6. Término complementario y paso al límite. — a) Para una deter- 
minada función y =f(x), la fórmula de interpolación [47-8] da sólo una 
expresión aproximada de la misma, siendo realmente f(x)= P,(x) + R, (2). 
Por a con la fórmula de TAYLOR ($ 47-5, nota 3), podemos in- 
tuir e 


TEOR.: Una función f(x) continua en [£o xa] con derivada f'"*" (7) 
existente ($ 30-5) en (Xo ®%.), tiene como término complementario de la 
fórmula [47-8]: 


[47-9] R (2)=f(a)— P(o) Ea e 20m (E), 
donde xo < £ < ta. 

En efecto, escribamos el término complementario en la forma: 

f(x) =P, (x) + ra (æ). (æ — xo) (% — æ)... (% — 2r). 

Si es a3 £o y ..., a UN punto cualquiera del intervalo (xo, æn), 
estará determinado r,(a) mediante: 
[47-10] f(a)=P.,(a)+ r, (a). (a — x) (a — x) ... (a — 2n). 

La función: 

F (x)= f(x) —P,(2)—r,(a) (1 — xo) (x — x1) .. . (X — £a) 
se anula en los n + 2 puntos distintos xo, Yi, ..., £a, aA, y por el teorema 
de RoLLE ($ 35-2), su derivada F'(x) se anula en 1 + 1 puntos distintos 
intermedios, la F"(x) en n puntos distintos intermedios, y por lo tanto, 
la F"*2 (æ) se anula en un punta £, con xo < < æn, es decir: 
poan) (£) = gu (£) PERN ra (a) A (n + 1) ! = 0, 

de donde se despeja r,(a), y sustituída en [47-10] da: 


E (a — 20) (a —%1)...(a— 2%.) sm) 
Í(a) = P,(a) + AO £~ (E) 

con %<¿<«x,, válida para todo a de [xo x.], y que demuestra [47-9] 
sin más que cambiar a por g. 

Conocida la acotación |f'"**(£)| <K, para h pequeño, el error es 
del orden de h"*. Así, para %=xo +3 h, el error es: 

3h.h.2h...nh pu 
SAR SE S 

En $ 47-5, ejemplo, el error no supera a A ; E < 10#, 
y hubiésemos podido tomar lg 6,0405 = 0,781072 888 637, supuestos exac- 
tos los valores tabulados, lo que no es cierto, pues sólo tienen sus cifras 
exactas (Cap. V, nota II, b). 


NoTA: La fórmula [47-9] es también válida fuera del intervalo 
[Zo £n], si f(x) cumple las condiciones de hipótesis, pero entonces, si 
æ es exterior a [zo %„], también puede serlo £, pues éste resulta en gene- 
ral un punto intermedio entre Xo, Li, 2, ..., Un. X. 

La fórmula [47-8], aplicada fuera del intervalo de los n valores da- 
dos, se llama de extrapolación, útil si se conoce una acotación de la de- 
rivada n + 1-ésima, pero muy peligrosa en su aplicación incondicional, 
si se desconoce límite de error. Tal sucede en las leyes naturales cuyo 
proceso fuera del intervalo de observaciones queda indeterminado. Ade- 
más, aparte del riesgo de un crecimiento rápido de la derivada, el pro” 
ducto de distancias a los puntos dados crece rápidamente al salir del in» 
tervalo de éstos. 

Así, en 5. 46-3, ejemplo, la misma fórmula que tan excelente resul- 
tado nos ha dado para el valor t—86, nos da para t= 0° el resultado 
absurdo 127,70, mientras que el valor observado es 0,46 en centímetros de 
mercurio. 

La fórmula [47-9] es válida para interpolación entre valores cuales- 
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quiera (§ 46-3), pues en su demostración no interviene la circunstancia 
de que los puntos sean equidistantes. Si el polinomio interpolante P,(x) 
toma la forma de LAGRANGE (§ 46-2), por el teorema de unicidad ($ 46-1), 
eb resto será el mismo [47-9]. j 

bd) La función Ra(x)=1f(%x)—P.(x) dada por [47-9], se anula en 
N +1 puntos, Zo, Li, ..., Zn, y aplicando el teorema de RoLLE relterada- 


mente, como hemos hecho en a), resultará que existe un punto de (xo, £n) 
tal que £" (£)— Pa” (£)=0, es decir: 
Ar” . 
(47-11] 10 (6) = nrm, (2o < E< £r). 
En las condiciones de hipótesis del teorema [47-9], aplicando [47-11] 


para z = 1, 2, 3, ..., y haciendo tender k a 0, obtendremos la fórmula 
de TAYLOR (§ 39-2) como caso límite de la [47-8]. 





EJERCICIOS 


1. Efectuar en detalle las demostraciones indicadas en § 47-2. 
2. Mediante los valores de y = xt — 2 æ + 3x’ — 5x + 1, para 
æ = — 2, — 1, 0, 1, 2, prosígase hallando los valores funcionales pa- 
ra % = 3, 4, 5,... 
8. Expresar y = 5° — 3x -+ 2 en la forma 
Pa(x) = a + Bix] + Y[eJ? + èiz], 
y formar la tabla de sus diferencias. 
4. Hallar el polinomio f(x) tal que 
Af(n) = 9m — 3n — 2; f(0) = 8. 

5. Para la función f(x)=e-"" se tiene f(0)=1; £(0,05) = 0,99750; 
£(0,10) = 0,99005; £(0,15)=0,97775; f(0,20)= 0,96079; f(0,25)= 0,98941; 
£(0,80) = 0,91393. Calcular f(0,0477) y f(0,2862), mediante [47-8], com- 
probando los resultados por el desarrollo en serie de Mac - LAURIN. 

6. Mediante [47-2] probar (cfr. ejercicio 2 de $ 2) que: 


¿ear (170) 10+(%7?).00+("3*)..- 


=F. (n41) (2n+1); 


P +2 +... + nt = nln + 1)’4; 
1t + 2+... + 2 =mn(n+1) (22 + 1) (3n* + 3n —1)/30, 
7. Si en la tabla de valores equidistantes se toman en cuenta hasta 
las diferencias terceras, el valor correspondiente a ¿(%. + x) es: ` 


Yı + Y: (Y: + Y2) — (Yo + Ya) 
g + 16 
(DE MORGAN). 


NOTAS AL CAPÍTULO XII 


L Diferencias divididas. — a) DEF.; Se llaman diferencias divididas 
9 polinomios interpolares de la función y =f(x) en la sucesión de puntos 
Lo, Cry La, ..., los cocientes sucesivos siguientes: 


[0 1] E ZP [1 2] a AA 


Li — Lo ty — Bı TESI 
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[0 1 2] = [1 2] — [0 11 [1 2 8] sA Uu a 
La — Xo Xi — Yi 
[o 1 2 3] = [1 2 3] — [0 1 2] 
= Xs — To i 
Resulta, además: 
D Yo eais 
[0 1] pa Xo — Yi + %1 — Ko f 
aent M o 
[0ta] (2. — 21) (Xo — x2) Se (2, — Lo) (11 — 21) E 
Ya a 
+ (0, — Lo) (La— %1) ” 
A a a AM RR 
[0 12 3] = m 2) (æ — 71) Gan eo (2, — %2) CA 
q MA Y 


è 


(0—2%) (2:—21) (0:—21) + (2t) (ai) (Ere) 


fórmula que se generaliza por inducción; por lo tanto, una diferencia di- 
vidida es una función simétrica (Cap. X, nota IIL) de los puntos a que 
se refiere. 


b) Fórmula de LAGRANGE, — Si f(x) es un polinomio de grado n, 
debe ser [0 12 ... nx] = 0, como análogamente hemos visto en $ 47-8, 
es decir: 

A A A A a N a 
(1 — £o) (x — 2%1)...(x —%p) + (Xo — 1) (Xo — X1) .. . (Lo — Ln) EPR 


A A l 
+ (En — X) (En — £0) . o. (En =- En) — o, 
de la que se deduce inmediatamente la fórmula de LAGRANGE ($ 46-2). 


c) Fórmula de NEWTON. — Si las diferencias divididas de tercer or- 
den son constantes, se tendrá para cualquier x: 


[x 0 1 2] = [0 1 2 8], 


[0 1 2] — [x 0 1] 
Lı — Y 


[x 0 1] = [0 1 2] + [0 1 2 3] (x— zx). 
Como también 


y siendo 
[x 0 1 2] = 
resulta 


[0 1] — [v 0] 


[x 0 1] = SE 
resulta : 


[x 0] = [01] + [0 1 2] (x — zı) + [0 1 2 3] (x — m1). (x — ta), 
y por ser 
_ _Yo—y 
[z 0] = Lo — g 
queda en definitiva: 
y = yo + [O 1] (x — xo) + [0 1 2] (x — 20) (x — 41) + 
+ [0 12 3] (x — o) (x — xı) (x — Xa). 

Si las diferencias divididas constantes son las de orden n, queda la 
fórmula análoga debida a NEWTON (1687), coincidente con la dada en 
la interpolación parabólica progresiva ($ 46-83), siendo precisamente los 
coeficientes de la misma las sucesivas diferencias divididas: 

do = Y, 4 =[01], a = [0 1 2], ..., an = [0 1... n]. 
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d) Coeficientes diferenciales. — Si f(x) admite n coeficientes dife- 
renciales (Cap. X, po h a) en E punto Zo, es: 


22 A 
AR F e+ hu E 





Ma = yo + ha Y ha 21 +...+ ), 


y calculando las diferencias divididas, si se a i a la mayor de las 
Ra, hae, ..., hn en valor absoluto, resulta: 


ya (8) (8) 
[0 1] S h Er + E hy a 








+ o(h*"), 








[0 12] =*—->+ (ha + ha) L— e (hi + ha ha + he) Y E o(h"*); 
en Es para m&n: 
0 1 9 _ ym (m4+1) 
[ cda Amr ++ 8n-m 
siendo: 
8: = h + hs + «+ hn = Zh, 
8: = Bh,- h,, 8: = Zh, hhe, ... 


Finalmente, para m =n, 
(n) 
[012 ... n] =% + o(1), 
y cuando los 1 incrementos R,, hz, ..., hn tienden a 0, se verifica: 
: (a) 
lim [0 1 2 ... n] = ni 


Los incrementos h, = %, — Zo hi = Li: — Lo hs = Li — Lo, +.., 
pueden ser cualesquiera; pero si los intervalos son iguales, %ı — %o = 








= la — Xi = Xa — Xa = ... = h, y por lo tanto, Xt, — xo = n h, se tiene: 
= ===) — Y—2YN+Y_ 1 Ay 
ico 2) e 2h ara? 
1 Sy—y _ 1 Ay 
[0 128] == e. Fa 


y en general, 


de donde resulta: 


que da otro importante significado a los coeficientes diferenciales. En 
particular, si f(x) admite derivadas sucesivas, la fórmula anterior cons- 
tituye un resultado clásico, 


II. Empleo de diferencias centrales. — a) En la interpolación de va- 
lores de una función y = f(x) entre xo y x: mediante la fórmula de 
NEWTON ($$ 46-3 y 47-5), figuran únicamente las diferencias sucesivas 
de yo, en cuya formación sólo intervienen los valores de la función para 
Lo, La, La, -.., pero no los de su izquierda. Mejor aproximación se obtiene 
haciendo intervenir diferencias situadas sobre una línea horizontal del 
cuadro de las mismas o en sus proximidades, por cuya razón reciben el 
nombre de diferencias centrales. 

Para expresar éstas se emplea una notación especial, debida a W. F. 
SHEPPARD (1899), basada en el símbolo 3. introducido como equivalente a 
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1 1 
AE 7 (8 47-2). Al ser 4=3 E” , podemos escribir A y, = 3 Yi», 
Ay=835p, Ay= 8 Yala, ..., Ayo =5"Yn/s, dando la tabla: 
X-a Ya $ 
e 2 
E Ya i Y-i a ô Yı 5 
Zo | Yo Yala Ya Ea St gja 
ô Yıla $2 Yo $ Yala ù 
%1 Yi 5 5 ga Sy, 
La Ya qn 8 ya ENA ôt Ya 


Otro símbolo empleado es el #, para indicar el promedio de diferen- 
cias consecutivas del mismo orden, tales: 

Syo = (8 Y-as + Yu), 18 yo —= IS” y-1/9 + Yla), ete. 

b) Fórmula de NEWTON - GAUSS. — Si en la fórmula de NEWTON con 
diferencias divididas (nota I, c) tomamos 0 = Yo, 1=%1, 2 = £-1, 3 = %s 
4 = Lo, etc, y £ = £o + uh, (x — zo) /h = u, (x — xı) /h = u — 1, 
(x — 2ı)/h = u + 1, ete., TRA 


_ Ay, Ya _Pya 
[0 1] =— > [0 12] = A [0123] = EA, etes 
y por lo tanto: i i i 
f(x) = Y + uAyo pu ) A at elu ) Ay- + 
(u+1)u(u—1) (u—2)_ ,, (u+2) (u+1)u (u—1) (u—2) s 
TES y EEES Aty spac A si 


debida a I. NEWTON y usada por K. F. Gauss Con la notación de SHEP- 
PARD (a), también puede escribirse así: 


f(x) = m+ (Y) ean +3 ) 8 (YF) in + 


(030) E) mt 


que muestra es conveniente para valores de x en el intervalo (xo, wo + 3h). 
Las diferencias que figuran en la fórmula son las señaladas con 
puntos gruesos en el esquema siguiente: 


XxY AN. ARQ A 


—3 0 
° 
— 2 o ° 
° ° 
—l e ° ° 
a ° ° 
0 © 0 O O 
O O O 
l o o o 
° e 
2 oè o 
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en donde también se han señalado con puntos finos todos los valores que 
intervienen en la formación de los coeficientes. 


Para valores a la izquierda de xo, se cambia kh en —h, transformán- 
dose (8 47-1) Ays en: f(zo — hì — f(z) = — Aya; A ty. no varía; 
A Ya, en f(z — 2 kh) — 3f (zo — h) + 3 f(x) — f(z + h) = — A ys. 
etc., dando la fórmula: 


1 
f(x) =09-(4)800+(7) 0% ("7 ) uan + 
+ (FEE) em ("EP ) yant os (u <0), 


4 


llamada de NEWTON- GAUSS para interpolación retrógrada, conveniente 
para valores de x en el intervalo (x.— ¿h. to). 


c) Fórmulas de BESSEL y STIRLING. — La fórmula de NEWTON 
GAUss (b) se puede escribir asi: 


f(x) = [3y + ¿y] + uAy + [+ (3) em + (7 Java |+ 


ae 


y se sustituyen en los segundos sumandos de los paréntesis cuadrados 

d Yo àA’ y, 34*y-2 por sus equivalentes obtenidos de las identidades: 

Y =Y—Ayo Aya = Py — Aya, Aya = A ty, — Ago, etc.; re- 
sulta : 

wtw u(u —1) A'ya + Ayo 

f(x) = A a 

uw(u — 1) (u — u+l)ju(u - 1) (u— 2) A! y. At 
pe 04 Daya p CHD -D diya kia 


fórmula dada por NEWTON (1711) y usada por F. W. EA cuyo nom- 
bre recibe. Con la notación de SHEPPARD (a), puede escribirse así: 


f(x) = byu + (U—3)Ó yaa + (y Jeyn +(3 Egi un + 


+ (“FE ) atyn PMA nn + (usos + 


A ro ts, 


+ (u—3)Ay + 


6 
que muestra es conveniente para valores de x en el entorno de xo + 3h. 


La fórmula de NEWTON - GAUSS (b) puede escribirse también así: 
2 
f(x) = y + u [Ay — } A y] + a A Y- + 


2 2 2 
q pa iAy] e O go 
y reemplazar en ella las diferencias de orden par por diferencias de orden 
impar, utilizando: A*y., = Ay.—Ay.,, Aty-. = Ay —A' y.,, etc.; 
entonces resulta: 
2 A Y + â y- WwW as ulu? — L’) Ay- + Ay- 
f(s) = Y + 4 ero 2! Aya A 
u* (u* — 1%) u(u? — 1%) (u— 2%) Ay + A y- 
A E a A e AN TE N T A ER a ME 
+= Yate B! 2 


Y AAA heya Pa 


+ 


+ 
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fórmula dada por NEWTON (1711) y estudiada por J. STIRLING (1730), 
cuyo nombre recibe. Con la notación de SHEPPARD (a), puede escribirse 
así: 


2 232 
f(x) = Yo + u ESY + -r w Y A pag $ 


w (u — 1! 2_ 1? 2__92 
ES 4! an ô“ Yo A Ehu dos 
! 5! 
que muestra es conveniente para valores de x en el entorno de xo. 
Para comparar la diversa utilidad de las fórmulas de NEWTON- 


GREGORY ($ 47-5), NEWTON - BESSEL y NEWTON - STIRLING, damos los si- 
guientes esquemas: 


XIYARRRAODO'» Y A RARA YAREN 
00 -20 —3 o 
(] o o 
le 0 — | o e — 2 0. o 
o 0 o . . . 
20 ° o 00 o O —!| e o ° 
. o 0 0 0 0 0 0 o 
3 o ° . O 10 O O o 00 O o O 
. . o e e . 0 0 0 
4 e o o 20. o e le e o 
o o o o o e 
5 a e 3 o o 20 e 
o o . 
6. 40 3 o 
GREGORY. BESSEL. STIRLING. 


Las gráficas muestran claramente la marcha que debe seguirse para 
formar los coeficientes. Éstos son las diferencias indicadas con puntos 
gruesos; en las columnas en que hay dos, se toma el promedio de ambos. 
También se han marcado con puntos finos todos los valores que intervie- 
nen en la formación de estos coeficientes; se observa cómo en la fórmula 
de GREGORY sólo se toman en consideración los valores fo, %1, %:, ... a la 
derecha de xo; en la de BESSEL intervienen los equidistantes a uno y otro 
lado del intervalo (%o, 11); en la de STIRLING, los equidistantes a uno y 
otro lado de Zo. 


d) Término complementario. — Teniendo en cuenta que x = zo + uh, 
bajo las mismas hipótesis y razonamiento empleado en $ 47-6, se tendrá 
que en la fórmula de NEWTON - GREGORY, el término complementario pue- 
de tomar la forma: 


u 
š = hr+1 f(n+1) > 
Ra (£) ( aa n (£) 

En la fórmula de pod se requiere el mismo número, 2n + 1, de 
ordenadas, Y-n, Y-n+1) +... o «+. ., Yn-1, Yn, para llegar a. término con A” 
que al término con A“ x o lo cual convendrá siempre detenerse en un 
término de orden par, 2n. Resulta así: 


C. u +n 2n+1 £(2n+1) 
A ia ( 2n+1 j» eR 

En la fórmula de BESSEL sucede algo análogo, pero ahora conviene 
detenerse en un término de orden impar, 2n + 1. Resulta así: 


Ran(2) = ( a ) hn+2 (2m+2) (£). 
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En las tablas más usuales y aplicaciones más corrientes es inútil cal- 
cular el término complementario, porque las diferencias varían con sufi- 
ciente regularidad para que las de un cierto orden sean prácticamente 
constantes ($ 47-5, nota 1), y así, sólo se lo tiene en cuenta cuando esto 
no sucede, 

En la fórmula de LAGRANGE ($ 46-2 y nota I, a) no se podrá pres- 
cindir de él, pues en ella no intervienen diferencias, y nada nos permite 
determinar su grado de aproximación respecto de la función interpolada. 


III. Bibliografía. — 1. La teoría de la interpolación suele exponerse 
como preliminar de la teoría de los errores de observación, en muchas 
obras de técnicas diversas, y en particular en las de Estadística. 

Entre las primeras, dedica tres excelentes capítulos iniciales la obra 
de WHITTAKER y ROBINSON (citada en Cap. X, nota V-4). Entre las de 
cálculo numérico y matemática práctica, conteniendo ineludiblemente el 
tema, pueden verse las citadas en Cap. V, nota IV-3; también dedican 
importantes capítulos ZURMUHL (citado en Cap. X, nota V-4) y las obras: 

FR., A. WILLERS: Methoden der praktischen Analysis. (W. de Gruy- 
ter, Leipzig, 1928), traducida al inglés: Practical Analysis (Graphical 
and numerical methods), con sección adaptada a las modernas máquinas 
calculadoras norteamericanas. (Dover, Nueva York, 1948); 

Bi du VON SANDEN: Praktische Mathematik. (3% ed., Teubner, Leipzig, 
1953). 

D. R. HARTREE: Numerical: analysis. (Clarendon Press, Oxford, 1952). 

J. F. STEFFENSEN: Interpolation. (2% ed., Chelsea, Nueva York, 1950). 

W. E. MILNE: Numerical calculus. Approximations, interpolation, fi- 
nite differences, numerical integration, and curve fitting. (Princeton Univ. 
Press, 1949). 

Basadas en cursos del Instituto de Tecnologia de Massachusetts es- 
A las dos obras siguientes, de las cuales la segunda es de nivel más ele- 
vado: 

F. B. HILDEBRAND: Introduction to numerical analysis (McGraw-Hill 
Nueva York, 1956); 

Z. KOPAL: Numerical analysis, with emphasis on the application of 
numerical techniques to problems of infinitesimal calculus in single va- 
riables (Wiley, Nueva York, 1955), 

2. Obras monográficas, completas y clásicas, sobre diferencias fini- 
tas, son las tres siguientes: 

N. E. NÓRDLUND: Differenzenrechnung. (Springer, Berlín, 1924); 

L. M. MILNE - THOMSON: The calculus of finite differences. (Macmi- 
lan, Londres, 1933, reimpreso en 1951): 

CH. JORDAN: The calculus of finite differences. (2% ed., Chelsea, Nue- 
va York, 1947). 

Más selectiva, notable por el estudio de la relación lineal recurren- 
te, es: 

T. FORT: Finite Differenees and Difference Equations in the Real 
Domain. (Clarendon Press, Oxford, 1948). 

3. Para la aplicación de la fórmula de LAGRANGE (§ 46-2) se han 
construído las siguientes 

Tables of Lagrangian coefficients for sexagesimal interpolation. 
(Nat. Bureau of Standards, Applied Math. Ser.. n? 35, Washington, 
D. C., 1954). 


¡CAPÍTULO XIII 


EL AREA Y LA INTEGRACIÓN 


$ 48. CONCEPTO DE INTEGRAL SEGÚN CAUCHY 


1, Noción de área en el plano. — En la Geometría elemen- 
tal se construye la teoría de la medida de la extensión en el pla- 
no, comenzando por asignar a cada región R de una cierta 
clase M un número a(R), llamado área de R, que cumple los 
postulados siguientes: 

I) a(R) Z0; 

II) Regiones congruentes R y R' tienen igual área; más 
precisamente: si Re«M y es R’ congruente con R, entonces 
R'eM y y(R) =4(R); 

III) Una región suma de vartas de M, tiene un área suma 
de las de éstas. 

Con estos axiomas, „(R) queda determinado salvo un fac- 
tor constante, que si M contiene un cuadrado de lado 1 (y por II 
a todos) puede fijarse conviniendo en que: 

IV) Si C es un cuadrado de lado 1, es (C) =1. 


Si la clase M ha de contener todos los rectángulos, deberá asignar 
al de lados a« y f el área a.f. En efecto, por III está determinada el 
área mn de todo rectángulo cuyos lados miden m y n unidades, y tam- 
bién las de los rectángulos cuyos lados midan 1/p y 1/q, pues siendo pg 
el número de tales rectángulos contenidos en C, es 1/(pq) el área de 
cada uno. Como con mn de ellos se compone un rectángulo de lados m/p 
y n/q, el área de éste es (m/p).(n/q). Para lados de medida real cual- 
quiera, deberá asignarse como área el elemento «.ß de separación de cla. 
ses o de sucesiones contiguas, por el mismo método con que se definió en 
$ 7-5 el producto «.f8 (hágase, observando dónde se usa el axioma 1). 

Como el trapecio y el triángulo se transforman en rectángulos por 
descomposición (III) y congruencia (II), y los polígonos se descomponen 
en triángulos, queda resuelto completamente el problema del área para 
todos los polígonos planos. 


2. El área del trapezoide. — Consideremos una función 
f(x) positiva y continua en un intervalo cerrado [a,b]. Su 
gráfica, conjuntamente con el eje x y las ordenadas x=au y 
z= b, limita una región plana T que llamaremos trapezoide 
(fig. 138). Su área y(T) está dada por lo que llamaremos în- 
tegral definida de la función f(x) entre los limites (o extre- 
mos) a y b. Por lo tanto, desde un punto de vista intuitivo, la 
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integral definida no es más que dicha área, aun cuando desde 
el punto de vista analítico el área geométrica vendrá dada 
por el mismo número real que introduciremos como valor de 
la integral definida ($ 48-3). 
Una y otro se obtienen por 
aproximaciones sucesivas, 
por defecto y por exceso, me- 
didas de áreas contenidas y 
continentes, que ya sepamos 
evaluar, y que formarán las 
clases inferior y superior de 
la teoría del número real. 
Estas clases tendrán un solo 
elemento de separación si de- 
mostramos que son contiguas, 
procedimiento en esencia ya seguido por los griegos,:y a cuya 
última parte le llamaban método de exhaución (nota 1). 
Dividamos el intervalo [a,b] en un número finito de sub- 
intervalos, iguales o desiguales, por los puntos: 
[48-1] a = Zo L Bı L Bz L... L Bra L Er L.. L a =D, 
obteniendo así lo que llamaremos una partición del intervalo 
[a,b]. Llamaremos norma de la partición [48-1] al número 
[48-2] : 8 = Máx (x, — %1). 





Fig. 138, 








OZIRA 
DA 





Fig. 139. 


Sean m y M los extremos (accesibles) de la función conti- 
nua f(x) en [a,b] (§ 26-5), y llamemos m, al extremo infe- 
rior y M, al extremo superior de dicha función en el subinter- 
valo [x,., 7,]. Obtendremos así (fig. 139) un conjunto de rec- 
tángulos que dará para cada partición [48-1] un área conte- 
nida 3 f 
[48-3] s= EM, (2,—%,1), 


Y= 


y un área continente 
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[48-4]- S= Y M, (2, —X,.1), 

r=1 
al trapezoide en cuestión. La diferencia de áreas vendrá dada 
por la suma de los pequeños rectángulos rayados en la figu- 
ra 139. A los números [48-3], correspondientes a distintas 
particiones, les llamaremos sumas inferiores, y a los [48-4], 
sumas superiores. 

Si suponemos existente „(T), tendremos, en virtud de los 
axiomas geométricos 1 y 111 ($ 48-1): 

[48-5] s E n(T) <$S, 

por las relaciones de inclusión entre las correspondientes re- 
giones planas, y en consecuencia, toda suma inferior será no 
mayor que toda suma superior (de igual o distinta partición) : 
[48-6] $1 =< S2. 

Se comprende intuitivamente que las aproximaciones de 
au(T) dadas en [48-5], se pueden mejorar tanto como se quiera, 
tomando particiones cuyas normas tiendan a cero. Esto es lo 
que probaremos ahora, al definir analíticamente la integral, 
siendo la demostración de existencia de (T) el punto delicado 
de la cuestión. 


3. La integral definida. — a) Para definir analiticamente 
la integral, comencemos por observar que debemos demostrar 
[48-6] sin recurrir a las relaciones [48-5] ni a la existencia 
de y(T), que probaremos justamente a partir de [48-6]. 

Podemos considerar como partición inicial a la definida por 
los únicos puntos a, b, ampliando así el significado de la pala- 
bra partición; y las sumas por defecto y por exceso se reducen 
a un solo sumando, es decir: 

So = M 9, So = M ô, 
siendo para toda otra partición: 
[48-7] So S s SS S So. 

Diremos que una partición v’ de [a,b] es posterior a otra 
partición 7 cuando los intervalos que forman 7’ resultan de la 
partición de los intervalos de r, es decir, cuando se consideran 
todos los puntos de división, introduciendo otros intermedios. 

Dadas dos particiones cualesquiera, rı y ”2 de [a, b], si ca- 
da una tiene puntos de división que no pertenecen a la otra. 
ninguna de ellas es posterior a la otra; pero se forma una 
nueva partición r” posterior a ambas, adoptando los puntos de 
división de una y otra. Ejemplo: 


A 


Ma += 
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En otras palabras: la relación de precedencia en el con: 
junto de las particiones de un intervalo tiene la propiedad de 
composición o dirección ($ 2-7, nota 2). 

Puesto que cada partición z’ posterior a ” se deduce subdivi- 
diendo sus intervalos, cada sumando m, 8, produce varios de 
suma = m, 3, en virtud de [48-7]; y cada M, 8, da varios de 
paa < M, 3,. Por lo tanto, la acotación [48-7] queda amplía- 

a así: 


[48-8] sEiss<s <S<S<S8o.. 
De aquí resulta que toda suma s, es no mayor que toda suma 
S2, pues elegida una partición v’ posterior a ambas, es: 
sE $ < S < 82. 


b) Probada ya [48-6], tenemos una clase inferior de nú- 
meros s, y una clase superior de números S; si probamos que 
ambas clases son contiguas, definirán un número real como ele- 
mento único de separación, número que por definición será 
el valor de la integral definida de la función f(x) entre los 


b 
límites a y b, indicado por f f(x) dx, y que según los pos- 


tulados que definen el área, evaluará la del trapezoide en cues- 
tión. 
Aquellas clases serán contiguas si probamos que para 5>0: 


[48-9] lim (S —s) = 0 


esto es, que a todo e > 0 corresponde un 3 tal, que para toda 
partición de norma menor que è corresponden sumas inferior 
s y superior S tales que S—s< e. 

Por la continuidad uniforme de f(x) en [a,b] ($ 26-6), 
para cada e > 0 existirá un 38 > 0 tal que para cualquier par- 
tición de norma menor que 3 será para todos sus subinter- 
valos: o 
[48-10] M,—m, < DE 
y entonces: 

[48-11] E 

S —s = 2 (M,—m,) (x,—e,-1) < a (2, — 2,1) = e, 

como queríamos probar.: 





c) Por [48-6] y [48-9], el elemento frontera de las clases 
contiguas, o integral definida, será también el límite común de 
¿las sumas inferiores y superiores cuando tiende a cero la nor- 
ma de las particiones: 


b 
[48-12] Seto dz = lim s = lim S. 
a $0 


$0 
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Si consideramos un punto ¿, cualquiera en [%,.., Z+], será: 
[48-13] M, =Z 1 (£,) = M, 
y en vez de las sumas inferior y superior correspondientes a 


cada partición, podemos considerar las llamadas sumas de RIE- 
MANN: 


[48-14] Z EE) (2, — tr), 


cada uno de cuyos sumandos representa un rectángulo inter- 
medio entre el contenido y el continente. El límite de [48-14] 
para 8>0 existirá también, y coincidirá con el valor [48-12], 
ya que por [48-13] es: 
[48-15] 8 <»Í(f,) (1, — 2,1) SS. 

Por lo tanto, y por definición, el valor de la integral defini- 
da de la función continua f(x) en [a,b], vendrá dado por el 
límite común para ê — 0: 


[48-16] f La) da 


lim 35m, (x,— 2,1) = 


lim 3 f(£,) (2, — X,-1) = 


lim z M, (1, — Z--1), 
y representará el área del trapezoide correspondiente. 


d) La demostración de existencia y definición de integral 
definida se puede generalizar fácilmente para el caso de una 
función f(x) que se con- y 
serve acotada en el in- 
tervalo [a, b] y sea con- 
tinua en él salvo en un 
número finito de puntos 
(figura 140). En este 
caso pueden formarse 
también las sumas 
[48-3] y [48-4], para las 
cuales se siguen cum- 
pliendo [48-6] y [48-9], 0 a ĉi Ca b x 
y de ahí se deduce la 
subsistencia de la defi- 
nición existencial [48-16]. El método para demostrar [48-9] 
consiste en excluir los puntos de discontinuidad, mediante en- 
tornos de longitud total « tan pequeña como se quiera. 





Fig. 140. 


Así, si: 
[48-17] If(x)] <M para a<¿x<)D, 
y encerramos cada uno de los k puntos de discontinuidad en un entorno 
de longitud w/k, excluyendo de la suma [48-11] todo rectángulo cuya base 
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tenga algún punto común con dichos entornos, para una partición cual- 
quiera de norma menor que w/2 k, la suma de bases de los sumandos ex- 
cluídos para cada punto de discontinuidad no será mayor que 2w/k 

(fig. 141), y en virtud de [48-17], el 


w/k valor de los sumandos de [48-11] co- 
EH rrespondientes a los k puntos de dis- 
A EA continuidad será menor que: 
A > W) 
Yk Wak k.2M.2 -y = 4Mo. 
Fig. 141. La función f(x), en la parte del 


intervalo [a, b] restante a los en- 
tornos w/k excluídos, será uniformemente continua, y podemos en dicha 
parte formular [48-10]. Por lo tanto, dado e arbitrariamente pequeño, 
fijaremos vw tal que sea w < e/(4 M), y entonces, para toda partición la 
norma $ inferior, tanto a w/(2 k) como a la determinada por la condición 
de continuidad uniforme [48-107], corresponderán sumas [48-3] y [48-4] 
tales que: 


[48-18] S—8s< 4Mo47 b—a) < 2e, 


es decir, se cumplirá [48-9], y por lo tanto [48-16]. 
Dejamos para el § 49 una más amplia generalización de este concepto 
de integral definida. 


e) Esta operación de integración definida, equivalente a 
la cuadratura de un área, no es más que la formación de una 
suma de infinitésimos, cuyo número aumenta al infinito; el 
símbolo y notación [48-16] quedan justificados por la expre- 
sión: 


[48-19] EO dg a Í(x).Azx, 
` > 


donde cada uno de los sumandos del segundo miembro repre- 
senta el área de un rectángulo elemental de la sumación [48-19]. 


4, Cálculo directo de algunas integrales. — Veremos en el 3 50 que, 
por lo general, para calcular una integral no es necesario aplicar el pro- 
ceso que sirve para definirla, el que resulta muy difícil por poco que se 
complique la función. Sin embargo, calcularemos directamente algunas in- 
tegrales muy sencillas, a modo de ejemplos para familiarizarnos con la 
definición, y para cerciorarnos de que es constructiva. 

a) Para f(x)= 1, todas las sumas s valen lo mismo: 

s = 2m,8 =231.06, = b—a, 
y entonces, por [48-12]: 


b ¿ 
[48-20] f Lir Pus =ba 
a a 


Discútanse las otras formas de definición [48-16]. 
b) Para f(x)= x% dividamos [a,b] en n partes iguales, de amplitud 
8=(b—a)/n. Tendremos f(x,)=xw. =a+>0; entonces: 
2f(2,)5. = 82(a4+r8)= 8(na+ 062r)= 








3 
= pg na + (Hatt. a, 
n n 
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y como 142+... +n=3n(n-+ 1) (demuéstrese por recurrencia), se 
obtiene: 


23f(x,)58, = (b—a)a + 3 (b—a)y” 2 


Como el límite del segundo miembro, para n —> œ es: 
i (b—a)a + ł (b! — 2ab + a?) = 3 (b? — a’), 
se tiene por [48-16]: 


[48-21] f zaz — a (b’—a’). 


_ EJERCICIO Hallar [48-21] formando el promedio de las sumas infe- 
rior y superior para una partición cualquiera. 


5. Propiedades de la integral definida. — a) Propiedad adi- 
tiva de intervalo. Si el intervalo [a,b] se descompone en dos 
por un punto intermedio c, se tiene: 


[48-22] f'ta) da = f F(a) de + ffl) dg.. 


DEM.: Recordemos ($ 48-3, a) que si un intervalo ô, = x,— %r-1, 
se divide en dos, ô’, y 3”,, la suma s=2m,8, no puede decrecer. Sen- 
tado esto, haremos la demostración en dos partes: 


1% Como el primer miembro de [48-22] es el extremo superior de 
todas las sumas s, y el segundo de sólo las de aquellas particiones que 
tienen c como punto de división, se tiene: 


[48-23] f> ff 


22 Como al intercalar en una partición el punto c, no decrece la 
suma s, se tiene: 


c b b 
[48-24] f + il > f 
a Cc a 
Las desigualdades [48-23] y [48-24] sólo pueden coexistir si vale la 
igualdad [48-22]. 
Si ponemos por definición: 


[48-25] fE) dz = sff (a) da, 
b a 


[48-22] se puede escribir así: 
c b a 
faf fo 
a c » 

El teorema se generaliza fácilmente para una descomposi- 
ción del intervalo en un número finito cualquiera de intervalos 
parciales. 

b) Propiedad lineal respecto del integrando. — bı) Si f(x) 


se multiplica por un número real k, las sumas s, S, deducidas 
de f(x), se transforman en las ks, kS para la nueva función 
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kf(x), y sis y S tienen límites iguales, lim s = lim S, aquéllas 
convergen hacia k lim s= k lim S. Es decir: 

Si f(x) se multiplica por una constante, su integral queda 
multiplicada por la misma constante: 


[48-26] ($ k f(z) dí(x) = k f EC) de. 


En particular, para k = — 1, resulta: 
Funciones opuestas tienen integrales opuestas. 


EJBMPLO: Las ordenadas de la elipse de semiejes a, b, referidas a 
sus ejes de simetría, son iguales a las ordenadas correspondientes de la 


circunferencia de radio a multiplicadas por >; luego, el área de la 
semielipse superior es igual a la del semicírculo superior multiplicada por 
=> Y Por lo tanto, el área de la elipse es: 
ra = Tab. 
a 


ba) Si f(x) es suma de dos funciones integrables f(x) = 
= fi (x) + f(x), para cada partición de [a, b], la suma [48-14] 
relativa a f es suma de las correspondientes a f, y f2, y su límite 
para N> o es la suma de ambos límites; luego: 


f'ta) da = ff (e) iad fila) dz. 
y en general: 


[48-27] fs £,(0) de = z ffa) dz, 


si el número de sumandos es finito. 


ba) De b, y bd resulta la propiedad lineal: 
d D 
$ 3h, f.(0) de = 3h, f(x) .da, 


para cualquier número finito de términos. 


c) Propiedades de monotonia. — Como la integral de una 
función positiva es = 0, resulta del carácter lineal, por sus- 
tracción: 


b b 
[48-28] Si f(x) <g(w), es ft. des f2(0).ds. 


De aquí resulta, observando que — |f(x) | <f(x) < | f(x) |: 


— fitæ lass f ides fI lda, 


O Sea: Z 
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b d 
[48-29] | f fæ) ds E fifa) ldz; 
g a 


brevemente: el módulo de la integral no supera a la integral 
del módulo. 


6. Teorema del valor medio. — a) Como por [48-7] todas 
las sumas s y S están comprendidas entre so =m(b—a) y 
So = M (b — a), tendremos: 


[48-30] m(b—a) E ft). da < Míb—a); 


por consiguiente, existirá un número y comprendido entre m 
y M (m<yw=<M) tal que: 


d 
[48-31] fE) .da = u (b—a). 


Este número yu se llama valor medio de f(x) en el intervalo 


[a, b]; su valor es: ; 
48-32] =— fito). de 
eS as. 





Si suponemos f(x) continua, tomará ($ 26-4) el valor y en 
un punto ¿ por lo menos, del intervalo (gráficamente: la recta 
horizontal y = u cortará a la curva) y el teorema del valor 
medio [48-31] puede escribirse en la siguiente forma, para 
funciones continuas: 


[48-83] ft) .de = (b—a0).t (0), (a< £< b). 


b) Es interesante interpretar gráficamente el teorema del 
valor medio y su demostración. La doble desigualdad [48-301 
expresa que el área del trapezoide está comprendida (fig. 142) 
entre las de los rectángulos de igual base: aRSD y aR'S/ d, 
y es entonces igual a la de un rectángulo a R” S” b de igual 
base y altura intermedia y (valor medio). 

Como R” S” puede cortar a la curva más de una vez. la 
abscisa ¿ no es necesariamente única (línea punteada de fi- 
gura 142). 


NoTA: Si dividimos [a, b] en n partes iguales a h, y tomamos las n 


ordenadas: Yı, Yz, ..., Yn de la función f(x), su media aritmética es: 
Y + Ya + ... + Yn = Yh +- yh -t ... Hyh 
n B nh 


El denominador es nh = b — a. El límite del numerador para n > œ 
es; la integral de f(x). Por lo tanto, el límite de la media aritmética de 
las n ordenadas, al crecer n es precisamente [48-32]. Tenemos así otro 
significado del número #, que hemos llamado valor medio, y es legítimo 
llamarlo media aritmética de la función en el intervalo [a, bl]. 
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c) Señalemos una generalización del teorema del valor medio (a), 
fundada en las propiedades de monotonía ($ 48-b, c). 





E b 


Fig. 142. 


Sea ọ(x)> 0 y f(x) comprendida en m y M; se tiene, por ser 
mop(x) < f(x) p(%) < My(x): 


"b b b 
m f ọ(z)ds < frio oda < M f g (x) d x, 
a a (L 
y entonces existe un valor u intermedio entre m y M tal que: 


[48-34] ft .p(x)dx = u fo (x)d x. 


a a 
Este teorema, llamado primer teorema del valor medio, comprende al 
de (a) para p(x)=1. Se lo ha demostrado suponiendo py(x%)> 0, pero 
basta, evidentemente, que p(x) no cambie de signo en [a, b]. 


EJERCICIOS 


1. Probar que en un círculo de radio r, las áreas s y S de los polígo- 
nos inscritos y circunscritos forman dos clases contiguas con frontera 
Tr, 

2. Interpretar geométricamente los resultados [48-20] y [48-21]. 


3. Probar que fur+ ¿de =b + 3b— (a*+3a): a) direc- 


tamente; b) utilizando los resultados [48-20] y [48-21]. 


a 0 
4. Indicar las relaciones que ligan a I= f f(x)dgæ y J= S f(x)dx, 
0 -a 


supuestas existentes, en caso de que f(x) sea: a) una función par, b) una 
función impar ($ 23-9). 
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b a a 
5. Calcular: f edv, f sen x.dx, al cos x.dx. 


a 0 o 


6. A partir de 
b 


1 1 1 f de 1 1 
zr < ES < 2, a» Probar que A =T (a .b>0). 








7. Tomando los puntos x, en progresión geométrica, calcular la in- 
tegral, ya hallada así por P. FERMAT en el siglo xvir (ver nota I): 


b 
bp”+! LA gr 


fi da = O, A —1,b>4>0 


a 


8. Con las mismas subdivisiones, y usando el ejercicio 6 de $ 21, pro- 


bar que 
b 


S de =hb=h4 (01>4>0). 
a 
a 
9, Calcular el límite de I, = far dx para n>+ 0, Interpretación 


0 


geométrica. 
10. ¿Cuál es la integral de 0 a b de la función x.[x] ($ 23-3, ej. 3)? 
11. Probar: 
n 
1 1 1 dx 1 1 
e ii ei a SER ANA 
1 


y 
1 
b) la sucesión 1 +t se , (=1, 2,...), es decre- 
1 


ciente y acotada inferiormente (cfr. § 22-3, b). 


12. Tomando h = (Arc sen b)/n, æ% =sen rh, y considerando su- 
mas de RIEMANN [48-14] con adecuados ¿£,, probar: 


b 
¡Hz = Arc sen b, si |b|<l1. 
Y) +Vl—«e 


0 


13. Hallar la abscisa intermedia £ del teorema del valor medio [48-33] 
para las integrales siguientes, e interpretar geométricamente: 


1 b nb 
19) f 1ds; 99) Í sda; 3) | 2 (a.0>0). 
o a a 





14. Demostrar la desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ para integrales: 


(f t) gta).da | < f f(x)dx. Fe (x) dz. 


a 
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$ 49. INTEGRAL DE RIEMANN 


1. La integral según Riemann. — El proceso de cálculo ex- 
plicado en el $ 48-3, para la obtención de la integral definida 
de una función acotada y continua salvo un número finito de 
discontinuidades, cabe aplicarlo a una función acotada, pres- 
cindiendo de su continuidad; entonces, las sumas inferiores s 
y sumas superiores S que allí aparecían, correspondientes a 
cada partición del intervalo [a, b], seguirán cumpliendo la con- 
dición de ordenación [48-61], pues subsiste la demostración vis- 
ta en $ 48-3, a. 

La idea de RIEMANN consiste en prescindir de toda hipó- 
tesis de continuidad y, con la única hipótesis de la acotación, 
ver qué clase de funciones conducen a clases contiguas de su- 
mas, para que resulten así integrables con el mismo proceso. 


DEF.: Integral de la función f(x) acotada en [a,b] es el 
número frontera entre las sumas s y S, cuando ambas son 
contiguas. 

Condición necesaria y suficiente para la existencia de la 
integral es que para cada e > 0 exista una partición del in- 
tervalo de integración en un número finito de subintervalos 
de longitudes 8,, tal que: 

[49-1] S—s=3 (M, —m,) dd, < e (8, = D, — T,-1). 

Llamando oscilación de una función en un intervalo a la 
diferencia de sus extremos superior e inferior en el mismo, 
designemos por w = M, — m, a la de f(x) en [£1 7,]; en- 
tonces, la condición de existencia de la integral se expresa así: 
[49-2] Zor ð, <e. 

La integral así definida suele llamarse integral de RIE- 
MANN, o integral (R); las funciones acotadas que verifican 
[49-1] o [49-2] se llaman integrables (R). 

TEOR. 1: Toda función f(x) continua en [a,b] es integra- 
ble (R). 

Porque es acotada y verifica [49-1], que no es sino la 
[48-11] antes demostrada ($ 48-3,b). En cambio, una función 
continua en (a, b) puede no conservarse acotada, y no ser apli- 
cable a ella la definición de función integrable (R). 

EJEMPLO: f(x)=1/xw para x #0, f(0)=0; no se conserva acotada 
en [0; 1], y tampoco cumple la condición [49-21], como es fácil ver. 

TEOR. 2: Toda función f(x) acotada y monótona en [a, b] 
es integrable (R) en [a. b]. 

DEM.: Si f(x) es finita y creciente en [a,b], el máximo 
en cada intervalo parcial [x,-., x,] es el valor f(x,), y el mí- 
nimo es f(x,.,) ; la oscilación es la diferencia f(x,) — Í(%,-1), y 
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la suma de estas diferencias es f(b) —f(a); luego, si todos 
los intervalos tienen medida menor que h, resulta: 


[49-3] S—3< (auto + ... + onJ)h = [£(b) —f£(0)].4, 


número arbitrariamente pequeño con h. 


Son, por lo tanto, integrables las funciones crecientes; análogamente 
las decrecientes; y también, por lo tanto, las funciones de variación aco- 
tada, que definiremos en $ 55-9, por ser diferencia de dos crecientes 
($ 56-9). En particular, toda función que tenga un número finito de má- 
ximos y mínimos y sea monótona en cada intervalo parcial que ellos de- 
terminan (cfr. ejercicio 5 de $ 49). Esas funciones desempeñan un 
importante papel en muchas cuestiones de Análisis, y de ellas nos ocupa- 
remos más adelante (§ 55-1, nota 3; § 55-9; y series de FOURIER, vol. III). 


Nora: No basta la monotonía en (a,b); es preciso que f(x) esté de- 
finida en a y en b para poder aplicar el criterio [49-3]. 

Por ejemplo: 'no es integrable 1/x, ni tampoco lng en (0; 1), a pe- 
sar de ser monótonas en (6; 1), por no tener valor finito para x =Q. 


2. Integrales inferior y superior. — Si no se impone la con- 
dición de contigijidad de las clases, cabe que no haya número 
frontera y la función se dice no integrable, pero siempre exis- 
ten las llamadas integral inferior e integral superior de DAR- 
BOUX, definidas como extremo superior (§ 23-14) de las sumas 
inferiores, y extremo inferior de las superiores, respectiva- 
mente: 


b b 
f f(x)dx = extr sup s, f f(x)dx = extr inf S, 


a 


siendo, por lo tanto, para todo par de sumas (ver ejercicio 3 


de $ 49): S 
tsJ ajas 


La condición de existencia de la integral es, por lo tanto, 


la igualdad S = f , 


EJEMPLO: Si f(x) es la función de DIRICHLET en [0, 1], cualquiera 
sea la partición adoptada, es en cada intervalo: 


mr = , M, = 1; 
luego, s = l, S= 1; 
por lo tanto, f = 0, f = l; 


La función de DIRICHLET no es, pues, integrable (R). 


NoTA: Algunas de las propiedades de la integral subsisten para las 
integrales inferior y superior de DARBOUX. Tal ocurre con la aditividad 
respecto al intervalo ($ 48-5, a), y las propiedades de monotonía ($ 48-5, 
c). En cambio, no vale la propiedad lineal respecto del integrando 
($ 4R-5, b), lo que hace que estas integrales sean poco interesantes en 
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sí mismas. Por ejemplo. si f(x) designa la función de DIRICHLET, y 
g(x) = 1— f(x), se tiene, integrando en [0; 1]: 


1= fates f tas + f gdz =o 
2 0 0 0 


JN zE T 
= Puros: Pras+ Peas = 
0 0 o 


Se tiene, en general, en virtud de las propiedades de los extremos su- 
perior e inferior, análogas a las de los límites de oscilación (cfr. ejercicio 
12 de § 20): 


fatear > ffas +f gas; Sarga < ffas + feas, 


y si a es una constante: 


far.as = af ñas si a > 0; fatas = a faa si a < 0. 


— 


y análogamente para f af.dx. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que si f(x) es integrable (R), lo es también | f(x) |. 
La recíproca no vale como lo muestra la función f(x) =¢ (x) — 3, sien- 
do y (x) la función de DIRICHLET ($ 23-3, ej. 4). 

2. Probar que el producto de dos funciones integrables (R) en [a, b] 
es integrable (R) en [a, b]. 


b b 
3. Demostrar en detalle la desigualdad f f(x).dæ < f f(x).d x, 
a a 
del $ 49-2. 
4. Si f(x) es monótona y acotada en [0,1], la diferencia 


A, = f terae (q) +e). (E) 


cumple â, =0(1/n) para n—> œ. Más precisamente se tiene, según que 
la función sea creciente o decreciente: 


AA < A, <0, o <a, < HO ; 

5. Si p (x) designa la función de DIRICHLET ($ 23-3, ej. 4), la función 
f(x) =4p (x) — 3) sen x, con extremos ($ 23-14) —3 y +4 en [0,2 7], 
tiene en dicho intervalo un mínimo en 7/2 y un máximo en 3 7/2, Hallar 
sus integrales inferior y superior de DARRBOUX, y estudiar también la fun- 
ción g(x) = {p (x) —ł}.] senz l. 
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$ 50. INTEGRAL Y PRIMITIVA 


1. La función integral y su derivada. — a) Hasta ahora, la 
noción de integral aparece como totalmente independiente de 
la de derivada. En este parágrafo probaremos que cuando 
f(x) es continua, ambas son en cierto modo inversas. Este re- 
sultado nos permitirá abordar sistemáticamente el cálculo de 
integrales definidas. 

Si fijamos el origen a y hacemos variar el extremo supe- 
rior, que llamaremos X, la integral de f(x) en el intervalo 
[a, X] será una función de X: 


X 
[50-1] ffc) de= F (X), 


que se llama función integral de f(x), y que representa, 
cuando f(x) > 0, el área absoluta (§ 54) del trapezoide, varia- 
ble con el extremo X. Para determinar esta función calcule- 
mos su derivada, y para ello formemos,el incremento: 


[502] ar [hp 
a u x 


siendo p ($ 48-6) un número comprendido entre los extremos 
inferior y superior de f(x) en el intervalo [X, X + h]. Esto 
nos muestra que la función integral F(x) es siempre continua. 

Si f(x) es continua en el punto X, todos los valores de f(x) 
en [X,X +h] tienden hacia f(X) para h—0, y también 
u — f(X); luego, resulta: 


[50-3] lim 4F(X) 


CO F'(X) = f(X). 


Por lo tanto: 


La función integral de la función acotada f(x) es continua, 
y tiene como derivada f(x) en todo punto de continuidad de 
ésta, 
En particular: 
Si f(x) es continua en [a,b], es F' (x) = f(x) en todo él. 
am 


b) Queda así resuelto el problema inverso de la derivación, 
que dentro del Cálculo diferencial no encuentra solución: dada 
una función f(x), hallar otra F(x), llamada antiderivada o 
función primitiva, tal que su derivada sea f(x). Este problema 
y el de la integración coinciden en el campo de las funciones 
continuas, aun cuando sean problemas distintos en un campo 
funcional más amplio. Tenemos, ahora: 


Toda función continua tiene función primitiva. Esta es su 


función integral, y de ella se deducen todas (§ 35-3), sumán- 
dole una constante arbitraria. 
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Nora 1: Al variar a en [50-1], la integral queda incrementada en 
una constante, pero no para todo valor de C es F(x)+C una función 
integral. Por ejemplo, por [48-21]: 


r x? x qe a? 
dx = — ; d = —— — —-; 
f: ” = y z? 


0 a 
pero == + 1 no se obtiene para ningún valor de a. 
Tampoco es F(x)=C=>3%0 una función integral de f(x)=0, pues 


x 
para todo a es f f(x)dx=0. 


a 


Llamaremos integral indefinida de f(x) a toda función in- 
tegral más una constante arbitraria : 


[50-4] $T) de +C. 


Si f(x) es continua, este concepto coincide con el de fun- 
ción primitiva. Por esta razón se usa el símbolo de integración 


f para indicar la primitiva F(x), o función cuya diferencial 
es f(x) dg: 


[50-5] F(x) =f f(x) dx equivale a dF(x) = f(x) dx. 


NOTA 2: Se suele llamar integral indefinida a [50-1]. Nosotros la 
llamaremos función integral, para llamar integral indefinida a [50-4], 
que puede comprender una familia más amplia de funciones en virtud de 
la nota 1. La primitiva [50-65] se lee integral de f(x)dx, y se la llama 
a veces integral indefinida, lo que no es apropiado, pues puede no coinci- 
dir con [50-4] si f(x) no es continua. 


EJERCICIO: Probar que la función integral de sg x (§ 23-6), discon- 
tinua en x = 0, es para a=0 la función continua |æ|. Cuál es la fun- 
ción integral, tomando a =2? 


2. Regla de Barrow. — a) Se quiere calcular la integral de- 
finida en un intervalo [a,b], de una función f(x) continua 
en él. Si por un procedimiento cualquiera hemos hallado una 
primitiva F(x), como la función integral también es primitiva 
(§ 50-1), y dos primitivas difieren en una constante aditiva 
(§ 35-3), tendremos: 


fi) dg = F(X) + c, 


pero el valor de la constante C puede determinarse: haciendo 
X =a el primer miembro se reduce a cero, y queda: 


Flaa) 4C0C=0 '. C = —F(a), 
y entonces: 
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xX 
fEl) da = F (X) —F (0). 
En particular, para X = b resulta para la integral definida: 
b 
[50-6]  ff(æ) dz = F(b) — F(a) = [F(2)]" > 


donde el tercer miembro es una notación cómoda para el segun- 
do: La integral definida de una función continua f(x) en un 
intervalo [a,b], es igual a la diferencia de valores de una pri- 
mitiva cualquiera en los extremos superior e inferior. 


EJEMPLO: Como f(x)=xw* tiene la primitiva F (x)— x*/3 (verifíque- 
se), se tiene; 


i a | 64 — 1 
2 — O A o 
fvas =[< |= 3 = 21. 
1 . 


Ya que otra primitiva, como (x*/3) + 5, difiere de F(x) en una cons- 
tante, conduce al mismo resultado, pues la constante se simplifica al for- 
mar la diferencia de valores. 


Nora 1: La importancia del resultado de BARROW no se puede pon- 
derar suficientemente; representa la sencilla fórmula [50-6], el punto de 
confluencia de dos grandes corrientes del pensamiento: el cálculo integral 
de ARQUÍMEDES, que se proponía la evaluación de áreas por artificios de 
sumación tan ingeniosos como infecundos (nota I), y el Cálculo diferen- 
cial, nacido en el siglo XVII, para la resolución del problema de la tan- 
gente, por obra de FERMAT, PASCAL, etc. (Cap. VIII, nota 1); disciplinas 
ambas que parecían condenadas a la esterilidad, de cuya conjunción ex- 
presada por la fórmula [50-6] nació el Análisis moderno, por obra de 
NEWTON y de LEIBNIZ, 





b) Si dos funciones continuas tienen la misma derivada 
f(x) en todos los puntos, excepto a lo sumo en número finito 
de puntos de discontinuidad de f(x), las dos funciones difieren 
en una constante a la derecha de cada punto de discontinuidad, 
y difieren en otra constante a la izquierda; pero por la supues- 
ta continuidad, ambas constantes deben ser iguales; luego, sub- 
siste el teorema fundamental en que se basa la regla de BARROW. 
Basta, pues, fijarse en que la primitiva elegida sea continua en 
[a, b], a pesar de las discontinuidades que pueda tener el in- 
tegrando f(x): 

Regla generalizada de BARROW: Si f(x) es una función con- 
tinua, excepto en un número finito de puntos del intervalo 
(a,b) e integrable en (a,b), y se conoce una función F(x) 
continua en [a, b] tal que, excepto a lo más en un número fi- 
nito de puntos de (a,b), sea primitiva de f(x), entonces es 
válida la regla de BARROw [50-6]. 


NoTas: 2. Si el conjunto de discontinuidades de f(x) es infinito, 
pero numerable, subsiste esta regla, en virtud de Capítulo IX, nota VI, d). 
3. También allí hemos visto que el conjunto de puntos donde la fun- 
cion de CANTOR tiene derivada no nula no es numerable. Este conjunto, 
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llamado conjunto ternario de CANTOR, es además de medida nula (nota 
III, c), pues su complementario en [0; 1] está formado por infinitos seg- 
mentos de longitud total 1. 

Definamos la función f(x) tal que sea nula en 0 < {xœ < 1, salvo en 
el conjunto de CANTOR, en cuyos puntos asignamos a f(x) un valor cual- 
quiera nulo o no, lo que no afecta su integrabilidad (R) (nota III). La 
función de CANTOR P(x) es continua, y verifica (x)= f(x), excepto 
en los puntos del conjunto de CANTOR, y sin embargo, no se verifica la 
regla de BARROW, pues 


$ tias 0% 4(1) — (0) = 


4. V, VOLTERRA dió un ejemplo famoso (ver nota IV) de una fun- 
ción continua P(x), con derivada finita y acotada en todo [a, b] no 
integrable (R). En este caso, tampoco será aplicable la regla de BARROW, 
por inexistencia de la integral, que así vemos que no debe confundirse 
con la primitiva. 


-3. Sobre la aplicación de la regla de Barrow. — La precipi- 
tada. aplicación de la fórmula [50-6] puede llevar a grandes 
errores, sobre todo si la primitiva es una función multiforme: 
en este caso, hemos de tener cuidado de adoptar la fórmula pa- 
ra una rama contínua. Así, por ejemplo si la primitiva es una 
raíz cuadrada con un cierto signo, se cuidará no cambiar éste; 
si es arc sen x se adoptará la determinación continua, y lo 
mismo para arc tg z. 


EJEMPLOS: 1. Es evidentemente errónea: 


porque aun cuando es arc tg 1 = 7/4, y arc tg (— 1) = 37/4, estos 
valores corresponden a una determinación de arc tg x que en T/2 es dis- 
continua. Si se toma el valor principal, continuo: — 7/2 < arctg x < 7/2, 
resulta el cálculo correcto: 


ie LS arc tg Y pane Dran 
+ | SETA 4T: 
Ss 4 

Y *e |" 24 b?’ 


a 








a 
el primer miembro sólo tiene sentido si a y b son del mismo signo, mien- 
tras que el segundo tiene un valor determinado, incluso cuando a y b son 
de distinto signo; en este caso, la fórmula [50-6] no es aplicable. 


3. La función 


(x) = — (sg) V1i—a 
(fig. 143), tiene la derivada 
| e | 
f(x) = —, 
y Vi— a 


tanto para 1 >x >0, como para —1<x<0. Sin embargo, no es pri- 
mitiva de f(x), pues no es derivable en x =0. Podría no obstante apli- 
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carse la regla generalizada de Barrow ($ 50-2, b), si no fuera t(x) 
discontinua en x =Q. 

Una función continua que a la vez es primitiva en [— 3, +2], es 
(fig. 144): 


Y (x) = (sgx) (1— V 1— °). 





Fig. 143. Fig. 144, 
Se tiene: 
3 Ye = 
$ tia = vc | = 2 — V 8, 
— Ya 
—1 
mientras que con P(x) hubiéramos llegado erróneamente a — V 3 (fig. 
143). 


4. Integrales generalizadas. — a) ¿Intervalo infinito. — 
Pondremos por definición : 


[50-7] f Ela) de= lim (fm dz. 


x—> 0 


Según que este límite sea finito, infinito, o no exista, la 
integral del primer miembro se llama convergente, divergente 
u oscilante, denominaciones análogas a las empleadas para las 
series. La teoría de estas integrales será desarrollada en el 
volumen II ($ 80) ; pero conviene establecer desde ahora la fór- 
mula fundamental que permite el cálculo de estas integrales, en el 
caso de existencia de límite, finito o infinito, y que generaliza 
la fórmula de BARROW como consecuencia inmediata de la defi- 
nición: 

X—> 0 


[50-8] fe (2) de = lim (X) — (a), 


fórmula que suele escribirse convencionalmente así: 


GRY XIII. EL ÁREA Y LA INTEGRACIÓN $ 50 -4 
XxX 
fEl) dx=% (x) — (a). 
a 


b) Integrando infinito. — Correlativamente al caso (a), si 
una función f(x) se conserva acotada e integrable (§ 49-1) en 
[a + e, b], por pequeño que sea e > 0, pero tal que | f(x) | ->œ 
para x — a*, puede generalizarse el concepto de integral, si se 
define: 


b d 
[50-9] f Ela) dz = lim f f (£) d z. 
á e>0+ E 
empleándose en este caso la misma notación conocida para re- 
presentar la integral definida. 

Según que ese límite sea finito, infinito o no exista, la in- 
tegral se llama convergente, divergente u oscilante. Si el in- 
tegrando se hace infinito en un punto intermedio c, es decir, 
si | f(x) | >00 para z>c (a<c<b), la integral generali- 
zada se define entonces mediante: 


h CE h 
[50-10] fi ()dx = lim (f(09de+ lim ù fle) dx. 


e>() A e>() 


u € 


Si se conoce una función F(x) continua en [a,b], tal que, 
excepto a lo más en un número finito de puntos de (a,b), sea 
primitiva de f(x), como consecuencia inmediata de las defini- 
ciones [50-9], [50-10] subsistirá la regla generalizada de BA- 
RROW ($ 50-2), y podrá aplicarse la misma fórmula [50-6]. En 
el volumen II desarrollaremos detenidamente la teoría de las 
integrales generalizadas. 





s T dæ — IT 
EJEMPLOS: 1. f =| 2v z | = 2 Vr. 
o 


Va 
+1 +1 
2. S tdo =| se" | = 6. 
2 i 0 
3. La función In |x| es primitiva de 1/x en — 1< w« <0 


0 < x < 2;- sin embargo, será falso afirmar que: 


T St o| mia f = 10 2, 
x -1 
-1 


porque la primitiva ln |æ| no es continua en æ =ù. 
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EJERCICIOS 


1. Función integral de 1, x, sen æ. 
2. Función integral de |x|. 


1/12 3 1/V2 
T a T 5r 
3. f ———=—= | arc sen x A E A is 
| vi" [ ] e RESER 
—1/V2 —1/Y2 
es evidentemente falso. ¿Dónde está el error? 
, ; e 
4, Sea la función continua f(x) = FUN 5 Í(0) = 0; que 
E ` 1 
nunca es negativa y es derivada de F(x) = TE" 


1 


i _ 2 — pin — 2e 
Resulta: 0<1= f tim) de = FM F(—1) = ipy <0. 


¿Dónde está el error? 


y 2 
5. Verificar si es correcto f sgx de = [ EA | = 1. 
Si —1 


e 20 P % 
6. Calcular: a) f T) b) ll pe , ©) f sen æ dg. 
1 1 v 


7. Área comprendida entre la curva versiera y= (1 4+ x')™° y el eje x. 
1 


8. Calcular f NELA y aplicar al cálculo del límite para n —> œ% 
Vl—a 
0 





1 1 1 1 
— 4 Á H y 8 
Yao Vei Vea n— mni 


9. Aplicando lim Vnl/n = 1/e (ejercìcio 7 de $ 21), calcular 
NY 00 





de br = 


1 
directamente la integral generalizada Jm de. 2 - 1] 
0 


NOTAS AL CAPÍTULO XIII 


I. Orígenes de la noción de integral. — a) Precursores. — La noción 
de integral es mucho más vieja que la de derivada (ver Cap. VIII, nota 1), 
y sus orígenes pueden remontarse a los griegos en problemas de cálculo 
de áreas y volúmenes, tratados aisladamente. ANTIFONTE, hacia — 430, 
define el área del círculo mediante una sucesión de polígonos regulares 
inscritos, y EUDOXO (409-356) calcula los volúmenes del cono y de la pi- 
rámide, como nos ha trasmitido EUCLIDES en sus Elementos (libro 12, 
prop. 7 y 10). A este tipo de problemas está consagrada casi toda la 
obra de ARQUÍMEDES (287-212), gran parte de la cual ha llegado inalte- 
rada hasta nosotros. 
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b) El método “apagógico”. — Se suele citar a ARQUÍMEDES como el 
primer antecesor del “Cálculo integral. En su libro Sobre la cuadratura 
de la parábola, enuncia para áreas el axioma de ARQUÍMEDES ($ 6-5, b): 
“nos hemos servido del lema siguiente: Si dos superficies son desiguales 
el exceso de la mayor sobre la menor, siendo agregado a sí mismo un 
cierto número de veces, puede llegar a sobrepasar una superficie pro- 
puesta y limitada”. 

Aunque llamado axioma de ARQUÍMEDES, es de EUDOXO, y tal vez 
anterior, y fué constantemente adoptado también por EUCLIDES: “Los geó- 
metras que han vivido antes que nosotros, también han usado este lema 
para probar que los círculos están entre sí ..., y las esferas ...; que 
una pirámide es la tercera parte ..., y que un cono ...”., 

Es de notar que ARQUÍMEDES haya sentido la necesidad de justificar 
el uso de este postulado: “Ahora bien, los teoremas así demostrados no 
han parecido menos evidentes que los demostrados en otra forma. Los 
que acabo de publicar tienen entonces el mismo grado de evidencia”. 

Con este postulado, son eludidos los razonamientos dirigidos a infi- 
nitos o infinitésimos, y reconducidos a un sistema de desigualdades, me- 
diante demostraciones por absurdo, método llamado apagógico en el siglo 
XVII. Aun en las demostraciones de los griegos, la idea directriz encierra 
un teorema general sobre sucesiones monótonas a, creciente, a', decre- 
ciente: Si B y C son fijos, y An > B, a'n > B, siendo siempre a, menor 
(y a'n mayor) que B y C, entonces B =C. 

En sustancia, se trata de la unicidad del límite de dos sucesiones con- 
vergentes. En varias formas aparece en ARQUÍMEDES, en sus diferentes 
cuadraturas y cubicaciones, y sin referencia a conceptos como “infinito” 
“tiende”, ete. Con este método de exhaución (de aniquilar la diferencia) 
han sistematizado los griegos los procesos infinitos. 

Aunque el método “apagógico” es irreprochable como método de de- 
mostración, no es constructivo, pues por consistir en demostraciones por 
absurdo, reposa en el previo conocimiento del resultado a demostrar. Dice 
ARQUÍMEDES: “He descubierto este teorema, primero por consideraciones 
de mecánica, y luego pòr razonamientos geométricos”. 

Además de esta demostración heurística, destinada a “dar alguna 
verosimilitud al resultado”, que se apoya en consideraciones de estática, 
y donde no vacila en considerar el segmento de la parábola como la suma 
de una infinidad de segmentos de recta paralelos, un tercer método, ba- 
sado en principios análogos y desarrollado con todo rigor por exhaución, 
equivale en esencia al cálculo de la integral de x?, y establece así los fun- 
damentos del Cálculo integral. Pero para ver en la obra de ARQUÍMEDES 
un naciente cálculo integral, de entre las múltiples cuestiones geométricas 
tratadas sería necesario desentrañar algún esbozo de clasificación según 
la naturaleza de la integral correspondiente. Sólo en el siglo XvII se llega 
a una tal clasificación. 


c) El siglo xvi. — En los diecinueve siglos que separan a ARQUÍME 
DES de KÉPLER (1571-1640) no se encuentran progresos esenciales en la 
vía abierta por el siracusano. Fué un problema práctico (con motivo de 
la gran cosecha de uva en Austria, donde KÉPLER se encontraba) él que 
le indujo a estudiar la cubicación de toneles, y en 1615 aparece su fa- 
mosa Stereometría doliorum, que contiene toda una teoría, muy imper- 
fecta, sin duda, de la cubicación de sólidos de revolución, resolviendo el 
problema para 92 tipos, que designa con los nombres de las frutas a que 
se asemejan. 

Por. consideraciones nada rigurosas, descomponiéndolo en pequeñas 
cuñas o husos por planos meridianos, llega a cubicar el toro; y también 
aborda el problema para los cuerpos de revolución engendrados por un 
segmento circular que gira alrededor de su cuerda, cuerpos que llama 
meliformes o citriformes, según que el segmento sea mayor o menor que 
un semicírculo, logrando obtener cilindros equivalentes. Finalmente, enun- 
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cia una ley errónea, que sospecha exacta para este segundo caso: los vo 
lúmenes engendrados por el segmento circular al girar alrededor de su 
cuerda y de su eje de simetría son entre sí como la altura y la semicuerda 
del segmento circular. 

En la misma obra hay atisbos del problema inverso de la tangente, 
que había de dar origen al Cálculo integral; se trata de distinguir la 
clase de cada cónica entre las diversas que pasan por un punto, serún 
sea la posición de la tangente en él, 

BUENAVENTURA CAVALIERI (1591?-1647) es otro gran precursor del 
Cálculo integral, y su Geometría indivisibilibus (1645) significa un pro- 
greso considerable en dirección distinta de la de KÉPLER. Mientras el gran 
astrónomo alemán persiste en la vía arquimediana de sumar los elemen- 
tos infinitesimales en que se descompone cada figura, vano empeño casi 
siempre, el jesuíta italiano evita la sumación directa y se limita a com- 
parar dos figuras para deducir la extensión de una mediante la otra. Cada 
recinto plano lo consi era como suma de infinitos segmentos paralelos, y 
cada cuerpo como suma de sus infinitas secciones paralelas. Tales seg- 
mentos y tales secciones planas son los indivisibles de CAVALIERI. Cuáles 
fueran los indivisibles de GALILEO, que también estaba en posesión de una 
teoría análoga, es cosa ignorada, pues nada llegó a publicar, pero en sus 
Discorsi (1638) efectúa una verdadera integración de la función yt, para 
llegar a la ley de caída de los graves: (%)g*?. 

El resultado capital de la Geometría de CAVALIERI es su famoso prin- 
cipio: Dos figuras planas o espaciales que tienen equivalentes sus seccio- 
nes paralelas son equivalentes. Con él logra cubicar los conos, cuadrar la 
parábola, la elipse y la espiral de ARQUÍMEDES, problemas ya resueltos 
por el siracusano; pero estimulado por los ataques de sus competidores, 
llega a perfeccionar el método, comparando figuras cuyas secciones son 
tales que la extensión de una es potencia de la otra, y así llega (1647) a 
resultados que equivalen, con el tecnicismo actual, a calcular las integra- 
les de las potencias x" de exponente natural. 

Su exposición ha sido muy censurada, llegando a decir MARIE que si 
hubiera premios para la oscuridad, lo ganaría sin disputa. Tal oscuridad, 
agregamos por nuestra parte, perdura a través de NEWTON y hasta nubla 
muchos tratados actuales —por su fecha, aunque no por su contenido—; 
oscuridad inevitable mientras se pretende descomponer las figuras en ele- 
mentos invariables, sean indivisibles o infinitésimos. Tales tratados, es- 
critos especialmente para técnicos, que hablan de' puntos consecutivos de 
una curva, y que definen la tangente por la condición de tener dos pun- 
tos de la curva confundidos en uno, y dan definiciones metafísicas de los 
infinitésimos (cuando tan fácil es en nuestro tiempo darla sencilla y ri 
gurosa) están conceptualmente atrasados respecto de CAVALIERI, quien, 
con excelente sentido, no pretende definir los indivisibles ni explicar la 
paradoja del continuo, limitándose a dar imágenes intuitivas y a enunciar 
con todo rigor y claridad su fecundo principio. 

Gran progreso estaba reservado al Cálculo integral, por obra de JUAN 
WALLIS (1616-1703), que abandona el método geométrico de los matemá.- 
ticos continentales, abordando la integración aritméticamente; y para po- 
ner de manifiesto su designio, titula su obra Arithmetica infinitorum 
(1655). He aquí los más importantes progresos debidos al genial inglés: 
integración de potencias de cualquier exponente (aunque sin utilizar el 
simbolismo) ; integral de V 1 — x°, esto es, área del círculo en forma de 
producto de infinitos factores; de otro modo: desarrollo de T en producto 
infinito (§ 58-3), fórmula cuya importancia bastaría para inmortalizarlo; 
demostración de la cuadratura dada por HUYGENS para la cisoide, etc. 

Pero con ser importantes estos hallazgos afortunados, el mérito más 
trascendental de WALLIS reside en haber establecido claramente la noción 
de límite, en la clara y rigurosa forma hoy vigente, esto es, con la condi- 
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ción de que la diferencia entre la variable y el límite sea quavis assigna- 
bili minor. 


IL La integral como límite según la norma. — Es la definición de 
integral según CAUCHY (§ 48-3) hemos logrado acotar por un e > 0 ar- 
bitrario la diferencia S — s = Z (M. — m.) ôr, con sólo tomar suficien- 
temente pequeña la máxima amplitud de los intervalos ô,, acotación que 
imponíamos como condición para que la función 'sea integrable RIEMANN 
(§ 49-1), pero exigiendo solamente que para cada e œ> 0 haya una par- 
tición que la verifique; pudiéndose demostrar que en tal caso basta to- 
mar una partición cualquiera, de norma suficientemente pequeña. 


La norma ô suele tomarse como variable independiente para consi- 
derar la integral como lim s ó lim S para ô — 0, pero nótese que s y S 
no son funciones ordinarias de ô, pues para cada ô hay infinitas sumas 
syS 

Obsérvese también que las sumas [48-14] tienen infinitos valores para 
cada ô, no sólo por la infinidad de particiones de igual norma, sino tam- 
bién por las infinitas elecciones posibles del punto de cada intervalo, y 
debemos insistir en que no se trata, por lo tanto, de funciones de ô. 


La demostración general sntedicha, que expresa la integral como lí- 
mite según la norma 8, suele llamarse lema de DARBOUX, y será expuesta 
más adelante en conexión con el problema equivalente de la rectificación 
de arcos (Cap. XV, nota 1). 


III. Condiciones de integrabilidad (R.). — Se puede dar a la condi- 
ción necesaria y suficiente de integrabilidad (R) [49-2] otras formas en 
que aparezca más claramente el papel que juegan los puntos de discon- 
tinuidad de f(x). 


a) Si en una partición indicamos con A la longitud total de los sub- 
intervalos donde la oscilación ($ 49-1) de f(x) es superior a un número 
w > 0, tendremos: 

A.w < 20r 6,, 


y como por [49-2], para cada e >0 existe una partición tal que 
Su, 6, < e.w resulta à < e. Recíprocamente, si A < e/2, se prueba [49-2] 
análogamente a [48-18] y se tiene el enunciado de RIEMANN: 

Para que una función acotada sea integrable (R) en [a, b], es ne- 
cesario y suficiente que para cada par de números, w œ> 0, e >0, exista 
una partición tal, que sea < e la suma de subintervalos donde la oscila- 
ción supera a u, 


b) Llamamos oscilación de f(x) en un punto, al límite de la oscila- 
ción en un entorno del punto cuando la amplitud de éste tiende a cero. 
Si f(x) es acotada, este límite existe, pues la oscilación no aumenta al 
decrecer el intervalo, 


Con esta noción, puede darse a la condición de integrabilidad la si- 
guiente forma, debida a P. Du Bors REYMOND: 


Condición necesaria y suficiente para que f(x) sea integrable (R), 
es que para todo par de números, w œ> 0, e >0, el conjunto G(w) de los 
puntos donde la oscilación no es menor que w, se pueda incluir en un nú- 
mero finito de intervalos de suma < e. 


Es suficiente porque, como antes, a los puntos de oscilación 
Zw en número finito de intervalos de longitud total < e, los sumandos 
aportados por tales intervalos a la suma S—s= Eo Àg, no llegan a 
(M —m)e. En los restantes puntos que pueden comprender los extre- 
mos de los intervalos anteriores, la oscilación es w(x) < w, cada uno de 
ellos puede cubrirse por un entorno donde la oscilación sea también < w 
y por el lema de BOREL (Cap. VI, nota III), siendo cerrado el conjunto 
de dichos puntos, al fraccionar suficientemente los intervalos que forman, 
será en cada intervalo parcial M, — m, < ou; luego, su aporte a la suma 
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S(M,—mr)Ax, es <(b—a)u; y tomados w y e suficientemente pe- 
queños, resulta S —s menor que cualquier número positivo. 

Es necesaria porque, si la función es integrable, existen particiones 
donde los intervalos de oscilación M, — m, Z w tienen longitud arbitra- 
riamente pequeña; y los puntos de oscilación w(x) Z£ están encerrados 
en ellos. 

c) Un conjunto lineal se llama de medida nula, cuando puede in- 
cluirse en un número finito o infinito numerable de intervalos ' cuya lon- 
gitud total sea tan pequeña como se quiera. 

Por ejemplo, es de medida nula el conjunto R de todos los puntos 
racionales de la recta, a pesar de ser denso. Basta numerar dichos puntos 
($ 2-11) y cubrir el ¿-ésimo con un intervalo de longitud, e/2', para tener 
el conjunto R cubierto por infinitos intervalos de longitud total: 


Le £ E Z 
2 +o t +a + asi E. 


y esto, cualquiera sea e > 0, 7 

Sea f (e) una función integrable (R). Como un punto es de discon- 
tinuidad cuando y sólo cuando la oscilación es no-nula en él, el conjunto 
D de los puntos de discontinuidad es la reunión de los conjuntos G(1), 
G (1/2), G(1/3), ..., y entonces es de medida nula, pues por el criterio 
b) puede incluirse G(1/1) en un número finito de intervalos de longitud 
total e/2*', y así queda incluído D en un número finito o infinito nume- 
rable de intervalos de longitud total e. Por esta razón no es integrable 
la función de DIRICHLET ($ 49-2, ej.). Probemos que la condición hallada 
es también suficiente. En efecto, el conjunto A de los puntos de [a, b] 
donde la oscilación es < w, es abierto (es decir, complementario de un 
conjunto cerrado, Cap. VI, nota II, d), pues si en xve A es v(x.)< w, en 
todo un entorno de xo la oscilación será menor que w, y lo mismo ocurrirá 
para cada punto de dicho entorno. El complementario B respecto al in- 
tervalo [a, b] será cerrado, y estando formado B por los puntos en los 
cuales la oscilación es > w, estará contenido en el conjunto D de puntos 
de discontinuidad de la función, y por la hipótesis es B de medida nula. 
Cubierto B por la infinidad numerable de intervalos de longitud total 
menor que €, bastará aplicar a este cubrimiento del conjunto cerrado B 
el lema de BorEL (Cap. VI, nota III), aue subsiste para conjuntos cerra- 
dos, para tener cubierto B por un número finito de intervalos de longitud 
total < e, con lo cual la función es integrable (R) en virtud del criterio 
b). Tenemos, entonces: 

Para que una función acotada f(x) sea integrable, es necesario y 
suficiente que el conjunto de sus puntos de discontinuidad sea de medida 
nula (LEBESGUE). 

d) Parece que si una función es discontinua en un conjunto denso, 
lo es en todo el intervalo, pero no es así. RIEMANN dió el primer ejemplo 
de una función discontinua en un conjunto denso y continua en otro con- 
junto denso. Otro más sencillo es: 

f (2) = n f(x)=0 para x irracional. 

Esta función es (Cap. VI, nota IV) discontinua sólo en los puntos 
racionales. Como el conjunto que éstos forman es numerable y. en conse- 
cuencia. de medida nula, es f(x) integrable (R). La integral (R) de 
esta función es cero, por serlo la integral inferior de DARBOUX, pues el 
extremo inferior de f(x) en cualquier subintervalo es cero. 


IV. Derivada acotada no integrable (R). — Hemos indicado (§ 50-2, 
nota 4) que V, VOLTERRA (Sui principii del calcolo integrale, Giorn. di 
Mat. Battaglini, vol. 19, 1881, pág. 335) dió un ejemplo de función con- 
tinua t(x), con derivada finita y acotada en todo [a, b] y no-integrable 
(R). Reproduzcamos dicho ejemplo en la siguiente forma: 
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El conjunto ternario de CANTOR era de medida nula. Consideremos, 
en cambio, el siguiente conjunto C que es cerrado y no es de medida 
nula: Si 9, 25, 49, son los cuadrados impares sucesivos, dividamos el 
intervalo [0;1] en 9 partes iguales, y suprimamos el interior de la pri- 
mera. Cada uno de los 8 restantes subintervalos, se vuelve a dividir en 
25 partes iguales, suprimiendo el interior de la primera parte de cada 
subintervalo. Las partes restantes se' vuelven a dividir en 49 partes igua- 
les, de las cuales se suprimen las primeras, y así sucesivamente. La 
clausura del conjunto formado por los puntos de división (es decir, éstos 
y sus puntes de acumulación) forman el conjunto C. Los segmentos que 
yan quedando después de k operaciones tienen longitud total: 

3—1 5—1 7—1 (2k + 1)? —1 
9 " 25 ° 49 C (2k +1)” 
que para k —> 00 es un producto infinito (Cap. XI, nota III) cuyo límite 
según WALLIS ($ 53-3) es 7/4 > 0. Este valor es, pues, lo que llamare- 
mos medida del conjunto C. (H. J. S. SMITH en Proc. London Math. Soc., 
1875, con subdivisiones sucesivas en », Y, Y, v*, .. partes, dió un 
primer ejemplo de esta clase de conjuntos generalizados de CANTOR de 
medida positiva. Un valor aproximado de ésta para v = 2, calculado por 
J. GUARNIERI, fué incluído en la primera edición de este volumen). 

Tomemos sobre cada intervalo (a, 6) contiguo al conjunto C la 

función 











F (x, a) = (x — a)? sen — j F(a, a) = 0, 


siendo, por lo tanto: 











h _ T T 
F' (x,a) = 2(%— 2) sen naa Tog a (x £a). 
La función F'(x,«) se anula en infinitos puntos de («, 8), y sea 
a + Y el mayor valor de x no superior a e , en el cual es nula 


F' (x,a). Definamos ahora la función P(x), en tal forma que sea 
P(x)=0 en los puntos del conjunto C; en cada intervalo (e, B) con- 
tiguo a C, sea (x)= F (x,a) para a&wS&Sa+ Y, (x)= F(a« + y, a) 
para a + Y Sx S8B—y y t(x)=—F(x,ßf) para PB—ySx<B. (En 
la fig. 145, correspondiente al ejemplo de SMITH, se ha tomado r = 2 y 





n `sy= -X? 


Fig. 145, 


se ha representado $(x) en [0,2]; el proceso de formación de C se ha 
llevado hasta k = 3). La función (x) es continua, y tiene en todo 
punto derivada finita acotada en [0, 1]. En los puntos xo del conjunto 
C, su derivada $ (xo) es nula, ya que el cociente incremental es nulo si 
zot h pertenece a C; y si en cambio xo +h pertenece a un intervalo 
contiguo a C, el enciente incremental no Bri en valor absoluto a: 


h. |h | $ 
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donde « es el extremo del intervalo contiguo situado en [xo xo -+ hA]. La 
función (x) tiene una discontinuidad en cada punto de C, con oscila- 
ción no menor que la de F'"(x,a) en x =a, es decir, no inferior a 27; 
por no ser C de medida nula, la función %'(x), determinada, finita y 
acotada en [0; 1], no será integrable (R) (nota III, c). 


V. Bibliografía. — 1. La integral de CAUCHY está expuesta en forma 
didáctica en la obra de R. COURANT (citada en Cap. VI, nota VI-2), que 
introduce la noción de integral definida antes que la de derivada, y des- 
arrolla ejemplos interesantes de integración directa; y en CH.-J. DE LA 
VALLÉE - POUSSIN (citado en Cap. VI, nota VI-4). 

2. Para la integral de RIEMANN pueden consultarse: S. PINCHERLE 
(citado en Cap. VI, nota VI-3), J. Rey Pastor, Elementos de la Teoría 
de funciones (citado en Cap. VI, nota VI-2), el volumen II de F. SEVERI 
(citado en Cap. IV, nota 111-1), E. T. WHITTAKER y G. N. WATSON (ci- 
tado en Cap. XI, nota IV-2). Tratan también este tema, como preliminar 
a un concepto más general de integral debido a H. LEBESGUE, que vere- 
mos en el volumen III (Cap. XXIV), las obras siguientes: L. M. GRAVES, 
A. E. SAGASTUME BERRA (citados en Cap. IX, nota VIII-2) y: 

58 T KESTELMANN: Modern theories of integration. (Univ. de Oxford, 
7). 

Para un estudio más completo pueden verse: E. GOURSAT (citado en 
Cap. VI, nota VI-5), y sobre todo E. W. HoBsoNn (citado en Cap. IX, 
nota VIII-3), así como el estudio excesivamente monográfico de 

R. L. GOMEs: Integral de RIEMANN. (Junta de Investigação Matem., 
Porto, 1949). 

Un tratamiento completo de la integral de RIEMANN y su generali- 
zación a la de LEBESGUE en el espacio euclídeo, contiene: 

W. W. RocosinsKI: Volume and integral. (Oliver and Boyd, Edin- 
burgo, 1952). 

3. Un estudio detenido y profundo de las ampliaciones sucesivas del 
concepto de integral contiene la clásica obra siguiente, cuyos primeros 
capítulos se refieren a las integrales de CAUCHY y de RIEMANN: 

H. LEBESGUE: Leçons sur Uintégration et la recherche des fonctions 
primitives. (2%? ed., Gauthier Villars, París, 1928}. 

4. La colección de problemas de G. POLYA y G. SZEGÓ (citada en 
Cap. V, nota IV-2) dedica un capítulo a la integral como límite de sumas 
de rectángulos. i 


CAPÍTULO XIV 


CÁLCULO DE PRIMITIVAS Y APLICACIONES 


$ 51. MÉTODOS GENERALES DE INTEGRACIÓN 


l. Primitivas inmediatas. — En este capítulo nos propone- 
mos indicar la manera de hallar sistemáticamente las funcio- 
nes primitivas de gran número de funciones que se presentan 
con frecuencia, pero debe tenerse presente que aunque (8 50-1, b) 
toda función continua tiene primitiva, por lo general ésta no 
puede expresarse mediante las funciones elementales. Tal ocu- 
rre, por ejemplo, con la primitiva de e. Por esta razón el 
proceso de integración da lugar a la creación de nuevas fun- 
ciones. 

La tabla de derivadas de las funciones elementales ($ 32-11) 
nos permite formar una tabla de integrales, que debemos re- 
cordar de memoria para integrar, mediante ella y los métodos 
de los apartados siguientes, otras funciones. Por ejemplo: 








a ll grt 
f= n+ 1 —1), 
pues: 
qr+l (n+1) ar A 
DE +0)= ntl E 


si: 

n+ 10, osea: n*—1; 
y para otra variable cualquiera u, que puede ser una fun- 
ción de x, tendremos la integral 1 de la tabla de la página si- 
guiente (cfr. $ 32-11). 


2. Integración por descomposición. — El carácter lineal de 
la derivación ($ 32-1) se traduce en el de la integración: 
[51-17 Slef(x) + Bge(x)] de = aff(x) dx + ffg (2) dx. 

En efecto, la derivada de ambos miembros es la misma: 


al(x) + Bg(x), y entonces (a menos de constantes aditivas), 
ambos coinciden (§ 35-3). 


EJEMPLOS: 1. Soet a =f (r = +=) dz = 
gz Vz z 
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TABLA DE PRIMITIVAS INMEDIATAS 
opel 
1. n du = i = 
fw du Ai Te (sin 4 -— 1) 
a) fwdu= f[du=u+C 


b) fu du= +0 


c) [s —% u 
P du=2yu+GC 














du pa ME 
2. f y =Mmuz+C, pues: D,(Inu + C) = T? 
o bien: d(lnu + C) = = a 
E E , ar Y _ avlna 
3. fa Meme a T C. pues: D. (E) = “na — E 
a) ferdu=e" + C. 
4. fsenudu=—cosu+C 
4 feos u du = senu + C 
du 
4! AS 
cos? y ES 
~ du 
qee = — 
j e cotg u + C 
du 
5, ——= arcsenu +C 
LA 
F du 
5: Jipa are teu 0 
6. Sshudu=chu+C 
6 Schudu=shu+C 
» du e 
6”: chu tgh u + C 
dù 
7 ——— = arg sh u + C 
loa 
T tE = arg chu+C 
vu? — 1 
r du mes 
q” fi argtghu+ C 
NOTA, — Se indican con letras ciertos casos particulares del corres- 


pondiente número. 
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x? 
3 


fana =| asf E —1)de 
cos? g cos” x 
= | — f da = tga —a + o. 
cos” x 


dx sen? æ cos? x 1 ] 
ta = E dæ = ~= + z dg = 
sen? x. cos? x sen! x.cos” x cos? x sen? x 


= tg x — cotg x + C. 


— 4 Vx + 3lnx + C. 








ll 








4. 


_ de á _ _ E dite 
t + iy) = i mi +0 


Este resultado es el mismo de $ 51-1, ej. 7", y análogo al de § 51-1, 
ej. 5'. La analogía se explica en el campo complejo, pues aplicando las 
fórmulas de EULER [45-8] resulta: 











= = LAA i AY — 14% ä 
% = tgy = CV de donde: e" = IT ir” 
ES Ap 121% _ e ; lia)? , (a) ds 
y = arctgx 27 iL is ix + 3 + 5 +... ] = 
E E 
= 0 3 + 5 ER 
válido para |x| <1 ($ 45-4). Así resulta que si en 
te x 1 
D ż ln iS 1IL 
cambiamos x por ix, y derivamos ($ 41-1, b) en el campo complejo: 
d 1 + ix 1 d 
TE dai (APC LE aa 
3. Integración por sustitución. — a) Este método consiste 
en efectuar un cambio de variables: E 
[51-2] ` x = a (t), P 
para transformar la integral 
[51-3] Sfl(x)dz 


en otra más sencilla, o bien inmediata, es decir, que figure en 
la tabla de § 51-1. 

¿Cómo se hace esta transformación? Simplemente, reem- 
plazando [51- 2] y dx = « (t) dt en [51-3]. En efecto, la fun- 
ción 


S fla (t)] æ (t)dt = G(t), p 


694 XIV. CÁLCULO DE PRIMITIVAS Y APLICACIONES $ 51 -3 


una vez expresada en términos de x es la primitiva buscada, 
puesto que su diferencial vale: 


d G(t) = fla(t)] æ (t)dt = f(x)dz 


La notación [51-3], usada para la integral o primitiva, tiene enton- 
ces [frente a otras posibles notaciones, como D”"'f(+): antiderivada de 
f(x)] la gran ventaja de indicarnos cómo debe hacerse la sustitución. 


EJEMPLOS: 1. I = f cos3x.dæ. Haciendo 3g = t, resultá. 


ETA dt 
e AS 
y entonces: 
=f cost Ë = à sent + C = $ sen3gx + C. 
dx 
2. J = Ra 
Haciendo + 2=!t, resulta : x=t—2 . de=dt 
y entonces: 
dt _ H E Ss 1 
J = z = S tdt =— z t0 =- ggi tO 
3 K=fe""” ceosx.dx. Poniendo sen = t, resulta: cosxdx = dt, 


y entonces: 
K=JSedt=z4C=e"w"+C€. 

NOTA 1: El método de integración por sustitución puede aplicarse 
también sin necesidad de introducir explícitamente una nueva variable t. 
sino haciendo aparecer su expresión en función de æ dentro del símbolo 
de diferencial. En los ejemplos anteriores se tiene: 

I = f ecos 3xdax = à f cos3xd(3xr) = åsen 83r + C’ 


(al pasar del 2% miembro al 3% hemos multiplicado y dividido por un 
mismo número). 


dx (ax + 2)” 


J = p y T f e+ e+? = ER 
K = fe" cos dr = f ett d sen x= c" +C 
EJEMPLOS: 

f sen e.e dx = f sen e. ES 








p [Brae fma T 


6 ù( e£.x dæ =4 f e. 2d =b f erde =} ee y C. 
. [> a [RR a — a’) 


1 — e? 1 — z’ 
= — ln (1 —x*) + C. 


i z 
8. e x e G q = A aretg= +C 


e 
2 
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UN a) 
8; J paT Te Pe 


= are sen ¿> + C. 


ES a 3 
10. [= sdz 3 (2er deL a (4a 
vV 9 — z’? V 9 — æ V 9 — x% 
=— Ł}.2 V9 — æ + C= — V9 — æ + C. 


Nótese bien la diferencia entre 7 y 8, y lo mismo entre 9 y 10. 


NoTA 2: El método de sustitución se apoya en la correspondencia en- 
tre x y t por la expresión x — a(t), y solamente en el caso de que exista 
esta correspondencia puede aplicarse el método; de lo contrario, pueden 
resultar absurdos. 


EJEMPLO 11: Sea $ dx/(1—«w). Pongamos t=lu(1—x), 


de 
qe la 
y la integral se transforma así: f — df = — t = — ln(1— x); pero 
no debe olvidarse que mientras la integral propuesta tiene valor cual- 
quiera que sea x (excepto =1), el resultado carece de sentido para 
x« >1, pues el logaritmo de 1— x sería imaginario ($ 45-3, c). Sin em- 
bargo, la ENR de 1/(1— x), para todo valor real de x>£1, es 


t 


— ln |1—x 


b) Aplicación a la integral definida. — Cuando se tiene una 
integral definida, puede aplicarse el método de sustitución pa- 
ra hallar la primitiva correspondiente, pero también puede ha- 
cerse la sustitución directamente en la función integral (§ 50-1) 
y por lo tanto en la integral definida; veamos bajo qué con- 
diciones es legítima la fórmula 


[51-4] fide = ftat) (t) dt, 
x t, 


donde los extremos son correspondientes, es decir: x= au (ft), 
To=a (to) . 

He aquí las hipótesis que hacemos: 

1?% La función f(x) está acotada y es continua (salvo pun- 
tos aislados) en todo el campo de variación de t, al recorrer 
ésta el intervalo [tə t], donde resulta ser función uniforme 
respecto de x (ver ejercicio 9 de $ 51). 

2? La función «e (t) y su derivada «a'(t) están acotadas y 
son continuas (salvo puntos aislados) en [to, £]. 

El caso más sencillo es aquel en que a (t) es monótona en 
[to t] como en la figura 146; entonces hay correspondencia 
biunívoca entre los intervalos [to, t] y [xo, 4], así como entre 
los valores de ambas funciones. Cabe sin embargo el caso más 
general, indicado en la figura 147 en que subsiste la validez 
de la transformación [51-4]. 
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En efecto, de las hipótesis 1% y 2% resulta que tanto f(x) 
como f[a (t)] a"(t) están acotadas y son continuas, salvo, a lo 
sumo, en puntos aislados, y por lo tanto son integrables, siendo 
funciones continuas los dos miembros de [51-4], que llamare- 
mos así: F(x) = Fla (t)] y e(t), funciones ambas uniformes 


y 





Fig. 146. Fig. 147. 


en [to, t]. Prescindiendo de los puntos excepcionales, que son 
aislados, las dos son derivables; la derivada respecto de t de la 
primera es: 
F (2) .(t, = f(x). (t), 

y esta misma es la derivada g’ (t): luego, por el teorema de 
§ 35-3, generalizado en § 50-2, b, ambas funciones difieren en 
una constante, la cual es nula, por ser F [e(to)] = 0, $ (to) = 0. 
Queda, por lo tanto, demostrada la igualdad [51-4]. 


NOTAs: 3. Al efectuar el cambio de variable que cumpla las condicio- 
nes 12 y 2%, deberá cuidarse, además, de la validez de las fórmulas ele- 
mentales que se utilicen, en el intervalo considerado. 

4. Si los conjuntos de puntos de discontinuidad de f(x), a(t) y 
a'(t) son numerables y se cumplen las demás hipótesis enunciadas, sub- 
siste la validez de [51-4], en virtud de $ 50-2, b, nota 2. Con demostra- 
ción más penosa, subsiste la validez de [51-4] si se supone sólo que 
f(x) es integrable (R), que a(x) es la integral (R) de su derivada 
a'(%), existente a menos de un conjunto de medida nula, siempre que 
además a(x) sea monótona. 


+1 
EJERCICIO: Si en f dx = 2 hacemos la sustitución x” = t, 


-1 

+1 dt 
2 Vt 
c) Estando representada una integral definida por un 


área plana, convendrá en ocasiones aplicar una transformación 
de coordenadas cartesianas (o a otros sistemas, $ 54-2), y ver 


K 








dg = dt resulta 2 = = 0. ¿Dónde está el error? 
2 Vt 


+1 
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geométricamente en qué se transforma la integral, o bien el 
área dada. 


EJBMPLO 12: Calcular el área A del sector hiperbólico O P' P de la 
figura 148, i 

Refiriendo la hipérbola equilátera x*—y*?=1 a sus asíntotas como 
fuevos ejes £, 7, por medio de las 
fórmulas de transformación de 
coordenadas: 


! (x — y); 
E= a l 


1 
"2 Cto), 





[51-5] 


resulta la ecuación más sencilla: 
[51-6] E.n = 3. 


Entonces, el área BAP'Q 
vendrá dada por: 


to h 
di _ 
AN dafam] = 


— 


1/v 2 1/vV 2 
=} In (V2 &) = $ In (£ -} y0), 


si £, es la coordenada ¢ del pun- 
to P’ de coordenadas antiguas Q 
(£o, — Y0). 

De la equivalencia de los trián- 
guls OAB y OPQ, gue resul- 
ta de [51-6], obtenemos en valor: Fig. 148. 
absoluto el área buscada: 








A =2(3In (æ+) +2 NN — y hm) = In (+1). 
De aquí resulta: 
Lo + Yo = ef; e — p= E A 
y entonces: Xo = 2 = ch A; Y = “5 An sh A 
4. Integrales calculables por sustitución. — a) f sen” x 


cos1x dx. Si por lo menos un exponente es impar, la integral 
se calcula fácilmente «por sustitución, separando previamente 
un factor de la correspondiente potencia. 


EJEMPLOS: 
1. $ sentx coa dx = f sen? x. cos? x. cosx dg 
= f sen?’ x (1 — sen’ x)dseng = f P(1—t)dt (t= sen x) 
= f (t—t')dt a E E C= Tea A senř” g + C. 
3 5 3 5 
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2. f cow dæ = f costa cosx dz = 
= S (1—sen?x)dsenx = (t = sen x) 
=S (1I=PYdt= $ (1-28 + é)dt= 
=t—-34 (1/5 +C=... 


b) Las integrales 
[51-7] I= f ceos zsrdg; J= f sennxdge 


no están comprendidas en el caso (a), pues los exponentes són 
pares. Se resuelven ambas por sustitución, previa transforma- 
ción del integrando, poniéndolo en función del coseno del arco 
doble. 


De: l—=cos* + sen» y cos2æ = cos?x — sen’g 


resultan: 
a 1 + cos 2% 1 — cos 2x 
coste = —— sents = ——p 
y entonces: 


Z g _ (1 + cos2g de 4f P 
1= f cose da = [+Hoe te] dg 2 2 cos 2x dg = 


x 1 x sen 2% 
= E + Ef cos 20 d2a = => e 


a _ ( 1 — cos 2x _% _ seng 
J= f seeds = (1ps 2e] de => a + C. 


c) En algunos casos deben combinarse los métodos de des- 
composición y de sustitución. 


EJEMPLO 3: 
de sen! x cos! x sen x cos x 
A AE E y j Si 
sen% cosg sen x cosx Cos x sen x 
d cos x d sen x 
= — —— = — in cosx + in senx + In K = 
Cos x sen x 


sen x 
= In ES = ln (Ktg x). 


No obstante, es más simple dividir numerador y denominador por 
cos” x, transformando así la integral en / d(tg x)/ (tg x). 


5. Integración por partes.—a) De la regla de diferencia- 
ción de un producto ($ 34-4), d (uv) = udv + vdu, resulta: 


udv = d (uv) — vdu, 
de donde, integrando, se obtiene la fórmula: 
[51-8] fu.dv = u.v — fvdu, 
llamada de integración por partes. Podemos entonces enunciar 
la regla de integración por partes así: 
La integral del producto de una función por la diferencial 
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de otra es igual al producto de ambas funciones menos la in- 


tegral de la segunda (ya integrada) por la diferencial de la 
primera. 


La relación [51-8] conduce el cálculo de una integral al de 
otra, y se aplica cuando esta última es más sencilla. 

Ante todo, este método se aplica para integrar funciones 
trascendentes cuya derivada es algebraica, tales como In z, 
arc tg x y arc sen z: 


EJEMPLOS: 1. 


Jix.dx = xlnx — S zàlns = zing — f z |ds = 
= xlng — f dz = xlnx — x + C. 


2. Í arc tg x dx = x . arc tg x — f x d arc tg x = 


[T= 
x arc tg x — 


1 FS 
Z d(1 +z) _ 
= x arc tg x A 
= g arc tg x — ¿4 ln (1+.x%) 4 C. 
3. S arc sen xv d& = x arc sen x — f x d arc sen x = 
f xda E 
= g arc sen x — = 

Y Vlr—a 


-= æ arc sen x + V1 — Æ +C. 


4. En una integral como I = f x* ln x dx pueden tomarse las par- 
tes de varias maneras. Por la misma razón que antes, conviene hacerlo 
tomando el logaritmo como parte finita, es decir: 


u = lng: dv=xYde 
du a y 
zr 4 


Entonces: 











II 


t= mesfi Ag Z Inx—1Sf2a d2= 
4 % 4 
x 


> 
de 


23 Era e AO 
E Sd 





La aplicación de la fórmula de integración por partes se 
facilita preparando previamente la integral, es decir, lleván- 
dola a tener la forma f udv. En el ejemplo 4 se tiene: 
qt 
q 
ahora, la integral está “preparada” para la integración por 
partes, y la aplicación de [51-8] nos da: 


xt e 1 f 
I=ms. 5 f5. q Ae; gans 


I= fæelmngrdgz= flÀng.stdgz= flInz.d 
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l de= mo. = [mod va = 


nz 
Væ vg 
= In x.2 Va— f gvatas = 


=2Vx.Inx—2 2-2 Ve.Inx—4 Vx +C. 
Væ 
Hemos visto (ej. 4) que cuando ln x aparece multiplicadó 
por una potencia cualquiera (también fraccionaria o negativa) 
de x, se integra por partes eligiendo el logaritmo como parte 
finita. Lo mismo vale para toda trascendente con derivada al- 


gebraica. 
En cambio las integrales : 


fæ. edn far senxdx, fx” cosxdxz, 
siendo ahora el exponente n un número natural, se calculan tam- 
bién por partes, pero tomando las trascendentes e*, sen x ó cos x 
dentro de la parte diferencial. 
EJEMPLOS: 6. 


S x.er dx = f rde = «e — f e dg = x e — e +c. 








EJEMPLO 5: J 





7, SJS £. dg = S ade = *e—$e.2xdx, 
y la última integral es el doble de la ya calculada en el ejemplo anterior. 


8. f x cosx dæ = f x d sen x =g sen x — f sen x.dg = 
= x sen x + cos x + C. 


9. f x sen 3x dg = 


= — į f x(— sen 3) d3x = -— å f z d cos 3% = 
= — į [x cos 3x — f cos 3g dx] = 
= — į [x cos 3x — å sen 3x] + ©. 


A veces el método de integración por partes se aplica acompañado 
de algún artificio. Por ejemplo: 


= f e7 sen bg dg == f sen bg de” = 


at ga sen en f e” cos bx dg. 
a a : 


Integrando de nuevo por partes en la última integral, se llega a: 
2 


e” sen bx + e cos ba— E S e” senbuxdzw. 





le 
a 
Pero esta última integral es otra vez I; entonces: 
b? 1 ag b ag 
(a +5)1 == *” sen bx — qa e” cos bx + K, 
o bien: 
51- = E z ; 
[51-9] I PE (a sen bx — b cos bx) + C 
Análogamente se calcula la integral: 
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[51-10] J = f e” cos bæ dg = (b sen bæ + a cos bx) + C. 
También pueden calcularse ambas integrales por el método de EULER, 
observando que por la fórmula de EULER [45-7] es: 
e” cos bx + ie” sen bx = eMe, 
cuya primitiva es e**'**/(a + 1b), y separando partes reales e imagina- 
rias, se hallan las expresiones de 1 y de J 


b) Aplicación a la imtegral definida. — La fórmula ya de- 
mostrada en a) prueba que las funciones cuyas diferenciales 
son t(x).dv(x) y v(x).du(x) dan como suma u(x).v(x), 
más una constante. Por consiguiente, cualquiera sea el inter- 
valo [a, b], se verifica : 


[51-11] Pu .dv(x) = [ato .v(x) Į- fva) .duíz). 


Suponíamos allí que u(x) y v(x) son diferenciables sin excepción 
en el intervalo [a, b]; pero si u(x) y v(x) tienen puntos singulares en 
que no existe derivada (pun- 
tos en los cuales pueden 
ser estas funciones disconti- 
nuas, con discontinuidad fi- v(b) 
nita), como las integrales 
indefinidas son continuas, 
según se demostró en $ 50-1, 
es aplicable lo dicho en 
$ 50-2, siendo por lo tanto vía) 
válida la fórmula [51-11] 
de integración por partes. 
Como la expuesta teoría de 
la integral presupone la aco- 
tación de las funciones in- 
tegrando, no podemos abor- 
dar por ahora el caso en 
que u(x) y v(x) presenten Fig. 149. 
discontinuidades- infinitas. 


v(x) 


ALI AAA AA CAE 5 















Nora 17 Cuando la curva de ecuaciones paramétricas u=u(x), 
u = v(x) monótona creciente (es decir, no decrece v al crecer u), la 
fórmula [51-11], escrita en la forma: 


b 
du(lx) + f ulx)dv(x) = u(b)v(b) — u(a)v(a), 


y teniendo presente § 51-3, b, expresa que la suma de los trapezoides de 
la' figura 149 es igual a la diferencia de los rectángulos de diagonales 
OA y OB, 


c) Forma integral del término complementario de la fórmula de TAY- 
LOR. — Sea f(x) una función continua conjuntamente con sus derivadas 
hasta el orden n + 1. Se tiene: 


g g 
fa) — EO = f Pau = ffeit, 
0 0 


e integrando por partes: 
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(0) —£(0) = ef (0) + f Tantar 
0 


Si reiteramos el prorédimiento, tomando como parte diferencial 
tdt = (dt*)/2, tdt = (d#)/3, ..., tendremos, después de n integra- 
ciones por partes: 


f(e) =f (0) +æ f (0) + z (0) +... + 2 (0) + T, 
[51-12] on 


1 £r 
T, = >f fu (x — t) "dt 
n! 
0 





` 


Esta.es la fórmula de MAc LAURIN (§ 39-4), con la expresión exacta 
del término complementario. Aplicándola a F (h) = f(a + h), resulta para 
la fórmula de TAYLOR [39-6]: 


‘h 
[51-13] T, = +f f(a ph—t)t'dt, 
n! 
0 


o bien, con el cambio de variables a + h--t= "1: 


+) 
[51-14] Tesk ECY (r) (a +h—r)"dr. 


a 
NOTAS: 2. Mediante el teorema del valor medio ($ 48-6), se obtienen 
de aquí formas más simples, aunque no exactas, de T,. Si se hace salir 
t an de la integral [51-14], se reencuentra la forma de LAGRANGE 
39-7 . 


3. La [6561-12] nos permite construir una primitiva f(x) de orden 
n+1 de una función continua dada g(x)=1f'""" (x), siendo £(0), £'(0), 
..., (0) constantes arbitrarias. 


EJERCICIOS 


1. Hallar la curva con pendiente igual a la abscisa y que pasa por 
P (2; 4). 


2. Un grave es lanzado en el instante t=0, verticalmente hacia arri- 
ba, desde la altura ho, a la velocidad vo. Suponiéndolo bajo la acción de la 
gravedad — y y en el vacío, hallar la altura h en' función del tiempo t, 
el instante t» en que alcanza la máxima altura, el instante T en que vuel- 
ve a estar a la altura h., y la distancia d recorrida en dicho lapso 7 a 
partir de t=0. 


3. Explicar por qué una primitiva de 1/x para «x real Y 0 es In |x|. 
4. Hallar mediante descomposición ($ 51-2): 


de 1 
ro =1n]tgw|— 2 sen? g +e 

dæ cos 2g 
Err a sen! 2% TR 
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5. Calcular: 
1=/f Y1+2x dg, L = f Vaen z. cos x dx, Ís =p sn de 





n— (<osz.de I = x.du L = Toa 
‘= J 1—seng ' Vite T] 1r’ 
L = r.de g, = (arc sn x.de n—(1ninvdez 
a S e sme 


6. Probar: -* que tres primitivas de 1/chx son: 
2 4atc tg e”, arc tg shx, 2 arc tg tgh (2/2); 
b) que estos resultados son compatibles. 
7. Calcular por sustitución, en la integral definida: 


in V3 
No 3? Veda de 
A= J) e vi—-ede, B= TFR C = Fp” 
0 0 


o 


8. pe el cambio x = cos i hallar y SEPURA por qué 


f= la Aida ata 


ar/2 -T/2 
a pesar de ser cos (— 7/2) = 0; cos 0 = 1. 
9. Si aplicamos la sustitución x = sen t a la integral definida 


f t* cost dt, resulta f (are sen x)”dx = 0, y por ser (arc sen x)” = t 


0 
T 


cos t, continuas, será Í t* cos tdt = 0. ¿Por qué es falso el razonamiento 


0 
anterior? 
10, Demostrar que para cualquier función PP e g(u) es: 
q7r/2 rr/2 


f ecos z) dg = f g(sen x) de = 3 f g(sen x) dx. 


0 
11. Calcular: 
I af (1 + cosa)? du, J al. cotg’x dr. 


12. Calcular el área de un cuadrante de círeulo de radio «, mediante 
sustitución en la integral definida. 


13. Calcular: I= i aw” ln x de. 


14, Calcular por partes I = fv ai—aex dx (cfr. ejercicio 12 y 
$ 51-4, 0). - 
15. Utilizando el resultado anterior calcular, por partes: 


J = Í z are sen æ dz. 
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16. a) Expresar en forma recurrente In = f sen” æ dæ (n natural); 


b) Aplicar al cálculo de J, = fe arc sen dx (n natural). 


dx 
(1 + x°)" 
18. Aplicar el teorema del valor medio [48-34], hallando en cada caso 
g, en las integrales: 


17. Expresar en forma recurrente K, = (n natural). 


1 2 


I= feaa, z= f me dx. 


-1 1/2 





277 
19, Probar, tomando p(x) — senx en K = fo sen x dg, que el pri- 


0 


mer teorema del valor medio [48-34] no vale si p(x%) cambia de signo en 
el intervalo de integración. 


§ 52. INTEGRACIÓN DE CLASES PARTICULARES DE FUNCIONES 


1. Funciones racionales. — a) Un ejemplo preparatorio. — 

Consideremos la integral: 
. 3 

[52-1] pa AA. 
a? — 1 
y como en ella el integrando f(x) es una función racional, 
cuyo numerador es de grado no menor que el del denominador, 
podemos efectuar la división, y descomponer luego la parte no 
entera en fracciones simples, aplicando, por ejemplo, el méto- 
do de los coeficientes indeterminados (§ 46-4, b4). Tendremos, 
sucesivamente: 


1 e 1 2 A E B 2 
aai—1 — (e—1) (+1) x—1 
[52-2] 
_A(2+1) + B (2—1) 
o (e+1) (—1) 
A (+1) + B (r—1) =1. 
Como esta igualdad vale para todo x, nos permite calcular 
A y B. Para x= 1 se tiene: 
24A=1 /. A=4, 
y para x = — 1 
—2B=1 /., B=-—-4. 
Reemplazando estos valores en el tercer miembro de [52-2] 
tenemos la descomposición: . 
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1 $ $ 


al g—1" 2+1' 





y finalmente: 
1 


I -f (3z +35 — A | +0 


b) Método general. — Podemos suponer siempre que el 
grado del numerador es inferior al del denominador (pues en 
caso contrario ? sta efectuar la división entera correspon- 
diente), y ademá: que ambos polinomios de coeficientes reales 
son primos entre sí en el campo complejo (8 17-2, as) y por 
lo tanto en el campo real (§ 18-2) (pues siempre los podremos 
dividir por su m.c.d.). Entonces podemos descomponer el in- 
tegrando en fracciones simples ($ 46-4,b) más una eventual 
parte entera, y la dificultad de la integración reside solamente 
en el problema algebraico ($5 19 y 41) de hallar los ceros del 
denominador. Distinguiremos tres casos, según que éstos sean 
simples y reales, que haya ceros simples imaginarios, y que 
los haya múltiples. 

bı) Caso de ceros simples reales. — A este caso pertenece el 
ejemplo estudiado en a), pero no es preciso usar el método de los 
coeficientes indeterminados, pues en virtud de $ 46-4, a, ten- 
dremos la descomposición en fracciones simples: 





fæ) _ A, Ao An 
Q(z)  x£x—m T £ — Lo PRT L— Ln ? 
con la expresión de los coeficientes : 
f(x) 
A; = TN; NO 
Q (1: 


Esto da inmediatamente la integral, que es la función tras- 
cendente: 
A, ln | g — zn! +... +A, ln|lz—r l +C. 


EJEMPLOS: 1. Para encontrar la función primitiva de: 

















(1/2)? +1 (1/2)? +1 2 
£ -+ 2 g’—xy—2 — (zv—1)(x + 1)(x+2) 
As Az As 
= e —1 + +1 ag +2?’ 
se tiene: Q'(x) = 3x* 4 4x — 1, y entonces: 
f(1) _ 3/2 f(—1) f(—2) 
A, = A , Y a RA i A: = 5r ma = l; 
1 e >. eg =>) 


luego, la primitiva es: 
3 ln |z—1]—¿ilnJe+ 1d] +injx+2] + C. 
2. De la descomposición $ 46-4, ej. 1 resulta: 
FE da =— 3 Mm tol + Inle 41142 js] LEG: 


at — 
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b2) Caso en que hay ceros simples imaginarios. — Conside- 


remos el caso más sencillo, en que el denominador Q(x) es de 
segundo grado. Si sus raíces son a + bi y a— bi, se tiene: 


Q(x) = ao (x —a — bi) (1 —a + bi) = aol (x — a)? — (b1)?) 
= ao [(x— a)? + b°]. 
Por consiguiente será: 
Pla) _ Ar+B___A (x —a) E Aa+B 
Qe) — (a—a). 4D". (2—aj4+b* " (e—a) br? 
Así transformada, la función se integra sin dificultad: “7 
P(x) Li E 2(x —a) dx Aa+B de č 
alo e ya 
( b +1 


== 


ET 
A B sz 
o? In [(x — a)? + pp EZ arc tg + 5 2 


ll da 
pE f a(x? + 1) 


La descomposición dada en $ 46-4, a, sería: 
1 A A’ A” 
l-pH 1) ` T x—i T xvi’? 


pero agrupando los dos últimos. términos y prosiguiendo luego como an- 
tes, se tiene: 





_ A d [(x — a)? + b*] a 
2 (a — a)? + db” 








EJEMPLOS: 3. 








1 pS iD Bx+C 
slx +1) —" +1 
A=1; C=0; B=-— 1, y entonces: 
x de AT E 
I= hs (Z - In x — lIn Væ +1 +C. 
4. La descomposición de § 46-4, ej. 3 nos da: 


(x — 1)’ 2 
pez PE dæ = In g — 2 arc tg x + C. 


ba) Caso en que hay ceros múltiples. — Si en el denomina- 
dor hay un factor (x— a)*, esta raíz h-ple a origina h frac- 
ciones simples: 
P (x) p(x) 
(»—a)*ql) (a mayt (1— a ES + ¿a? q(x) * 
Multiplicando por (x— a)”, y llamando Es = Piala) 
la descomposición : 

F(x) = A. +A, (2—0) +... + (2—a)” p(x)/q(x) 
determina los coeficientes A, = F(a), A, = F (a), A, = 
=F"(a)/2!,... 


Se halla así: 
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El método de coeficientes indeterminados, ya visto, es también útil; 
sobre todo cuando hay raíces imaginarias, es más breve que la agrupa- 
ción de fracciones conjugadas obtenidas por el método anterior. Si las 
raíces son reales, es muy preferible el método de las derivadas. 


EJEMPLOS: 5, Descompongamos: 
x” A B C 
GD zel Rt- ee 
identificados los numeradores en ambos miembros resulta: 
A=1, —2A4+B=0  A-—B+4+C=0, 
donde A = 1,B = 2 C = 1; luego, la función primitiva es: 
In ¿—1|—2(x—1)*—3 (—1)?+K. 
Más breve es el método de las derivadas, pues en este caso es: 
F(x) = a, F(1) = 1, F'(1) = 2, F"(1) = 2. 
6. Separemos ante todo la parte entera 1 de la fracción: 
e—20 41. _ 6x*—1l6x+1 
a4—8x + 16xX — (a — 2)? (0 + 2) * 
La descomposición en fracciones simples, será por lo tanto: 
A B C D E 
a T (x — 2)’ a x+2 + (a +2)?” 
Calcúlense los cinco coeficientes por ambos métodos. 





NOTA: Si se presentan alguna vez raíces imaginarias dobles, basta 
utilizar este recurso: 


Ls A 
(x° + b2)* + (x + dr)” E 2p 2 
que se descompone en dos fracciones: la 1%” tiene como primitiva 
arc tg (x/b), salvo el coeficiente, y la 2% es la derivada de 
0 


abr”? 
EJERCICIO: Partiendo de la derivada de x/(x* + b*)", aplíquese el 


método al caso de raíces triples; etc. 
Si las raíces tienen parte real a, basta escribir x—a en vez de v. 





c) Método directo de HERMITE. — En el caso b), de ceros 
múltiples del denominador, veremos que es posible y conve- 
niente descomponer el integrando en la siguiente forma: 


2 -Eja 
donde: 


D = m. c.d. (Q, Q’), 1p 


y los polinomios X, Y, de grados inferiores a D y q, respectiva- 
mente, se determinan por el método de los coeficientes inde- 
terminados. 

La integral de la fracción propuesta viene dada, entonces, 
por la expresión siguiente: 


[52-4] fa-ti 
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que se compone de una parte racional y una logaritmica, por 
tener q todos sus ceros simples, ya que cada uno h-ple de Q es 
(h — 1) -ple de D. Obsérvese que la determinación de D, q, X, Y 
es racional, no exigiendo la determinación de los ceros, y ésta 
sólo se necesita para el polinomio de menor grado q al calcular 
la parte trascendente de la integral. 


DEM.: Sea: 
Q(x) = (—%)% ... (0 — an) * grado n; 
D (2) =m.c.d.(Q,Q)=(2+—w) 4—1... (92) 9 —1, grado n— hi” 
Q 


p = alz) = (x — zx) ... (x — £r), grado h <n. 


Veamos cómo se determinan los polinomios X e Y, de grados infe- 
riores a D y q, respectivamente, que satisfagan a la relación [52-3], 
o sea: 

a E 
aD` D D’ q’ 
es decir: 
f = qX' — pX + DY, siendo p = =. 


Sea X un polinomio indeterminado de grado n— h —1, e Y otro de 
grado h— 1; el número total de coeficientes indeterminados es n, y como 
el primer miembro es de grado n— 1, se tiene número suficiente de 
ecuaciones lineales para determinarlos. Éstas forman un sistema deter- 
minado, porque si fuera nulo su determinante, el sistema homogéneo que 
resulta tomando términos independientes nulos, admitiría solución no for- 
mada por ceros, es decir, habría dos polinomios no idénticamente nulos 
X, Y que satisfarían a [52-3] y [52-4] para el polinomio £=0, y resul- 
taría de [52-4] (cuyo primer miembro es nulo) la igualdad de una fun- 
ción racional p “on una logarítmica. 

EJEMPLOS: 7. Sea el denominador Q = (x— 1)” (a* + 1). 

Inmediatamente se forma: 

D =(x— 1)”, D'=2(x —1), 
a=(*—1)( +1), p=2(x*+1). 
La ecuación de HERMITE es, en este caso: 
f =(x — 1) (2 + l)a —2 (x? + 1) (ax +) + (x—1)”? (cx? +dx+e), 
e identificando los coeficientes se calculan a, b, c, d, e. 
Si es, por ejemplo, f = 1, resulta: 


dx 23 dx 
Teao = Zæ) + i eoe (@— 1) F 1) 


y esta última integral se calcula por descomposición en fracciones sim- 
ples. resultando: 


G y tihje—tl— èn (a? +1) + ł arc tgz. 
s __A_ , d ax+b 
PARSE (e—1)* — —1 de (e —1)?” 


Al aplicar el método de los coeficientes indeterminados es ventajoso em- 
plear exponentes negativos: 
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y [las +b) (21) = a(2—1)? — 2(0% + b) (4 —1)”, 
x= Alx— 1)? + ale —1) — 2(ax+b), 


o identificando resulta: A = 1, a = — 2, b = 3/2, dando para la integral 
buscada: 
" ado — 2 x + 3/2 
LA aam E TA —1ı i 
œ 1)’ I + In |x |+4+C 


2. Irracionales algebraicos. — a) Funciones racionales en 


roy y (ax+0b)/(cx +d).— Las integrales de funciones 


n 


e ax + b 
A A | ata), 


racionales en la variable x y en una raíz de la forma indicada, 
se transforman en integrales de funciones racionales, que ya 
silbémos integrar, con la sustitución que consiste en tomar di- 
cha raíz como nueva variable. 


EJEMPLOS: 1 I:.= A A 
ES =f- Va—2' 
poniendo V x — 2 = ft, resulta 
r= f 2t dt = 
E t—3t+2 
— 2 4 ) 
e di E =— =i = = 
MA +5 )01 2 ln |t—11+4In|t—2|+ Im C 
C(t— 2)* C(V x—2—2)* 
= ìn = n 1HE 


(=D: T O Vea) 


3 
2. En la integral I= f y dx, 


cl integrando es t, siendo t = Y (x+1)/x. Con esta sustitución se tie- 
ue x = 1/(t*—1) y resulta: 


ge 
pss A 
Ja f “ear? 
que es una integral de función racional. 


NOTA 1. Si el integrando es función racional de x y de varias raíces 
del mismo subradical fracción de expresiones lineales: 


p q r 
ax+b ax +b ax+b 
V co+d ” V cx+d \ cxd? `” 
la 
se racionaliza la integral con la sustitución t = V (ax + b)/(c x +, d), 
siendo l = m.c.m. (pP, q, T, ...) el mínimo común múltiplo de los índices. 


En efecto, todas las raíces dadas son entonces potencias enteras de t, y 
el integrando resulta función racional de x y de la única raíz t. 


EJEMPLO 3: I= faz dx. 
Vo 
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Se tiene: l = m. c.m. (2, 3, 6) = 6; y haciendo x = t' resulta: 
— (t? E ayas de z 
I= f . Ka 


= VE + A yrsa Eeti a) o. 

b) Integración de ciertos irracionales cuadráticos. — Por 
el mismo procedimiento de hallar una sustitución que raciona- 
lice el integrando, pueden integrarse las funciones de forma 
entera o fraccionaria donde figure una raíz cuadrada de un 
trinomio de segundo grado: 


Vary bso. 

Si fuera a = 0 estaríamos en el caso de § 52-2, a. Entonces 
distinguiremos dos casos: 

b,) Caso a > 0. Sacándolo del radical, éste queda en la for- 
ma V 2* + p 2 +4, y haremos la sustitución : 
[52-5] Va+pr+qa=xa+!t, 
[52-6] cc. ?Brpre+gqg=x+2tx+8. 

Como en [52-6] los términos en gx? se simplifican (para eso 


se dió la forma [52-5] a la sustitución), puede expresarse zx 
como función racional de t, y el integrando se racionaliza. 


EJEMPLO 4: I= f Væ + 4 dx, Poniendo Va+4=x% +1, 
resulta; 


Aa+r4d=or?+2te+ e " . = — z= — 











27 t? 
as =( -$ -3)it = It: dt 
A a tsj it 

. 


4 2 t 
=-f(5+ a F)at=4—2mt-h4+0= 
2 


"Vera 72M (Ve +4) —4 [1 44 — 0" +0. 


NOTA 2: Así como en $ 51-4, c, calculamos la integral | V aé—x*d x 
mediante la sustitución x =a sen t, ahora podemos calcular también la 
del ejemplo anterior mediante la sustitución =28ht, o bien x=2tgt. 

Si en cambio tuviéramos V x*—a*, haríamos x=acht, o bien: 
x=asect. Análogamente pueden tratarse otros casos (irracionales o 
no), mediante funciones hiperbólicas o circulares inversas. 





EJEMPLOS: 5. 


[= R f sae Mo eÀ 
V aë 4 vV 1+ (x/a)" 


$ 52 -2 INTEGRACIÓN DE CLASES DE FUNCIONES 711 


6. E M o arid = arg ch(x/a) + C. 
* vV [xz/a] — 1 
de l dx/a Pro 
7, Ci denia == a arg tgh(x/a) + C. 


ba) Caso a < 0. El radical puede llevarse a la forma 
Ahora. no se logra nada igualando a z+ ft, pues al elevar 
al cuadrado no se simplifican los términos en x? como en 
[52-6]. Observemos que para que la integral tenga sentido, 
deberá ser en el intervalo de integración : 
—+pr+g>0, 
pero para valores grand de x predomina el primer término, 
y por consiguiente: 
— z: + pxzx+q <0. 
Entonces, el trinomio cambia de signo, y en consecuencia 
tiene raíces reales x, y X» es decir: 
— r + pa +ga = — 1(2—%1) (2— 22). 
Poniendo ahora 
[52-7] 
v — at + prt qa = V — (x— zx) (x—7x:) = (v— zx) t 
resulta : 
— (2 —2%,) (122) = (1—21)* É* 
ta x = (x— x) t 
Ex, +2 
So 


con lo cual la sustitución [52-7] racionaliza el integrando. 


x= 


NOTA 3: Este procedimiento conduce a cálculos largos, y con frecuen- 
cia puede calcularse la integral en forma más sencilla. 


EJEMPLOS: 8. f V9I—ar dao; sustitución: = 3 sen t. 
PA O O PS 
9 SV —e + 2 +8 da = Prsa r= dx; sustitución : 


x — 1 = 2 sen t. 





fm = aaa = arc sen (x/3) + C. 
v 1 — (7/3) 
vr—1 
E o e A 
ERRE Ya (rm Saa *—1 y Ea 
2 
= arc sen +C. 
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EJERcICIO: Calcular 


1= LE; 1= (5 
Ce Va” T) a Vir +p2r—1. 


NoTA 3: Si es además q > 0, se puede hacer la sustitución: 


[52-8] V=e*+prtag=te + Vqg, 
pues x =(p—2 V q..t)/(t* +1), y se racionaliza el integrando. 
c) Integrales algebraicas en general. — Los procedimientos de ra- 


cionalización expuestos en b) soñ casos particulares de un método más 
general, que pasamos a exponer. Si y es una función algebraica de æ 
($ 23-8, a) definida por la relación P(*,y)=0 (P polinomio) y R(x, y) 
una función racional de x y de y, diremos que: 

[52-9] S R(x,y)dx 

es una integral algebraica, también llamada abeliana. 

Si la curva P(x,y)=0 es unicursal, es decir, si admite una repre- 

sentación paramétrica: 
[52-10] x= f(t), y=g(t), 
donde f y g sean funciones racionales de t; entonces la sustitución [52-10] 
racionaliza el integrando de [52-9], pues se obtiene: 
SR, g). f (t)dt. 

Las cónicas son unicursales. Porque cada recta del haz y — y = 
= t(x — xo) con centro en un punto (xo, Yo) de la cónica, corta a ésta 
en un único punto ulterior, que depende del parámetro t, y cuyas coor- 
denadas se expresan, por consiguiente, como funciones racionales de ż. 
Si la cónica es una hipérbola, puede tomarse para (æo yo) la dirección 
asintótica m (§ 37-6, b), y se tiene el haz: y=mz+t. 

Las sustituciones [52-5], [52-7] y [52-8] son casos particulares de 
las precedentes: 

En la primera, la cónica y =x*+px+q es una hipérbola donde 
m= 1 es dirección asintótica, y hemos considerado el haz y=x+t. 

En la segunda, la cónica es y? = — (g — xı) (x — x:), y eligiendo el 
punto (xı 0) de ella, resulta el haz y = t(x —%1). ` 


En la tercera elegimos el punto (0, Vaq), resultando el haz y= 
=tx + V q. 

d) Diferenciales binomias. Casos de integrabilidad. — Se llama in- 
tegral de diferencial binomia a una integral de la forma: 
[52-11] Se”"(ax +b)dou (m, n y p racionales). 

Mediante la sustitución x"= t, esta integral se lleva (salvo el factor 
1/n) a la forma simplificada 


[52-12] I(p, q) =S (at+bP tdt, con q= mtl =% 
TEOR.: La integral 1(p, q) se puede reducir a la de una función ra- 
cional, si uno de los tres números: p, q, p+ q, es entero. 


En efecto, indicando con R una función racional, tendremos los tres 
casos racionalizables por b): 


Si p es entero: T(p 0) =SR(t1tD) dt. 
Si q es entero: I(p, 9) =S$ R[(at+b)”, t] dt. 


at+b 
t 


E R (Ly t Jar. 


Si p +q es entero: T(p, q) = Fl yes dt = 
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1”, CHEBICHEV demostró en 1853 que fuera de estos tres casos, la in- 
tegral no puede expresarse mediante las funciones elementales, represen- 
tando por lo tanto trascendentes nuevas. 


3. Funciones racionales de las funciones circulares. — Es- 
tas funciones son racionales en sen x y cos x (¿por qué?). Su 
Integración se logra a veces en forma muy sencilla, por susti- 
tución inmediata ($ 51-4, a), transformando eventualmente a 
ángulo múltiplo de æ (§ 51-4, b), pero el método general con- 
siste en racionalizar el integrando, lo que se logra mediante la 
sustitución: 


152-13] t = tg £ <. x= 2arctg t, 
pues tanto 
2 
[52-14] dg = appt t, 
como: 


Xx Xx 
2 sen — cos 
[52-15] sen æ= 2 senŽ cos% = — 2 2 _ 2t 


2 y Y ¿2  1+* 
cos 3 + sen > 
y 
cos. sen: 
Z n 
[52-16] Cos x = 2 2 => 





a, 
cos* y; + sen* > EWS 


son funciones racionales de la nueva variable. 


EJEMPLOS: 1. 





—2 it 
dx 1+*t dt x 
= | — ~ = | == = — + C. 
(<< -= 21 = |5 hnt+C In tg 7 + 
14€ 
2. 
2 
=at 
[E EFt - = fdt=t4+4C=tg +0. 
1 + cos x 1+ 1— ť 2 
1+* 
3. Fundamento de las cartas de MERCATOR es la expresión: 
de  — 144 _,_ 2dt _ _2dt 
cose > 18 * 14 T 1 


cuya integral es In(1+t) —In(1—t), que puede expresarse 


de _ 1 + tg(x/2) a T EN c. 
E = In —=— 52 (0/2) + C=intg ( q 7) + 


Nora: En las integrales del tipo SR(sh x, cChx)dx, siendo R una 
función racional, puede aplicarse la sustitución + — tgh(x/2), análoga a 
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[52-13], pero observando que R (shx, chx) es racional en u= æ, el in- 


tegrando se racionaliza con la sustitución: 





a=lnu . de = du/u, 
EJEMPLO 4: 
dæ dx duja du 
JE TA J-A SoA u+u” e ul +1 


= 2 arc tg e” + C. 





EJERCICIOS 
1. Calcular: 

E Bda _ (44+3%43 , = f2; 
i -|j J = (Atit as es a—1? 
A M= (ŽEL aa; 

x (ar — a*) “a 

x? + 2—5 
N = ar T qe 
2. Calcular: 
_ dx , E , 
rale ] a—3x4+2 da; 


a x + 3x 
Es aora ** 


3. Calcular: 
r= f T fait 
e fra a L= (erer T Smi 
maJ a 


4. Calcular (cfr. ejercicio 10 de § 46): 


5. Calcular: | 
= (¿das > (Atar+ bad 
T= tt dx; J af xa F 1) dx. 


ô. Calcular: 
2 / 
I= See o J= | Vapor ds; K = |E 
Sa V (a+b) 1+ yez 
7. Integrar completando cuadrados: a) 1/Va + 2% + 2; 


b) 1/V 4 — 4x — 35. c) 1/V 1—4, 


d) 1/V 4 — x — 4r; e) x/V2—at— et, 
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8, Calcular 


Mc A 
3x + — 3 + 8z — 4r’ 
nd 
(1 + x) 1 + x — r” 


9. Mediante sustituciones circulares integrar: 


a) Vá— a/a; b) x (16 — 2%) 1/2; 

c) I/V q as; d) a (a—ar)-1/2, 
10. Mediante sustituciones hiperbólicas integrar: 

a) “/V e + al; b) æ Va — 4; 

c) V4 +9; d) x (a — 9)-1/2; 


¿cuál ha de ser la relación que ligue las constantes de integración de las 
integrales d) de este ejercicio y el anterior para a = 3? 

11. Probar que para la integral de diferencial binomia [52-12] se 
tienen las fórmulas de reducción: A 
pe + 1) b Tp 9) =— (at + db)" te + (p + q + 2) Ip + 1,19), 
Ua + 1) bI, g) = (at + bd) e —alp+q+2)1p9>1); 
| (p + 4+1) Mp, q) = (at + db)" te + bp 1 —1, q), 
Un + 441) ap q) = (at +) te — bap, qg — 1), 


que permiten reducir I(p, q) a funciones a.gebraicas, y a otra integral 
de la misma forma donde cada exponente p, q queda aumentado o dismi- 
nuido en tantas unidades como se quiera. 


12. Mediante la sustitución t= sen x, convertir en integral binomia 


la integral I(m,n) =l sen” x cos"x dæ y deducir fórmulas de reduc- 


ción para ésta. 
13. Integrar 1/ (acos x + b sen x). 
14. Mediante la sustitución [52-13], probar que: 


Es dx a 2 i a — b x 
r= |- i E arc t | V= tg 5) + C, 


si —a <b <a; 
b + acosx + V b — a seng 


a + beosx 


A 


b? — a’ 


4C, si b>ijal, 


15. Demostrar que si R(sen x, cosx) es función racional impar de 
cn E y de cosx, su primitiva se racionaliza mediante la sustitución 
16. Aplicar el resultado anterior a la integración de tg x. 
17. Integrar: 
a) (er + 1)/(e +1); b) 1/shz; 
c) 1/(shzx+chzx); d) (2—shx)/(2+chx). 
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S 53. CÁLCULO DE ALGUNAS INTEGRALES DEFINIDAS 


1. Integrales calculables mediante primitivas. — La regla 
de BARROW, muy útil en los problemas elementales, exige el 
conocimiento de una primitiva, y ya hemos visto cuán pobre 
es el cuadro de funciones así integrables mediante funciones 
elementales. Nos limitaremos en este apartado, a dar dos ejem- 
plos de integrales definidas calculables de este modo, muy im- 
portantes en la teoría de las series trigonométricas (vol. III 
$ 98). 


EJEMPLOS: 1. Si es a 40, se tiene: 


2 2 

T sen ax | T sen2ra 

cos ax dg = AA SAL, 
a a 


y sia es un entero distinto de cero: 
271 
f cos ag dg = 0. 


0 


Sigue de aquí que si m y n son enteros diferentes: 
[53-1] 


27 27 
fos mx.cos ne.dx = } | [cos (m+ n)x + cos (m —n}x]dgæ = 0, 
0 e 
mientras que si m = n Æ 0. 
271 2T 
[53-2] f osma de =à f (+ ceos 2mg) dx =T. 
0 


0 


2. Análogamente resulta, si m y n son enteros diferentes: 

[53-3] 
271 271 
$ sen mo .sen nx .de = f [cos (n — n)x—cos (m +n)x] dg = 0. 
0 0 
mientras que sì m = n #0: 
2T 271 
[53-4] f sen? mx de = a f (1 — cos 2mx) de = T, 
0 0 n 

y finalmente, para enteros m y n cualesquiera: 
[53-5] 


277 27 
de mx sen ng dg = f [sen (m + n)x — sen (m —n)x] dæ = 0. 


ü y 


2. Algunas integrales calculables por partes. — Hay mul- 
titud de integrales definidas, cuyos valores son calculables en 
ciertos intervalos por artificios diversos. Como muchas de ellas 
se presentan en cuestiones varias, es preciso obtener siquiera 
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las más frecuentes, exponiendo aquí métodos sencillos y dando 
otros posteriormente. La integración por partes, que permite 
la reducción de una integral a otra más sencilla, tiene el incon- 
veniente de dar fórmulas complicadas cuando se aplica reite- 
radamente, pues además de la nueva integral aparece cada vez 
un nuevo término. Sin embargo, cuando la integral está defi- 
nida entre extremos que anulan estos términos, resulta una 
expresión monomia para la integral, como se ve en los siguien- 
tes ejemplos, que se presentan en multitud de cuestiones. 


EJEMPLOS: 1. Calculemos por partes esta integral, que permite ex- 
presar n! en forma de integral, como conviene algunas veces: 


O= 


z 00 00 
In = f eF dg = | — erar | + nf e” a" dæ = n . Ias 
o 
0 


o 


por anularse el término integrado para x=0, x—>00, Rebajando suce- 
sivamente el índice, se llega a l.= 1; luego, resulta: 
[53-6] . Ia =n(n—1) ...2.1=n! 

2. La relación que liga el seno y coseno de x permite simplificar la 
diferencial de las expresiones sen” x . cos” x, obteniéndose fórmulas de 
recurrencia para las integrales de 3 51-4, a. Deduzcamos solamente la 
más importante (cfr. ejercicio 16 de § 51): 

D sen”” x cos x = (m—1) sen”? x cos? x — sen” w = 
= (m— 1) sen”? x — m sen” x, 
e integrando en (0, 7/2) a fin de que se anule el seno o el coseno en uno 
y otro extremo, resulta la fórmula de recurrenci 


m m 
2 m —1 f2 E 
f sen” x dg =#=1f sen”? x dg. 
m. 
0 0 


Si m es impar, se llega al exponente 1, y la integral final vale 1; 
si E es par, se llega al exponente 0, y la integral vale 7/2: luego, re- 
sulta: 


(m —1)!! ; 
m m S (m impar) 
[53-7] $ sen” x dx = f eos” xdg = 
(m—1)!! 7 
; i E Dan 


representando por el símbolo m!! el producto de factores decvecientes de 
dos en dos unidades. En cuanto a la integral del coseno, es igual a la del 
seno, como se ve pasando al arco complementario. 


3. Mediante las sustituciones œ = sen t, x= tgt, se reducen a las 
anteriores estas integrales (cfr. ejercicio 17 de $ 51): 


1 maa mn 
[53-8] il Ada TT 
0 
00 
da a (2n—3)!! T 
[93-3] Í array Fa MZ > 
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4. Partiendo de la expresión general D sen” x cos" x, resulta por el 
mismo procedimiento: 
T T 


S 2 sen” x cos" x de = PELS ? sen"? x cos" x de, 
myn 
o 


y disminuyendo de dos en dos el exponente del seno si m es par, se llega 
a la integral anterior; luego, en definitiva resulta: 


[53-10] 
pa tt E f 2% 
T T (algún exponente impar). 
2 e 
i "x dx= 
f sen” x cos" x dao e 
mina 2 yn paren) 


La primera ha resultado suponiendo m par y n impar; si m es im- 
par, no se llega a la integral de cos” æ, sino a la de sen g cos” æ, que es 
inmediata y conduce al mismo resultado, cualquiera sea la paridad de n 


3. Fórmula de Wallis. — Es una aplicación importante de la inte- 
gral de sen" x calculada en $ 53-2, ej. 2. Puesto que el número 7 viene 
expresado por la integral de una potencia de exponente par, tratemos de 
acotarla entre dos de exponente impar, y por lo tanto, calculables me- 
diante la primera fórmula [53-7]. Por ser en el interior del primer cua- 
drante sen% < 1 se verifica: 


T T T 
Pu æ dæ < Ja sen” x dx < f senm a dx, 
0 0 0 


y sustituyendo los valores ya calculados de estas integrales : 
(2n)!! (2n —1)!! r (2n — 2)!! 
(2n + 1)1! ? (2n)112 *? (2n—1)!! ? 
resulta la acotación buscada para el número 7: 
(68-117 l (2m) 11 y. 1 (2) 11 ) EN 
(2n—1)!! 2n+1 (2n—1)!! 


y designando por 9 un número positivo menor quel, tenemos: 


<< 


2 
mo (2n)!! 1 
[53-12] 2 = (agr) ano? 
de donde, despejando el cuadrado dividido por n, como: 
2n -> 1. 
2n +8 
resulta : 
= 2 
ue ia (2n)!!! 1 
[53-13] T = am a > 


Esta fórmula de WALLIS fue dada por él en forma de producto infi- 
nito (Cap. XI, nota III): 
T_2 2 4 4 6 6 
27 1'’3°`3 5 a 
(2 n— 2) 2n 2n 
(2n—1) * (2n—1) * (2n4+1) *** 
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que converge hacia el mismo límite de la expresión anterior; porque si se 
toma un número par de factores, resulta el primer término de la acota- 
ción [53-11], y si se toma un número impar, resulta el segundo, y ambos 
tienen el mismo límite que la, expresión equivalente [58-12]. 


4. Fórmula de Stirling. — La fórmula de WALLIS puede escribirse 
extrayendo la raíz cuadrada y pasando a factoriales ordinarios: 
(2n)1! CC Qui... nl., a 


(2n—1).1Vn  (2n)1Vn  (Q2n)!Vna 
Por otra parte, existe el límite (cfr. $ 57, ejerc. 3): 
«= lim nle iim (2 n)! e™ 
nO n" Vn n> o (2n) V2n ” 
por ser monótona decreciente la sucesión aæ, = n! en”/na”+, pues: 
an _ (n+1)lent  nlen _ e 
an (n + 1)7+1+% A T (1 de 1) 
y este cociente es < 1, por ser decreciente la función 
1 \z+3 
f(x) = (1 ++) para > 2, 


como se comprueba si se estudia la derivada de' su logaritmo: 





_ 2% +1 ( 1) = 
D ln f(e) = — ppl 4 y t 1 + z) = 
1 1 1 


= 7200407 247 
desarrollo válido ($ 45-4) para |1/x]|<1, ó sea: |xw] > 1 
Es Dinf(x)< 0, si x > 2, lo que prueba lo dicho. 
Eliminando la exponencial, para lo cual basta elevar al cuadrado la 
primera expresión de e y dividir por la segunda, resulta esta otra: 


a = lim n2" v2 _ var, 


n—>0 (2n)! Vn 
Obtenemos así la famosa fórmula de STIRLING 
[53-14] nl = nnern V2rn 


indispensable en todo cálculo en que se deban manejar factoriales de nú- 
meros muy grandes, como acontece en Cálculo de probabilidades. 


5. Integral de Poisson. — Una integral muy importante en Cálculo 
de probabilidades es la integral convergente: 


© 
I = f ex de, 


0 


que obtendremos acotando el integrando. 
Evidentemente, recordando el desarrollo en serie de TAYLOR, es: 


1 . 
1 — r? < er < IF?’ 
y elevando a n: 
š 1 
(1 — 22)n < em» < AFD" F g)” a 


Efectuando el cambio de variable x= w' V n, pero conservando el 
mismo nombre a la variable, es: 
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r= VES e mt da < Vaf T. 


I> Va f em dæ > Vaj ae” de, 


y recordando los valret de estas pedos ya calculadas en [53-8] y 
[53-9], resulta: 


Vi AO ce y ln T 


(2n+1)!! (2n—2)!! 2 
o bien cuadrando, para mayor comodidad: 
2 e 2 2 P 
n - (2n)1! << n (2n—3)!! BL 
(2n +1) 1 (22n—1)!! (2n—2)!! 4 
y sustituyendo los A de factoriales por sus expresiones [53-12]: 
T Tr n 
A AP 0 2 AA 
auer eotea a= DFA . 
Para n —> œ resultan como límites extremos — Ti ; luego, I = 17, 
Es decir: 
90 
[53-15] f mars YE. 


0 


NOTA: Además de [53-15] son muy útiles en Cálculo de probabilida- 

des las siguientes: 
00 oo 
[53-16] S se” ds = è, fre” dle YY 
0 0 

La primera es inmediata, pues el integrando es la derivada de 
3e-"; la segunda se reduce a [53-15], por partes. 

Dedúzcanse, como ejercicio, las integrales sucesivas en que la poten- 
cia de v es x’, x', ete, En la misma forma se calcula la integral siguiente: 

00 


[63-17] ads a l 





pues haciendo V t = æ se reduce a la segunda. 





EJERCICIOS 
1. Probar: 
o0 œ 
| i a 
a+ T 2a? e+e 72 ga, 
0 
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œo 

2. f e sen ba de= ans 

a? + b* 

0 
00 
-0.% — a 
e” cos bæ dg =o (a > 0), 
0 
3. Probar que 
T 
+ i b 
J] abces © Vaci IS 
‘b 
4. Probar que noit o oao T. 
V (b — x) (x — a) 
a 
3 
5. Explicar por qué f tg x dæ == — hn | cos 3 | + In cos 1. 
1 
00 1 
6. Probar f x e1 dæ = nla": f (lIn 1/2)" dæ = a!; 
0 


1 


f x*2 (In 1/2)” de=m!/a”*; siendo n un número natural y a >0. 


0 


7. Calcular 
1 1 
ref æ” dæ . J= æ dg 


8. La integral definida de diferencial binomia 
1 


B(p, 4) = Es (1—2x)"” de 
0 


se llama integral euleriana de primera especie o función Beta. Demostrar 
que es función simétrica de p y q. La integral 
00 


T(n) = f er de 
0 


se llama integral euleriana de segunda especie o función Gamma, Demos 
trar, mediante [53-10] y [53-6], que para p y q naturales es 


B(p,q) = T(p)T (9) /T(p + 9). 
9. Deducir la siguiente fórmula de reducción, y con ella la expresión 
anterior de B(p,q): (p+4q) Blp,q+1) = q B(p,q). Obtener la que 
> B(p+1,q) y B(p, q). 
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a 
10. Probar: f £ (a — x) dx = a" 'B(p, q). 


0 


11. Probar la fórmula de reducción: 


B 
I, = fones du = 3 (n —1)1,->, (n 2 2), 


y con ella: 2: 
L= (n—1)!! DeL V aT, (1 >0 par), 
L = (n—1)!! 2/2, (n > limpar). 
X 
12. De Í ex? dx = V T, deducir: 


"A 


0% 
f e-az+bz dx — V T/a eb/4a, (a >0, b real). 
-00 


NOTAS AL CAPITULO XIV 


I. Tablas de integrales. — a) Algunos libros de Análisis, como GRAN- 
VILLE y SMITH (citado en Cap. VI, nota VI, 3) traen breves tablas de 
integrales. Otras, más completas entre las breves, se hallan en algunos 
formularios generales, como el de DWIGHT (citado en Cap. VII, nota TI, d). 


b) Entre las tablas de extensión moderada, está muy bien estructu- 
rada y con tablas auxiliares la clásica de: 

B. O. PEIRCE: A short table of integrals. (3% ed., Ginn, Boston, 1929). 

Otra muy indifgada es: 

G. PerIiT-Bols: Tables d'intégrales indéfinies. (Béranger, París, 1906; 
edición alemana, Teubner, Leipzig, 1906). 

También sobre integrales indefinidas, es mucho más completa y con 
bibliografía : 

W. MEYER ZUR CAPELLEN: Integraltafeln. Sammlung unbestimmter 
Integrale elementarer Funktionen. (Springer, Berlín, 1950). 


c) Conteniendo integrales indefinidas y definidas y con indicaciones 
para la evaluación de estas últimas, que no pueden verificarse por deri- 
vación, está la obra reciente: 

W. GRÓBNER y N. HOFREITER. Integraltafeln. 1: Unbestimmte Inte- 
grale; II: Bestimmte Integrale. (Springer, Viena, 1949 y 1950). 

Sobre integrales definidas está la monumental obra de: 

D. BIERENS DE HAHN: Nouvelles tables d'intégrales définies. (Engels, 
Leyden, 1867; reimpreso con correcciones por Stechert, Nueva York, 1939). 

Acerca de esta obra debe mencionarse: 

C. F. LINDMAN: Examen des nouvelles tables d'intégrales définies de 
M. BIERENS DE HAHN. (K. Svenska Vetenskaps-Akad., Handlingar, vol. 
24, n% 5, Estocolmo, 1891. Reimpreso por Stechert, Nueva York, 1944). 


CAPÍTULO XV 


APLICACIONES GEOMÉTRICAS Y FÍSICAS 


S 54. ÁREAS Y VOLÚMENES 


l. Áreas en coordenadas cartesianas. —a) El concepto de 
área plana fue nuestro punto de partida para la definición de 
integral ($ 48), pero en la interpretación geométrica de ésta 
hemos supuesto f(x) > 0 en el intervalo de integración, es de- 
cir, que ninguna porción del diagrama está debajo del eje x. 
No obstante, en la definición analítica de la integral definida 
como límite de sumas, esta restricción es superflua y no debe 
hacerse. Veamos, entonces, cómo se interpreta geométricamen- 
te, mediante áreas, el caso general: la integral será la suma 
algebraica de las áreas limitadas por la curva y el eje x, consi- 
derando positivas las 
que están arriba de 
dicho eje, y negativas 
las situadas debajo 
del mismo (fig. 150). 

En muchos pro- 
blemas interesa cal- 
cular un área como la 
sombreada, pero sin 
la distinción anterior, Fig. 150. 
es decir, consideran- 
do todas como positivas (área absoluta). En este caso ha- 
brá que hallar los puntos de intersección de la curva con el 
eje x, resolviendo la ecuación f(x) = 0, y luego calcular cada 
parte del área como valor absoluto de una integral definida. 
De otro modo, supuesta f(x) integrable (ver nota 2), el área 
absoluta en cuestión es: 





b 
[54-1] A= fita) dx, (a< b). 


EJEMPLOS: 1. Área de la superficie finita limitada por la parábola 
cúbica y = # — 3 x — 4r. i 
Las intersecciones con el eje x son: xı = — 1, x: = 0, xa = 4. Como: 
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0 4 


fuas=Z, f v dz = — 32, 
0 


-1 


el área (absoluta) vale: A = ł + |— 32 | = 32,75. 
En cambio, 


4 
f u az= 3—32 = — 3125. 
-1 


2. Segmento de cicloide. — Siendo, ($ 34-6), ydx=r'(1 cost)” dt, 
la integral se calcula inmediatamente pasando al arco doble. En particu- 
lar, para la onda completa, resulta el área 3717”. 


NoTAS: 1. Si la función f(x) se representa en ejes oblicuos de án- 
gulo %, la integral ya no representa el área; para obtener el área de cada 
paralelogramo habrá que multiplicar f(x)4 x por sen %, y por lo tanto: 


» 
A= seno f 


a 


2. Puede existir la integral de RIEMANN de | f(x)| sin que f(x) sea 
integrable (R). Por ejemplo, si g(x) es la función de DIRICHLET no in- 
tegrable RIEMANN según $ 49-2, ej., tampoco lo será f(x)= g(x)— 1/2, 
mientras que |f(x)|=1/2 es integrable RIEMANN, de área rectangular. 


3. La integral 
a 
[54-2] In x = f LS. 
x 


representa el área bajo un arco de hipérbola, a partir de x =1; de ahí 
que el logaritmo natural se llame también hiperbólico. Puede tomarse 
[54-2] como definición de lng, y deducir de allí sus propiedades; por 
ejemplo, para el logaritmo de un produtco resulta: 


In (a.b) = E a aa 


v 
=f tef At Y 
æ t 
1 1 
o sea: In(a.b)= Ina + In bd. 


.+ Sin salir del campo real no podemos definir así el logaritmo de un 
número negativo, pues al pasar por =0 se hace infinito el integrando, 
y la integral resulta TEA ($ 50-4, b). Definida la integración en 
el campo complejo (vol. III, $ 115), podremos tomar [54-2] como definición 
general del logaritmo. 

En particular podemos definir el número e mediante: 


[54-3] f o 


£ 
1 


f(x) 











b) Área entre dos curvas. — Si las curvas se cortan en dos 
puntos de abscisas x, y %», el área (absoluta) que delimitan se 
calcula como diferencia de las áreas bajo cada una de ellas 
luego (fig. 151): 
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Ts Ta 
A= (f(x) de—fg (1) de = 
Zi Xi 


= (Tæ) —2(2)] az. 


suponiendo que f(x) = g(x) para xı < x <% y en general: 


[54-4] A = fI El) —g(e)| da, (21 < a), 


suponiendo además que 
f(x) — g(x) es integrable. 
Entonces, si las curvas se cor- 
tan en puntos intermedios, ha- 
brá que calcular varias inte- 
grales y sumar sus valores 
absolutos. 

EJEMPLOS: 3. Área entre las 
parábolas y = x* e y= V x. Co- 
mo la ecuación x*= V x tiene las 
únicas raíces reales x: = 0, 1: =1, y en (0.1) es V æ > æ se tiene: 


1 
A= fam ds =, 
0 





Fig. 151. 


4. Segmento circular. — El área del segmento de círculo de centro O 
y radio a limitado por las rectas x= %, x=. es: 
Ly Za 
2 A A + at are sen -2 | > 
zı 7 E, 
5. Segmento elíptico. — Si sus semiejes son a y b, como las ordena- 
das son las de la circunferencia de radio a, multiplicadas por b/a, basta 
multiplicar por este coeficiente el resultado anterior. Para 2: --—a, 


æ= a resulta, respectivamente, como área del círculo y de la eli) ve T a? 
y Tab. 


6. Segmento parabólico. — El segmento de parábola y = V 2 pz, 
desde el vértice a la abscisa a, tiene el área 


E Vipa =4 a V 2pa, 
es decir, 2/3 del rectángulo cuya base es la cuerda y su altura la flecha. 


c) Área limitada por una curva cerrada. — Hasta ahora 
sólo hemos considerado curvas dadas por funciones uniformes, 
pero si una curva cerrada tiene la propiedad de que toda recta 
paralela al eje y la corte a lo más en dos puntos, su área se 
determina por b), descomponiéndola en dos arcos. 


d) Áreas orientadas. — La distinción entre los casos a) y c) radica 
en el papel del eje x como parte del contorno, pues todas las áreas que 
estamos considerando están limitadas por una curva cerrada C. Así como 
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fijamos un sentido de recorrido a la circunferencia unidad (§ 28-1), di- 
remos que el contorno C se recorre en sentido positivo cuando al hacerlo 
queda el interior del recinto a la iz- 
y C quierda (o sea: el ángulo orientado 
desde la tañgente en el sentido de re- 
corrido hasta la normal interior, es 
igual al que lleva el eje x a coincidir 
con el eje y). Interesa en muchos 
casos considerar, en lugar del área ab- 
soluta A, el área orientada o relativa 
A de un recinto, positiva o negativa” 
según el sentido en que se recorra su 
contorno C. En la figura 150, los 
signos indicados de las integrales 
coincidirán con los del área orientada 
cuando el contorno se recorre desde 
a hasta b a lo largo del eje x, regre- 
sando sobre la curva. 


Fig. 152, En la curva cerrada C de la fi- 
, ON gura 152, el área orientada correspon- 
diente al sentido indicado sobre el contorno (y por lo tanto positiva) vale: 


+ b 
keaz f [£a(2)— £.(2)] de. 


a 





Si definimos f y .dx, integral “a lo largo del contorno orientado 


C 
C” por: 
b a 
[54-5] fuas E fado + f ilada, 
C a b 
tendremos: 
[54-6] A = — fu.dz. 


c 


Considerando el otro sentido sobre C, cambian de signo ambos miem- 
bros y subsiste [54-6]. 


Análogamente se demuestra que: 


[54-7] A = f £. ày. 
C 

y la semisuma: 

[54-8] A=4 ff 2.dy—y.de 
, E 


ofrece la ventaja de que el integrando es invariante respecto a toda rota- 
ción de ejes ($ 54-2, nota). 


NoTA 4: Estas integrales a lo largo de una curva son casos especiales 
de integrales llamadas curvilínéas, que definiremos en el volumen II ($ 88). 
Aquí pueden considerarse demostradas las fórmulas [54-6] a [54-8] para 
el caso en que el contorno C no se corte a sí mismo, y esté formado por 
un número finito de arcos sobre cada uno de los cuales x ó y varíe en 
forma monótona, pudiendo también comprender un número finito de seg- 
mentos paralelos a los ejes de coordenadas. 
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e) Caso de representación paramétrica. — Si el contorno C viene 
dado paramétricamente: 


w= x(t), y=y(t), [16<t<t, x(to)=x(t), y(to)=y(t)1, 


bajo la hipótesis d) subsisten las fórmulas [54-6] a [54-8], considerando 
efectuada en ellas la sustitución mediante la nueva variable t ($ 51-3, b). 
En virtud de las condiciones que permitían la sustitución, supondremos 
que las funciones que definen paramétricamente C tienen derivadas aco- 
tadas, y continuas salvo un número finito de puntos de discontinuidad en 
los que pueden presentarse los llamados puntos angulosos, de tangentes 
laterales distintas ($ 30-5). 

Aun puede extenderse la validez de las fórmulas anteriores para el 
caso en que la curva C se corte a sí misma en un número finito de puntos, 
determinando así en el plano un número finito de distintas regiones 
R,, Ra, ... . Entonces se define el índice topológico 4, de cada región R; 
como igual al número (positivo o negativo) de vueltas completas del vec- 
tor que, partiendo de un punto fijo Q en R,, termina en un punto que 
recorre la curva C en el sentido adoptado para ésta como positivo (por 
ejemplo, t creciente). Dicho índice 4, resulta independiente de la elección 
del punto Qe R:. En la figura 153 se han señalado los índices corres- 
pondientes a distintos casos. (Cfr. ejercicio 5 de § 54). 


2 Ez 
S 


Fig. 153. 


Si designamos por | R,| el área absoluta de la correspondiente región, 
es inmediatamente demostrable por descomposición que resulta: 


hi 
-f yx = Sim] Rel, 
to 


y análogamente para las fórmulas correspondientes a [54-7] y [54-8]. 


EJEMPLO 7: Para la elipse 
x = acos t, y =b sent, (0 <t <27), 
resulta: 


277 27 
A == b sen t(— a sen t)dt = 3 ab f (1—cos2t)dt=+4Tab. 
0 0 


Véase, también, el ejemplo 4 de $ 54-2. 
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$ 54 -2 


2. Áreas en coordenadas polares. — Para calcular el área 
limitada por la curva r=f(p) y los radios de argumentos 
vo y1, dividamos el ángulo que éstos comprenden por radios in- 


0 


Fig. 154. 





termedios cualesquiera. 
El área limitada por ca- 
da dos radios consecu- 
tivos que forman ángu- 
lo Ap (fig. 154) está 
comprendida entre los 
sectores circulares cu- 
yos radios son el máxi- 
mo M; y el mínimo m, 
de los valores de r en el 
intervalo A y, puesto que 
el sector curvilíneo está 
contenido en uno de es- 
tos sectores circulares y 
contiene al otro, y como 
la función es continua, 
también será igual al 
área de un sector circu- 


lar del mismo ángulo y radio intermedio f(£), siendo ¿ un 
cierto ángulo comprendido en el intervalo Ay. Por lo tanto, 
el área tiene por expresión: 


P1 
[54-9] A = lim 54 f(£)?4y=% fl) dp =} f de. 
po 


P1 


0 
El área limitada por una curva cerrada (fig. 155) se cal- 


cula por diferencia de ex- 
presiones como [54-9]. Si 
hay radios que cortan la 
curva en más de dos pun- 
tos (fig. 155), se debe in- 
tegrar más de una dife- 
rencia. 

Cuando el intervalo an- 
gular es mayor que 2r, 
puede ocurrir que el área 
se recubra a sí misma, y en 
tal caso hay regiones com- 
putadas varias veces. 





EJEMPLO: 1. Espiral de ARQUÍMEDES: T=4P. E 
El área comprendida desde el rayo origen p = 0 hasta el rayo de ar- 


gumento €, es: 


Pi 
A =4 f ap do =>30 
d 3 


o también: A = r?/6a. 


0 


Pı 
frao= 


2 a? pr, 
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El área limitada por la primera espira vale A =— (4/3)7 e?; 
El área limitada por la segunda espira vale A = (28/3)7” a?; 
es decir, siete veces la primera. El área de la tercera espira vale 19 veces 


ia primera, y el área de la m-ésima espira es [m — (m — 1)°] 4 mT a’. 


2. Espiral logaritmica r = keb? — ka? . 


Como área del sector correspondiente: al intervalo angular [Po px], 
(P, — Po < 27), resulta: (k*/4b) (¿2do, —e 20) = (ré— ro?) /(4b). 


En particular, para la espiral r = e? , el área limitada por dos ra- 
dios es el producto de su semisuma por su semidiferencia. 

Nótese que si pı— Po >27 resulta el área superpuesta a sí misma. 
Al tender po hacia — œ resulta (r?/4b)(1— e 00% ). 

Ésta es la suma de las 7 
áreas de las infinitas regio- y 
nes entre cada dos espiras 
que tienden hacia el origen. 

3. Lemniscata de BER- 
NOULLI: 7° = 2a’ cos 2 ọ. 

La curva está conteni- 
da en dos de los ángulos 
opuestos por el vértice que 
forman las bisectrices a 
los ejes, pues sólo para 
cos 2p > 0 se tienen valo- 
res reales de r. Como ade- 
más es simétrica respecto a 
los ejes x e y, calculando la 
parte sombreada (fig. 156) se tiene: 


" ar/4 
A=4 [0 cos 29 dp = 2a 
0 


Fig. 156. 


Saliendo del ángulo en que existe curva, se obtienen resultados erró- 
neos; por ejemplo, integrando en- 
tre 0 y 7/2 se obtiene 0. Obsérve- 
se que si el contorno se recorre en 
el sentido indicado en la figura 
156, o en el sentido contrario, el 
área relativa ($ 54-1, d) es nula. 

4. Para el caracol de PASCAL 

Xx (fig. 157): r = 1 + 2cos4, la 
fórmula [54-9], aplicada „entre 0 
y 27, da 37, un valor mayor que 
el del área encerrada por el con- 
torno exterior, por contarse dos 
veces la encerrada por el lazo in- 
terior ($ 54-1, e). 

NoTA: La fórmula [54-9] se 
puede transformar, para hacerla 

N aplicable en coordenadas carte- 

Fig. 157. sianas. Puesto que: 


rdp = (x* + y”) d arc ty — = æ dy — y d7, 
se reencuentra [54-8]. Ohsérvese que en el primer miembro, r y dọ 
son invariantes respecto a rotaciones de los ejes coordenados, y en con- 
secuencia, lo es la expresión [54-8]. 
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3. Volumen de un sólido de revolución. — Sea y = f(x) la 
función que representa la sección meridiana de una superficie 
-de revolución respecto del eje x (a < x £ b). 

Al girar en torno de ese eje el trapezoide que tal curva li- 
mita, engendra un cuerpo redondo, o cuerpo de revolución. 

Dividido el intervalo [a b] en n partes, el trapezoide está 
contenido en la suma de rectángulos de bases A x; y alturas M;; 
y a su vez contiene los de alturas m;. 

Estos rectángulos, al girar la meridiana, engendran cilin- 
dros cuyas sumas de volúmenes: 

s=T2miAc,, S = T3M'*Az,, 
comprenden al volumen V del sólido de revolución, y entonces: 


b b 
[54-10] V=rf yds =r ff (2)de. 


EJEMPLOS: 1. Volumen de una esfera de radio r. — La esfera se 
puede considerar engendrada por la circunferencia: 


apy=>rer e yate, 
al girar alrededor del eje x. Entonces: 


f E > lr 4 
V=rT ydx="7 0° — 2) dx =T 1° £ — = — Tř. 
3 J] 3 


-r -r 
2. Análogamente, se obtiene para el volumen de un elipsoide de re- 
volución : 





x? y z’ 
e 
4 2 
Y: = E: made 
3 
3. Volumen de un paraboloide. — Sea su meridiana: y° = 2 px. 


V=rT $ '2px ds = (7 par) = Tpa. 
0 
o 


En cambio, el cilindro de igual base y altura tiene el volumen: 
T yY a =2 T pa, es decir, el paraboloide tiene como volumen la mitad 
del cilindro que lo comprende. 


4. Volumen por secciones. — Se podrá calcular, por una 
integral simple, el volumen limitado por una superficie, siem- 
pre que se pueda calcular el área de cualquier sección paralela 
a uno de los planos coordenados. 


En efecto; trazando un sistema de planos paralelos, por 
ejemplo, al plano y z, si sumamos los cilindros que tienen como 
bases las secciones de la superficie, y como alturas las distan- 
cias entre cada dos planos consecutivos, el límite de esa suma 
es el volumen; como el área es función de la distancia x, si es: 
Área = a(x), resulta 

b 
V = lim ZSal(z) Az = falz)drz. 


a 
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ON x? Ñ : 
EJEMPLO: Volumen del elipsoide: a + e G = 1. 
El área de la elipse sección con el plano yz es: Tbc. Las secciones 


con planos paralelos al yz dan elipses semejantes a la anterior, cuyos 


semiejes son: 
b Vær cua. 
a y EE + 


a a 

luego, el área de cualquier sección paralela al plano yz en función de su 
distancia x al mismo es: 

Tbela— z’) 


a? f 


K 4 
v= faa) deS bc. 


-a 


a(x) = 
luego: 


5. Área de una superficie de revolución. — Consideremos 
una sección meridiana de la superficie de revolución entre los 
límites x=a, x=b. Se trata 
de calcular el área de la super- 
ficie que engendra ese arco al- 
rededor del eje x. 

Dividamos el intervalo [a, b] 
en un cierto número de partes, 
y tracemos tangentes a la curva, 
en los puntos de abscisa media 
(fig. 158). 

La superficie engendrada Fig. 158. 
por cada lado es un tronco de 
cono de área: 27 yl, siendo 27 y la longitud de la circunferen- 
cia media y l la apotema, cuya expresión es Vda? + dy? = 


= V1+Yy?d zx; luego, el límite de esta suma, que se llama 
(cfr. vol. II, $ 84-4) área de la superficie de revolución, es: 


b A b 
A =2r$yV1+y?.dx% = 2r fy.ds, 


representando brevemente por ds el infinitésimo yd zx? + d y?, 
cuyo significado geométrico es el trozo de tangente limitado 
por las ordenadas que distan dx (§ 55-1, b). 


EJEMPLOS: 1. Calcular el área de una esfera. 
Está engendrada por una semicircunferencia, de ecuación 


Vtr, 
y = Vvr—e. 
Aplicando la fórmula anterior, resulta la conocida expresión 4T r’. 


2. Área de un paraboloide de revolución: Sea la ecuación de la me- 
ridiana 





de donde: 


y —2px, de donde: y = V2pz. 
Se tiene para el área entre =0 y x=a: 
A = (2/3) 7 Vp[(Qa+ p)/2— p3/?]. 
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EJERCICIOS 


. Área del lazo encerrado por la curva a(y? —u*) + x = 0. 

, Área bajo una onda de cicloide (§ 34-6). 

, Área de la cardioide r=a(l +.+<os y). 

. Área limitada por la curva r = 8a cos p sen? p, (0 < o < 7/2). 
. Sea la curva cerrada 


æ = VZ a cos 3 t sen t; y = V2 a cos è t cost, (0< ts 47). 
Obtener, mediante [54-8], el área A encerrada por la curva recorrida” 
positivamente. Obsérvese que así resultan dos lazos contados doblemente, 
Obtener también el área simple As del plano limitada por el contorno ex- 
terior de la curva, así como el área A, que resulta de agujerear A, por 
ambos lazos. 

6. Volumen del sólido engendrado por un círculo de radio r al girar 
alrededor de un eje de su plano, a distancia a > r de su centro (toro). 

7. Volumen limitado por el paraboloide elíptico z =(x*/a*) + (y?/b*) 
y el plano 2=%0. 

8. Volumen del concide recto de altura a y base circular de radio r. 
(Considérense secciones planas formadas por triángulos isósceles de al- 
tura a y bases que son cuerdas perpendiculares al diámetro paralelo a 
la arista superior del conoide). 


9. Volumen y área engendrados por una onda de cicloide ($ 34-6) al 
girar alrededor de su recta base. 


10. Área de la superficie del elipsoide de revolución, alargado 


(a>r=b) y achatado (a< r=b). Hallar en ambos casos el área de 
la superficie esférica como caso límite. 


Cha yn ae 
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1. Longitud de un arco. — a) Curva plana uniforme. — 
Dado el arco de curva plana uniforme: 


[55-1] y =1f(x), (a<x=<b); 
a cada partición del intervalo [a, b]: 
155-2] a = Zo <L yı L Ba L ... <L En- L Xa = b, 


corresponde una poligonal o quebrada inscrita de vértices 
P; (xz;, yı = f(x;)), considerados en el orden de abscisas cre- 
cientes. 


DEF.: Longitud de un arco es el extremo superior (8 23-14) 
de los perímetros de todas las quebradas inscritas en él. Cuan- 
do este extremo es finito, el arco se llama rectificable; cuando 
el extremo es + œ, o sea, cuando hay perímetros arbitraria- 
mente grandes, se dice que el arco no es rectificable, o mejor, 
que tiene longitud infinita. 

La operación de calcular la longitud de un arco se llama 
rectificación. 

Admitiendo por ahora que f(x) tiene derivada continua en 
el intervalo cerrado [a,b], probaremos que existe, y que es 
igual a una integral definida, el límite de los perímetros cuan- 
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do tienden a cero las normas de las particiones [55-2]. Como 
al intercalar nuevos vértices el perímetro no puede decrecer, 
dicho límite será la longitud s del arco (Cfr. nota 1). La lon- 
gitud de cada lado es: 


c; = P,,P, = (2, — %i-1)* + (Yi — Y;-1)?, 
y como por el teorema de los incrementos finitos ($ 35-1), 
Yi —Yia = (E) (2: —Li1), (Li < Es < 2), 


resulta : 
ci = V1+1f (E)? (2, — 2,1). 


Cuando tiende a cero la norma de la partición [55-2], el 


límite: : 
s = lim 3 å = lim X yV 1 +f ($)? (£: — %;-1) 
existe, y es ($ 48-3) la integral definida de la función conti- 


nua Y 1-+1f'(x)?2: 
b 
[55-3] s = | VIFF EY.d x. 





EJEMPLOS: 1. Rectificar un arco de la parábola: x= 2 p y. 
La fórmula [55-3] es: 


af V1i+y.dx = f V1+ (x/p).de; 
0 0 


calculada la primitiva ($ 52-2, b,) y sustituyendo los límites resulta, te- 
niendo en cuenta que (VP +æ +x) (Vp +r — x)= p: 


2. Rectifíquese la curva catenaria, cuya ecuación es: 
= di (e +e”). 
Aplicando la fórmula resulta: 
y =3(e—e”), 14+y*=13 (e + 24 e”), 
que es un cuadrado perfecto; luego, 

S à (e + e”) du =3 (er — e”), 
expresión que limitada entre las abscisas extremas, da la longitud del 
arco. 

Utilizando las funciones hiperbólicas, tenemos: 
y = chx y = shx 1 +y”= chr; 
luego, 


S$ V1 + y?”dæ = f chæ.dxg = shg. 


T 
3. La curva centinua y=x* cos PA. y(0)=0, en 0O<x< 1, no es 


rectificable, porque y(1/n)=(— 1)"/n, y entonces la longitud de la que- 
brada, cuyos vértices tienen abscisa 1/n, es: Cc, >3|y(1/n)|=3 1/n, 
tan grande como se quiera, por ser la suma parcial de la serie armónica, 
que es divergente ($ 22-1, d). Esta curva tiene derivada continua en 
[0; 1], pero no acotada, y la integral generalizada [55-3] resulta aquí 
divergente ($ 50-4, b). 


4. La función de CANTOR (Cap. IX, nota VI-b) tiene derivada 
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f(s) nula, salvo en el conjunto ternario de CANTOR, que es de medida 
nula, ($ 60-2% nota 3), y en consecuencia. 


1 
J Vi + f(y dr =1. 


En cambio, la na de la curva es. 2, pues toda quebrada tiene 
longitud menor que 2, pero aquellas cuyos vértices son los extremos de 
los segmentos donde f (x) es constante, tienen longitud tan próxima a 2 
como se quiera. 

: EN que no se cumplen las condiciones dadas para la validez 
e g 


NoTa 1: La validez de [55-3] subsiste (§ 48-3, d) si f'(x), conser- 
vándose acotada, deja de ser continua o existente en un número finito 
de puntos de [a, b]. La acotación de f'(x) se asegura si suponemos que 
los puntos de [a, b] en los que f'(x) deja de ser continua, son puntos 
angulosos ($ 30-5) con derivada lateral continua. 


b) Diferencial de arco. — Si en la curva y = f(x) consi- 
deramos un origen fijo A (a, f(a)), éste, conjuntamente con el 
punto M(x, f(x)), variable sobre la curva, determinarán un 
arco A M, cuya longitud, llamada abscisa curvilínea, es, bajo 
la hipótesis hecha en a): 


[55-4] s = s(2) =| VIFF dt. 


Su derivada es, en los puntos de continuidad del integran- 
do, igual a su valor en el extremo superior variable (§ 50-1), 
y entonces su diferencial, que llamaremos diferencial de arco, 
e8: 


[55-5] ds = Vv1+f'(x)? de = vVvdæ+dy. 

Por consiguiente, ds está representada por la hipotenusa 
de un triángulo rectángulo de catetos d x y dy, y recordando 
el significado geométrico de dy ($ 34-2), resulta: ds es el 
segmento de tangente a la curva, comprendido entre las absci- 
sas ryz+dz. 


c) Curva plana general. — La definición geométrica dada 
en a) subsiste para un arco de curva plana cualquiera; si ésta 
se da en forma paramétrica, 

[55-6] x = x(t), y =y(t); (StS); 

a cada partición del intervalo [ro, 71]: 

[55-7] To = bo <th <ta Lin Ll hEn 
corresponde una quebrada inscrita, cuyos vértices deben con- 
siderarse en el orden indicado por [55-7]. 

Admitiendo también ahora que las funciones [55-6] tienen 
derivadas continuas en [ro, 71], probaremos que el arco es rec- 
tificable, subsistiendo la segunda expresión [55-5] de la di- 
ferencial de arco, que podrá escribirse también: 

[55-8] ds = Vx"(t)? + y'(t)* dt, 


y por lo tanto: 
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Tr a a 
[55-91 g vr FO dt. 
To 


En efecto, comparemos el infinitésimo Vx? py” . Át con la cuerda, 
formando su diferencia: 


8=VAx* + Ay — Vde + dy, 
que puede considerarse como diferencia de longitudes de dos vectores, la 
cual no supera a la longitud del segmento que une sus extremos, ni ésta 
a la suma de las diferencias de coordenadas, es decir, 
181 < |[Ar—do] + |Ay—dy| = 
= |x (r,)—x"(t)] dt + |y (7, )—y'(t)| de. 

Siendo continuas las derivadas, y por lo tanto ($ 26-6) unifor- 
memente continuas, estos incrementos son < e para todos los incrementos 
dt suficientemente pequeños; luego, resulta |8|<2edt 

El perímetro de cada poligonal inscrita es: 


VA t Ay = IVre? p y’. At +28, 


|[25| < 2e (7, —70), 
y como este segundo sumando es arbitrariamente pequeño, el límite de la 


suma de cuerdas es igual al límite de la segunda suma, es decir, la in- 
tegral [55-9], de donde resulta [55-8]. 


NOTA 2: La validez de [55-9] subsiste ($ 48-3, d) si las derivadas 
xXx (t) é y'(t), conservándose acotadas, dejan de ser continuas y aun exis- 
tentes en un número finito de puntes de [7o, 7,1]. Caso particular es el 
de los puntos angulosos (nota 1). 


EJEMPLO 5: Cicloide. — La fórmula [55-8] aplicada a las ecuaciones 
de la cicloide ($ 34-6), da; 


ds = rV2(1—<cost) .dt = 2r. sen di, 


cuya primitiva es — 4r . cos t/2. Por ejemplo, la longitud de una onda 
es 8r. 


Noras: 3. Criterio práctico para las curvas uniformes. — Si la fun- 
ción uniforme y = f(x) es creciente en (a, b), como la longitud de cada 
cuerda es menor que la suma de 
catetos lAx| + | A y|, el períme- 
tro de la poligonal es inferior a 
la suma de todos estos incremen- 
tos. que vale (b—a) + [f(b) — 
— f(a)]. La curva es, por lo tan- 
to, rectificable, y su longitud es 
menor que esta cota. Lo mismo 
si la función es decreciente. Si 
se compone de un número finito 
de arcos monótonos, es por lo tan- 
to rectificable; y para acotar la 
longitud, basta aplicar a cada uno la acotación anterior, y resulta como 
suma de incrementos (fig. 159): 


lZAx—=b—a; 23 |Ay] = [M.—f(a)] + (M.—mi) + (M:—m) + 
+ (Mim) + ... + [£(b)—m,] = f(b)—f(a) + 22:(M,—mp,), 
suponiendo, por ejemplo, igual número de máximos y de mínimos. Cada 
perimetro es mayor que esta suma de ordenadas, y menor que la misma 
sumada con b — a; luego, resulta este criterio sencillo: 

Cuando un arco uniforme en [a, b] se descompone en infinitos arcos 


donde: 





Fig. 159. 
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monótonos, la condición necesaria y suficiente para que sea rectificable 
es que se conserven acotadas las sumas 
Z(M, —m,). 

En particular, si los máximos son positivos y los mínimos negativos, 
resulta como condición necesaria y suficiente la acotación de las sumas 
ZM., Zm, o sea, la convergencia de las series. En el ejemplo 3, estas 
series son divergentes, y por eso el arco no es rectificable, En cambio 
lo es y =x’ cos T/æ en cualquier intervalo, pues las series de máximos y 
de mínimos son convergentes. 


4. No se confundan los infinitésimos o 
c=Váx +Ay; As; ds = Vdx + dy; A 
cuerda, arco, y trozo de tangente (b). Los tres son equivalentes (c y ds 
por la demostración de (c); As y ds por $ 34-3); en especial, con las 
hipótesis hechas queda demostrado el teorema: La razón de un arco infi- 
nitésimo a su cuerda, tiene por límite 1. 


2. Vector ds. Cosenos directores de la tangente. — Llama- 
remos vector diferencial de arco ds, al vector de módulo ds 
($ 55-1, b), dirección tangencial a la curva, y sentido el de re- 
corrido sobre ésta (arcos crecientes). Sus proyecciones sobre 
los ejes de coordenadas serán, llamando y a la inclinación de 
la tangente: 


dx =dscos p dy = ds sen pg. 
Las expresiones: 
[55-107] 
d y 


dx 
A S0 ST as 
se llaman cosenos directores 
de la tangente (el segundo 
es el coseno del ángulo que 
aa la tangente forma con el eje 


3. Rectificación de la elipse. Integrales elípticas. — a) Sea 
la ecuación de la elipse: 





q? y’ 
a p 7 1. 
Podemos hacer (fig. 160): 
g =a sent, y = b cos t. 
El valor d s? = d x? + d y? se calcula así: 
dx=acost.dt dy =—b sen t.dt, 
[55-11] ds? = [a? cos? t + b? sen? £] d £?. 
Llamando k a la excentricidad, k = c/a = y a? — b?/a, re- 
sulta : 





a? — b? = k?.a?, b? = a° (1 — k?), 
y reemplazando en [55-11]: 


blo -4 RECTIFICACIÓN DE CURVAS PLANAS 737 


d s? = [a@? cos? t + a? sen? t — a” k? sen’ t] dt = 
= q? [1 — k? sen? t] d t. 


|55-12] s=4a f V 1— k sen’ t.dt, 


integral que da la longitud de un arco de elipse. 


b) Integrales elípticas: de primera y segunda especie, — En Análisis 
superior se demuestra que no existe ninguna combinación de funciones 
vlumentales que sea primitiva de la función V 1-— k*sen*”t, pero la fun- 
elón primitiva existe, y se puede calcular numérica y gráficamente. Un 
buen método es desarrollar la función (1—-k*” sen? t) Ë en serie binómica 
(8 45-5), que resulta uniformemente convergente, e integrar término a 
termino (cfr. vol. II, $ 85), acotando fácilmente el error cometido. 

La integral [55-12] se llama elíptica, y es una combinación lineal de 
lan llamadas integrales elípticas de primera y segunda especie (según la 
elase de singularidades de las funciones integrales correspondientes). 
A. LEGENDRE estudió y tabuló las integrales” siguientes: 


JE ts L "=f dí; 
=$ vü Aaker)’ V (14) (1—kf) ' 
1% especie 2% especie 


La función inversa de la primera es la llamada función elíptica de 
JACOBI, z = snu (seno elíptico), que ABEL demostró es doblemente pe- 
riódica en el plano complejo; para k=0 se convierte en la circular 
z:: senu. Así, pues, una función elíptica es inversa de una integral 
vlíptica, y no deben confundirse. 

Para f = sen t, dý = cos tdt, se obtienen: 


t dt t 
a aaa = ( VI st dt, 
K (t, k) f opg EA) f I— k sent dt 
o o 
on que E es combinación lineal de las anteriores (cfr. ejercicio 4 de $ 55). 
Se consideran en 0<t< 7/2 y 0<k<1; la excentricidad k suele ex- 
presarse mediante k=— sen a. Se llama integrales completas a los valores 
K(7/2,k), E(7/2,k), dando la segunda la longitud del cuarto de elipse 
para a=1. 


EJEMPLO: Sea la elipse de semiejes a=2,b=1 “. c=V8. 
Su excentricidad es k= 3 V 3: luego, «a = 60°. 


Para rectificar el arco limitado por las abscisas x = 0, x = 1, calcu- 
laremos t por la fórmula: 


1 — 2 sen ft, de donde: t—30”. 


El valor dado por las tablas es: 0,506; luego, la longitud del arco es 
2, 0,506 — 1,012. 

La longitud del cuadrante se obtendrá para t= 90”; las tablas dan 
1,211; luego, la longitud del cuadrante es 2,422. 


4. Curvas planas en coordenadas polares. — Si las coorde- 
nadas polares, r, p, son funciones de un parámetro (en parti- 
cular. si r es función de y), también lo son las coordenadas 
cartesianas: 

T = f COSp, Y = Tf SEN y, 
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y sus derivadas son continuas si lo son las de r y y; luego, la 

curva es rectificable, y su longitud se calcula así: 

dæ = cosy dr —r seny dy, dy =sengpdr +r coso dy; 
da2 =dr + 14d = (++ r?).dg; 


p2 
[55-13] s= f FTE de. 
Yı 
Obsérvese que ds puede considerarse como la hipotenusa.. 


de un triángulo cuyos catetos infinitésimos sean d r y rdy (há- 
gase la figura). 


EJEMPLOS: 1. Cardioide: r=2a(1 + cosp). Longitud total: 16a. 
2. Espiral logarítmica: r=a.eMP , Longitud: 
Vim 
m 





(1.— 11). 


5. Curvatura de curvas planas. — Llamaremos curvatura 
media Cm, de un arco A B 
(fig. 161), al cociente del án- 
gulo Ap girado por la tan- 
gente desde A hasta B, por 
la longitud del arco AB: 


Ap 
Cn E A S 
y curvatura C en el punto A, 
al límite de la curvatura 
media del arco A B cuando 
B tiende hacia A, o sea 
A8s>0: 





[55-14] e A A 


Como por el significado geométrico de la derivada (8 30-4) 
es p =arc tg y' se tiene: 


de = darctg y” = dy = 


E 
1 + y”? 1 

Reemplazando en [55-14] esta expresión y la de ds [55-5], 
resulta : 


y” 
[55-15] C = (Epa 
que expresa la curvatura a partir de la ecuación de la curva. 
En la circunferencia, el ángulo de las tangentes en A y B 
es igual al ángulo central a (fig. 162), y como el arco es R a, 
resulta : 


y” 
—* drz. 
+y” 


a 1 
Z — Aayi IZ  — 
Cis R. == R .». C R’ 
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Por esta razón se llama radio de curvatura p de una curva 
on un punto a 1/C, por ser el radio de la circunferencia que 
tlone en el punto igual curvatura. Es decir: 

1 23) 8/2 
[66-16] p = arer, 


Entonces (§ 40-6): el radio de curvatura es igual al radio 
de la circunferencia osculatriz a la curva en el mismo punto. 


NoTAs: 1. La definición de 
curvatura puede darse para cur- 
vai (no necesariamente uniformes) 
representadas en forma paramé- 
lod a=x(t), y=y(t). Debe 
hallarse el límite para At —> 0 (y 
no para B — A, pues la curva pue- 
do cortarse a sí misma:en A). Se 
halla así, como radio de curvatu- 
vn, el de la circunferencia oscu- 
latriz, en forma paramétrica 
($ 40-6). 

2. En los puntos de tangente 
paralela al eje x, es y” — 0, pero 
p = 1/y"; es decir, la derivada se- ; 
gunda mide la curvatura. Fig. 162. 





EJEMPLOS; 1. Curvatura de la parábola x* = 2 py, en el vértice. La 
curvatura es (nota 2): 


y” =1/p; luego, p=p. 
El radio de curvatura en el vértice es igual al parámetro p. 
Dibujada una parábola (fig. 163) tenemos, pues, el diámetro de la 
olrcunferencia osculatriz, buscando la ordenada igual a la abscisa x= y, 
para lo que basta trazar la bisectriz, El punto medio del radio es el foco. 





Fig. 163 Fig. 164. 


La abscisa x de la curva correspondiente al foco, es decir, la perpendicur 
lar al eje limitada por el foco y la curva es precisamente el radio p =p. 

2. Curvatura de la elipse. Las ordenadas de la elipse son las de 
la circunferencia de radio a, multiplicadas por b/a; y la derivada y” queda 
multiplicada por b/a; como la curvatura de la circunferencia es 1 :a, la 
curvatura de la elipse en el vértice B (fig. 164) es, por lo tanto, b/a”; 
luego, el radio de curvatura es a*/b, s 

Cambiando las letras, el radio de curvatura en A es b”/a. 
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Construcción: Desde uno de los vértices del rectángulo circunscripto 
se traza la perpendicular a la diagonal; sus intersecciones con los ejes 
son los centros de curvatura, como fácilmente se demuestra por seme- 
janza de triángulos. 

Puesto que la construcción de las cuatro circunferencias osculatrices 
es tan sencilla, y la curva tiene con cada una un arco que coincide sensi- 
blemente, basta completar estos cuatro arcos con una regla flexible de 
acero para tener la elipse, mientras que las construcciones compuestas de 

arcos de circunferencias tangentes dan un 
y ovalo nada parecido a la elipse, pues su 
curvatura es función discontinua. 

3. Hipérbola. Para calcular el radio 
de curvatura en los vértices ($-55-7) de 
una hipérbola, adóptese y como variable 
independiente, y derivando dos veces, re- 
sulta: p = b*/a, 

Basta, pues, trazar desde el punto 
(a, b), que determina una asintota, la per- 


A pendicular a ésta, y corta al eje x en el 
centro C de curvatura. 
0 xX Para el vértice de la hipérbola equilá- 


tera x y = k’, resulta 
p=kV2=0A_ (fig. 165). 

4. Sinusoide y =senw. La derivada segunda es y” =-—senx; la 
curvatura en los vértices ($ 55-7) vale 1 y el radio de curvatura p=1. 
Como el contacto con la circunferencia osculatriz es de tercer orden, hay 
un arco de sinusoide que sensiblemente coincide con la circunferencia 
(fig. 166). Además, la tangente en cada punto de intersección con el eje x 


Fix. 165, 





Fig. 166. 


forma ángulo + 45” , y como tiene contacto de segundo orden, también 
hay un trozo de sinusoide que sensiblemente coincide con la tangente. 


5. La cicloide tiene las ecuaciones ($ 34-6): 
æ = r(t — sen t), y = r(1 — cost). 
En el vértice (§ 55-7) t= 7 resulta: 
æ =2r, y¥ =0, æ’ =0, yY =—1; 
luego, p=—4r. 


6. Curvatura en coordenadas polares. — Dada la curva 
r ="'(p) en coordenadas polares, basta sustituir: 
v =T . CO8 9; z’ = —r .8en y +r . cosSọ; 
y=r. seng; y= T.COSp-+ . senp; 
y. análogamente x”, y”. Simplificando, resulta : 
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3 
(r? + 1)" 

q -+ 2y — rr" y 

EJEMPLO: Espiral logarítmica: r—=a6NMP., Simplificando, resulta: 


p=rvV1i+w. 
El radio de curvatura es proporcional al radio vector. 


[55-17] p = 


7. Vértices de las curvas en general. — Al moverse un punto sobre la 
curva y = f(x), la curvatura varía con x; los puntos en que alcanza va- 
lores máximos y mínimos sin anularse, se llaman vértices de la curva. 

Si el radio es máximo o mínimo, también lo es su cuadrado; obten- 
dremos sus máximos y mínimos resolviendo la ecuación: 

y?.3(14+y%.2y4 y” — (14 y”)”.2y” y” =0, 
osea: 3 y y”? —= (1+yy”. 

El factor suprimido, y”, igualado a cero, representa los puntos de in- 
flexión, donde la curvatura alcanza su mínimo cero; pero éstos no se con- 
sideran como vértices. 

Si la curva es simétrica respecto del eje y, toda intersección con di- 
cho eje es un vértice, y siendo además y'=0, resulta y”"=0 lo mismo 
que en la circunferencia oscylatriz, que también es simétrica; por lo tanto, 
el contacto es de tercer orden. 

Más general, consideremos la circunferencia osculatriz en un vértice 
de la curva. Derivando por tercera vez la ecuación de la circunferencia 


($ 40-6), resulta; 
(u—B)ly” + Y y” + 24 y” =0, 
y sustituyendo el valor de y — , resulta para y” el valor: 
8 y y” 
1 + y” / 
que es el mismo valor que resulta en el vértice de la curva; luego: En 


log vértices de una curva el contacto con su circunferencia osculatriz es 
de orden superior al segundo ($ 38-8,b). 


8. Evoluta. — a) Se llama evoluta de una curva C, al lugar T de 
los centros de sus circunferencias osculatrices, La curva dada se llama 
evolvente de Y. Tomando « como parámetro, las ecuaciones [40-16] dan 
paramétricamente las coordenadas, «, f, de los puntos de la evoluta. Di- 
vidiendo la primera por la segunda resulta (y — B)/(* —a)=—1/y, 
es decir, el punto (a, £) está sobre la normal a la curva, como ya sabía- 
mos, por tener ésta y su circunferencia osculatriz la misma tangente, a 
la que es normal el radio que determina su punto de contacto. El coefi- 
ciente angular de la tangente a la evoluta viene dado por: 


à 1 + y” 
I EI 
da = „i4 y It T 

1 —y +4 — Y Dx 2 

Y » 

A 
TO o 
Aa A , 1 n = EI 
o 


que coincide con el de la normal a la curva. Por lo tanto, las normales a 
la evolvente son las tangentes a la evoluta. Veremos en el volumen II 
($ 74-1, b) que dada una familia de líneas dependientes de un paráme- 
tro, si existe una curva tal que en cada uno: de sus puntos es tangente a 
una línea de la familia, dicha curva se lama envolvente de la familia. 


742 XV. APLICACIONES GEOMÉTRICAS Y FÍSICAS § 55 -8 


Así, pues, acabamos de probar que la evoluta es envolvente de la fami- 
lia de normales trazadas en cada uno de los puntos de su evolvente. 


b) Si la curva está dada en forma paramétrica, sustituyendo en 


[40-16] las expresiones [40-18] y [40-19] de y' e y” resultan les ecua- 
ciones paramétricas de la evoluta en la forma: 


, q” ” gq” + y” 
[55-18] e gyo SIA 


que también pueden escribirse, haciendo figurar el radio de curva:ura: 
[55-19] a =a—poyla?4+y 0). p=y+ev(ar4 y). 


EJEMPLO: En la cicloide E 
æ = t — sent, y = 1 — cost, 
las ecuaciones de la evoluta son, por [55-18]: 
a = t + sent, B = — 1 + cost. 
Con el cambio de parámetro r= Łt— 7, se obtienen las ecuaciones: 
a — T = T — senrT, B + 2 = 1 — cosrT, 


que prueban que la evoluta es también una cicloide, obtenida de la cicloide 
dada por traslación. 


c) Usando como parámetro la abscisa curvilínea s, se tiene: 


[55-20] æ” +y’ =l, x'a” + yy” = o, 
y entonces [55-19] se escribe: 
[55-21] a = g% — Py, B=y+ox%'. 

Como en virtud de [55-20], la expresión de la curvatura ($ 40-6) se 
reduce a 1/p = y"/x' = — %"/y', de donde py” = *, pa”.= — y, 
resulta de [55-21]: 
[55-22] a=—Py, BP=ps*. 


Si ahora indicamos con ø la abscisa curvilinea sobre la evoluta, ten- 
dremos: 





farm 


y por [55-22] y [55-20]: 
[55-23] o” = p”; 


de modo que si p' no cambia de signo y 
elegimos convenientemente el sentido en la 

C abscisa curvilínea Y, tendremos o =f’, e 
integrando, 0. —0, =P. — Pr: la longitud de 
un arco de evoluta entre dos puntos es 
igual al valor absoluto de la diferencia en- 
tre los correspondientes radios de curvatu- 
ra, siempre que p' no cambie de signo en 
el arco. 

Esta propiedad permite efectuar una 
construcción mecánica de evolventes de una 
línea T: si imaginamos un hilo inextensi- 
ble, arrollado sobre la curva T y prolon- 

E gado tangencialmente a ella, entonces al 
desarrollar el hilo, un punto de su prolon- 
gación describe una curva C (fig. 167) evol- 
vente (lat. evolvere: desarrollar). Tomando 
diferentes puntos del hilo, se obtienen las 
infinitas evolventes de una curva T, consi- 

Fig. 167. derada como evoluta. 
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9. Variación total y longitud. — a) Variación total. — as) 
fntimamente ligado con el concepto de longitud de un arco está 
el de variacion total de una función y = f(x) en un intervalo 
[a, b]. Dividido éste por los puntos: 

a = fo <L Lı < ta L... <L En- L 0D 
llamemos yo = f(a), yı = f(zı), ..., a los valores correspon- 
dientes. 

DEF.: Variación total de f(x) en [a,b] es el extremo su- 
perior de las sumas X3 | Ay | correspondientes a las diversas 
particiones de [a, b] por puntos intermedios. Cuando estas su- 
mas están acotadas, la variación es finita, y en caso contrario 
es infinita. En el primer caso diremos también: función de 
variación acotada. 

Obsérvese que: 

[55-24] 

ZAY = (Y — Yo) + ... + (Yan — Yn) = f(b) — f(a), 
pues los incrementos se suman con sus signos. 

En cambio, por la regla del valor absoluto: 

[55-25] | f(b) — f(a) | EX|A4y|] 
y solamente vale el signo = cuando la función es monótona. 
Estas sumas 2|Ay|, están acotadas inferiormente, pues son 
positivas; y su extremo superior finito ó + œ, que hemos lla- 
mado variación total, se designa así: 

Vfw) 

EJEMPLO: La misma demostración dada en § 55-1, ej. 3, prueba que 
para la función «cos 7/x es infinita la variación en Lo, 2] y en todo 
intervalo que contenga el origen. Lo mismo ocurre para x*cos(T/x*) que 
es continua y. derivable en x = 0, supuesta nula en este punto. Sin em- 
bargo, la derivada no es continua ni acotada (nota 1). 

a») Si en la suma >| A y |, cuyo extremo superior es V.?, 
se consideran solamente los intervalos en que es Ay >0 y es 
P, su suma, o solamente aquellos donde Ay <0, y es N, 
su suma, resulta: 

[55-26] 34y = P, —N,„ = f(b) — f(a), 3|A y| =P, +N. 

Los extremos superiores P y N de las sumas P, y N, se 
llaman variación positiva y variación negativa. Veremos en 
nota 1, que tanto éstas como la variación total son los límites 
de las respectivas sumas, al tender a cero la norma ô de la par- 
tición ; resulta entonces de [55-26] : 

[55-27] f(b) —f(a) =P-—N, Ví(x) = P+N. 

b) Criterio de JORDAN. — Con objeto de ver la íntima co- 
nexión entre longitud y variación total, vamos a referirnos, 
para fijar las ideas, a curvas planas, y utilizando afijos com- 
plejos z = z+ iy para los puntos de la curva, se tiene esta 
acotación: 

po o e dN 
2jariEs|lar[Ezjar[+3|A9]1; 
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análogamente si en el primer miembro se pone È | A y |; luego, 
|Az]|está acotada si lo están XE |a z|, 2] A y |, y recíproca- 
mente, es decir: 


TEOR.: Son rectificables las curvas definidas por funciones 
continuas de variación acotada, y sólo ellas. 

En particular, son rectificables las curvas definidas por 
una función monótona (por ejemplo, la curva de CANTOR, 
Cap. IX, nota VI-b), o por dos funciones que son monótonas 
en intervalos parciales del [a,b] en número finito. 


—r 


NoTAS: 1. Las curvas con tangente continua en el intervalo cerrado 
[a, b] cumplen el criterio de JORDAN, pues puede aplicarse el teorema del 
incremento finito ($ 35-1) para establecer, por ejemplo: 

E |Ay] < ¿Máx ]y'(t)]) . (b—a), para te[a, b], 
existiendo el máximo de y'(t) en [a,b], según vimos (§ 26-5). 

2. El criterio de JORDAN, aplicable a clases de curvas más amplias 
que las estudiadas en $ 56-1, c, justifica se amplíe el concepto de integral 
como ha realizado LEBESGUE (ver Cap. XXIV), y es ésta una de sus impor- 
tantes aplicaciones. 


c) Propiedades de la variación y de la longitud. — Son in- 
mediatas las siguientes: 

1? La variación total es positiva, excepto si f(x) = const., 
en cuyo caso es nula. 

2% Sia<b<c, es Vifíx) + Vetf(x) = V, f(x). 


Porque adoptando b como punto de división, la suma Z |^ y| sobre 
[a,c] es la suma de las correspondientes a [a,b] y [b,0], y su extremo 
superior, con b por punto de subdivisión, es la suma de los extremos de 
éstas; por lo tanto, Va? > Va? + Vo”. Por otra parte, a cada partición de 
[a,c] corresponden otras dos de [a,b] y [b,c], obtenidas agregando el 
punto b, de manera que E | A y| sobre [a, c] no es superior a la suma de 
las correspondientes a [a,b] y [b,c], y por lo tanto, Va’ <$ Ve + Vie. 
De ambas relaciones opuestas se deduce la igualdad que queríamos de- 
mostrar. 


3% Si el intervalo [c,d] forma parte del [a,b], es: 
Voeitf(x) SV t(x). 

Todas estas relaciones subsisten para la` longitud La? f(x), 
pues las propiedades del valor absoluto valen en el campo com- 
plejo, y es L,’ f (x) = extr sup 3 | A z | = Va'z (x) para la función 
compleja de variable real z(1)=x +1f(x). La longitud sólo es 
nula cuando la curva se reduce a un punto pues sólo entonces es 
z(x)=xw*+1f(x)= cte., al no variar x, y se aplica 13. 

No sucede lo mismo con la siguiente: 

42 Vo? [£(2) + g(2)1 S Vèf(z) + Va? g(z), 
porque siendo A[f+g] = AÍ+Ag, €s: 

|a[f+e1]=S/|4f|+]481, 
y la misma relación subsiste entre los extremos superiores de 
sus sumas. 


o | A(z + z:)| < | âz |+ | Aza] resulta la desigualdad análoga (STEI- 
NER): 
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[55-28] Vat lzi 4 za] < Va’zi + Voze 
Le’ (2 + Za) á Le’ z, + L.'zz, 
donde zı y zs son los afijos complejos de las curvas y = f(x), y = g(x), 
correspondientes a un mismo «: 
[55-29] Zl(x)=x+ if(x), zíx)=x+1iglx). 

La desigualdad [55-28] implica que la curva “promedio”, y = Ł[f (x) + 
+g(x)], tiene una longitud que no supera a la media aritmética de las 
longitudes de las curvas dadas, por lo que se dice que la longitud goza 
de la propiedad de convexidad. En efecto, V. (2 + 22)= Vo 2 0 + ¿[£(x%) + 
+g(z)]} = 2V.4Jx 41 fte 2 Le? ite < Vea + Voz = 
= L’ f(x) + Lo g(x). La desigualdad de STEINER tiene implicaciones 
notables e interesantes; además, una de las causas de las dificultades 
que se presentan en el caso del área de las superficies alabeadas, se debe 
a que en ella no subsiste dicha propiedad. 


d) Descomposición de JORDAN. — Si se fija a haciendo va- 
riar el extremo æ, resultan para la longitud y las variaciones 
positiva, negativa y total, funciones de x que designamos así: 

L(z), P(x), N(x), V(x), 
respecto de una misma función f(x). Como las cuatro son ma- 
yores o iguales que cero, resulta, de la aditividad respecto del 
intervalo *, que son crecientes en sentido amplio. 

Las descomposiciones [55-27] adoptan ahora esta forma: 

f(x) = f(a) + P(x) — N(2), V(zx) = P(x) + N(z), 

y resulta: 


TEOR.: Toda función de variación acotada es diferencia de 
dos funciones crecientes. 
Recíprocamente, si es f(x) diferencia de dos funciones cre- 
cientes, como éstas son de variación acotada: 
3lAo|=x%XAp=pg (b) —p (a) 
S5|]Ay]|=234y=y (5) —y (a), 
lo es aquélla según c, 4?. 
Los dos conceptos: función de variación acotada y diferen- 
cia de funciones crecientes son, por lo tanto, idénticos. 
Si se quiere que éstas sean crecientes en sentido estricto. 
basta sumar a las anteriores P (x) +f(a) y N (x) una mis- 
ma función de este tipo; por ejemplo: x, 2 x, etc. 





EJERCICIOS 


1. Diferencial de arco y longitud de arco para 0 <x < a, en la pa- 
rábola semicúbica y*— a*. 

2. Diferencial de arco y longitud de la astroide x? -+ yA = a? 
($ 23-9 y fig. 45). 

3. Ecuaciones paramétricas y longitud de arco de la curva llamada 
epicicloide, engendrada por un punto de una circunferencia de radio b 
que rueda sobre otra de radio B de su plano, siendo tangente exterior a 





* No son, en cambio, aditivas respecto de la función, por ejemplo, si es f(x) = 
= g(x) + h(x), la longitud no es la suma de longitudes. Basta fijarse en un caso sim- 
ple: g = h = zx;el segmento de recta y =2x no es el doble del y = x para el mismo 
intervalo [a, b]. 
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ella. Verificar que para B = b = 2 a se obtiene la cardioide (cfr. ejercicio 3 
de § 54). 


g 
4. Probar que ($ 55-3,b): E(arc sen z, k) = f V= r dt, 
o = 


y que en consecuencia es combinación lineal de las integrales primera- 
mente dadas por LEGENDRE, con coeficientes 1, — kè. 
5. Expresar, mediante una integral elíptica completa K(7/2,k), la 
duración periódica T de una oscilación pendular de amplitud 204,: 
9 Ei 


T=2 V2!l/g pe 
0 





V cos 9 — cos bo 5 


6. Poniendo la ecuación de la hipérbola (x*/a*?) —(y*/b*)=1 en la 
forma paramétrica x = a/sen t, y = b/tg t, hallar para la longitud de un 
arco entre un vértice (t= T/2; x =a, y =0) y un punto de parámetro 
t= 8: 

0 


8 af V a’ co? t + pp At 


sen? t 
T/2 


y expresarla, mediante una integración por partes, en términos de las 
integrales K y E ($ 56-3,b). 

7. Comprobar que la integral elíptica de primera especie ($ 55-83, b) 
es finita y determinada para todo valor de z, incluso para z = œ, z = Ł 1, 
z= + 1/k, y obsérvese que en consecuencia define una trascendente nueva. 
¿Se conserva también finita la integral elíptica de segunda especie para 
L£= 00 ? 0) 

8. Longitud de la espiral de ARQUÍMEDES r = ap, (0 < p <S po). 

9. En la parábola 4° = 4 px: a) Calcular el radio de curvatura y 
probar que es igual al doble del segmento de normal entre el punto y la 
directriz x = — p; b) Hallar las ecuaciones paramétricas y cartesianas 
de la evoluta. 

10. Radio de curvatura, y basándose en él, puntos de inflexión de 
la curva versiera y=(1+u*)”. 

11. Expresar el radio de curvatura y la evoluta de la elipse [hipér- 
bola] (x*%/a*) + (y?/b?) = 1 en términos del semieje mayor [transverso] a 


y la excentricidad e=c/a= V a? y b?/a. 
: 12, Probar que para una curva en coordenadas polares, las ecuaciones 
paramétricas (cartesianas) de la evoluta son: 


r(ri—rr'")cos p—r'(1 + 12) sen p 


a = D 
P +H2r rr” 
ia r(r?—rr")jseng + r (1° +r°?)cosp 


P H2r?—rr” g 

13. a) Aplicando el ejercicio anterior, hallar la evoluta de la espiral 
logarítmica r = ae™?P; b) hallar su ecuación en coordenadas polares, y 
probar así que es una espiral igual a la dada y con el mismo polo. 

14. Probar que las ecuaciones paramétricas de una evolvente a una 
curva Ja(t), (t) $} son: 


v =a— p&V ad" 4 B” y = B — p B'I V a" 4 B” con 


t 
= fy a + B”dr +C. 
to 
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15. Del resultado anterior: a) Obtener la evolvente a la circunferen- 
cia a —acos t, f = a sen t; trazada a partir del punto (a, 0); b) en- 
contrar la longitud de arco de dicha evolvente para 0 < tS ti. 


16. Aplicando el teorema de § 55-9, d, probar que la suma, diferencia 
y producto de dos funciones de variación acotada son también de varia- 
ción acotada. 

17. Probar que sì |f(x)| > 4 >0, y es V la variación total de f(x), 
la de 1/f(x) es < V/2. 

18. Probar que toda función continua de variación acotada es dife- 
rencia de dos funciones continuas crecientes. 


19. Hallar las variaciones positiva P, negativa N, y total V, de 
sen 27% + cos27x, y de x sen 1/x en [0; 1]. 


20. Si f(x) es de variación acotada en [a, b], también lo es | £(x)). 
¿Es cierto el recíproco? Cfr. $ 54-1, nota 2. 
21. La función f(x) satisface la condición de LiPscHiTZz (Lip «<) 
cuando | f(x + h)—1(0)| =0(|h|% ), para hR>0,(0< « < 1). 
Probar que si f(x) satisface (Lip 1), es de variación acotada. Obsér- 
ee qe si f(x) satisface (Lip a) con a œ> 1, se reduce a una constante 
cfr. $ 35-3). 


0 
22. Probar que la función integral f(x) = $ eco) de de una fun- 


a 


ción integrable g(x), es de variación acotada, y Va f(x) = fi g(x) l|d 
a 
b 


P = f g(x)dv, N= Sexo) dx, siendo: 


máx [g(x);0] =3 (|g(w)| + e(x)); 


g(x) = 
ga(x) = — min [g(x); 0] = ż (| g(x)| — g(x)). 
8 56. APLICACIONES FÍSICAS 
1. Trabajo en un desplazamiento rectilíneo. — a) Fuerza 
constante. — Si un punto sobre el cual actúa una fuerza cons- 


tante, representada por el vector F, se desplaza sobre un eje x, 
desde x = a hasta x = b, y llamamos F al módulo de F, y al 
ángulo con el eje x, y F, = F cos p a la proyección de la fuerza 
sobre el eje x, el trabajo de la fuerza es, en valor y signo: 


[56-1] T = (b—a).F, = (b— a)F cos y, 


y puede representarse geométricamente por el área orientada 
de un rectángulo ab B A -(fig. 168). ¿Cuándo es T nulo? 


b) Fuerza variable. — Si la fuerza varía de modo que su 
proyección F, = f(x) es una función continua (o por lo menos 
integrable) de la abscisa x, el trabajo se define por un paso 
al límite en la siguiente forma: Si consideramos una partición 
del intervalo [a,b], y en cada subintervalo 8; un punto ¿£;, e 
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imaginamos que en ô; la proyección de la fuerza es constante 
e igual a f (4), el trabajo estará dado por: 


[56-2] Z f ($) Ss; 
geométricamente, como suma de rectángulos. Entonces es ade- 





Fig. 168. 


cuado llamar trabajo de la fuerza variable F al límite de [56-2], 
es decir, a la integral 


b 
[56-3] T= fE dgx, 


B representada geomé- 
tricamente por el área 
orientada ab BA (fi- 
gura 169). 


EJBMPLOS: 1. El alar- 
gamiento x de un resorte 
es, dentro de ciertos lími- 
tes, proporcional a la fuer- 
za F aplicada para esti-: 
rarlo, de modo que pode- 
mos escribir: 





[56-4] 
F = f(x) = k.g, 
Fig. 169, siendo k una constante. Su- 


pongamos que el resorte se 
ha estirado gradualmente hasta ser x = 5 cm para F = 20 Kg. Queremos 
calcular el trabajo realizado. 
Ante todo, reemplazando en [56-4], se calcula la constante k: 
20=k.5 ¿. k=A4, 
y entonces: 
T = fë f(x)dæ = fd 4w dg = 50.kg . cm = á kilográmetro. 
Demuéstrese que en las condiciones supuestas' de proporcionalidad, si 
a la fuerza final F corresponde el alargamiento total a, el trabajo rea- 
lizado vale 4 F.a. 
2. De acuerdo con la ley de gravitación de NEWTON, la atracción de 
una partícula fija en a —0 sobre otra en x es: 
F = f(x) = — Kk/x*, (% = const.). 
El trabajo de esta fuerza, cuando la segunda partícula se mueve 
desde xv =r hasta xv =r, > r, es negativo e igual a: 


Ti 
1 1 
E E 
r 


Y Y: 
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de modo que será positivo el trabajo de la fuerza que ocasiona el despla- 
zamiento, Su límite, para r,—> 0%, es k'/r, y se llama potencial mutuo 
de las dos partículas: representa el trabajo necesario para separar las 
dos masas por completo, por ejemplo, el trabajo necesario para “arran- 
car” un electrón de un átomo (potencial de ionización) bajo la hipótesis 
newtoniana, 


2. Trabajo de expansión de un gas. — Consideremos una 
masa de gas en un cilindro cerrado por un pistón de superfi- 
cie S (fig. 170). Si llamamos p a la 
presión del gas (fuerza por unidad 
de superficie), la fuerza que actúa 
sobre el pistón es F = p . S. 

Si el pistón sufre un desplaza- 
miento d x, el trabajo del gas al ex- 
pandirse vale: 

dT =F.dx = pSdzx = pdv, 
pues el aumento del volumen es: 
dv=8.dz. 

Si el volumen aumenta desde vo 
hasta v,, el trabajo del gas es: 





vı 
T= jpdv. 
Vo 
Si la expansión se ha realizado en determinadas condicio- 
nes físicas ideales, las leyes de los gases permiten expresar p 
en función de v, y calcular la integral. 


Fig. 170. 


EJEMPLOS: 1. Expansión isotérmica. Si se trata de un gas ideal y 
se expande a temperatura constante (es decir, muy lentamente, para evi- 
tar que se enfríe), vale la ley de BOYLE - MARIOTTE: 


p.v = C (constante), 
y entonces: 


V vı vı 
T=fpav=f av= o (mv) = C mn & = 2830.C.lg %. 
v Vo Vo Vo 
Vo Vo 


2. Expansión isobárica. Si el gas se expande a presión constante 
(por ej., colocando un peso fijo sobre el émbolo y un mechero encendido 
debajo del cilindro), es: 

p = p (constante) 
y entonces: 


Vi 
T= f Po dV = Po(V: — Vo). 
Ve 


3. Expansión adiabática. Si el gas se expande sin intercambio de 
calor con el exterior (es decir, muy rápidamente) vale la ley de PorssoN: 
p.v’ = c (constante), 

siendo k=c,/c. > 1. una constante. Entonces; 
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vı 1-k Vi 
dav _ | 2 e Dota al 
T=e f > =0(; z) =p rh al 


Vo 
Vo 
y como € = Po Vo. v™, se tiene: 
— Py (%2) ” 
Ten ci ( i ( v ) ) 

3. Medias cuadráticas. — De igual modo que el promedio de 
n números se generaliza para infinitos mediante la expresión 
cartesiana del área (8 48-6, b), el promedio de cuadrados (im- 
portante en teoría de errores) se interpreta en coordenadas 
polares. 


Puesto que por la expresión del área en coordenadas pola- 
res (8 54-2) es: 








2A = Teiga lim Z f (£)? A py, 


Po 
si los radios se toman equidistantes, es decir, si el intervalo 
y1 — po se divide en n partes iguales: Ap = (gp — po): n, la 


suma anterior es el producto de la amplitud y, — go del inter- 
valo angular por la fracción 3 (f(£))?: n, que es la media arit- 
mética de los cuadrados de los radios elegidos arbitrariamente 
en cada intervalo, y la raíz cuadrada de su límite se llama 
media cuadrática de la función f(+). Por lo tanto: llamando o 
a la media cuadrática, tendremos, independientemente de las 
coordenadas en que se la en 


[56-6] o? = T= Todt, 


es decir: la media cuadrática E una función es la raíz del co- 
ciente de la integral de su cuadrado por el intervalo. 

Gráficamente se determinará, pues, fácilmente, la media 
cuadrática de cualquier función, representándola en coordena- 
das polares, y midiendo con un planímetro o gráficamente el 
área del sector obtenido. Su duplo, dividido por el ángulo o in- 
tervalo, es el cuadrado del valor medio cuadrático en el inter- 
valo considerado. 


EJEMPLOS: 1. En Electrotécnica, sobre todo, tiene interés capital la 
determinación de la media cuadrática de las intensidades de una corriente 
en toda una onda; su valor se llama también valor eficaz de la corriente. 

Sea, por ejemplo, la corriente alterna dada por esta tabla (Rose): 

t'=0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 
i=5 8 12 7 0 —6 —83 —3 5 

Dibujada la gráfica polar tomando t como ángulo, con unidad ade- 

cuada (p. ej., 20° —0,001*), y para i un centímetro por unidad, el área 


de la gráfica resulta «ser 67,7 em*, y como el intervalo medido en radios 
vale 160° = 2,79, resulta: 


Valor eficaz = V 2 x 67,7/2,79 = 6,97 
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El cociente del valor eficaz por el valor máximo se llama eficacia. 

2. La potencia luminosa de una lámpara de arco varía según la in- 
elinnción del rayo respecto de la horizontal, es decir, es función de la altura 
angular p, pero no depende del azimut A. Basta, pues, construir la grá- 
fien polar de la potencia en su plano vertical, y hacerla girar alrededor 
ln la vertical, para tener la superficie de revolución que representa la 
potencia en cualquier dirección, mediante el radio vector correspondiente. 

Constrúyase, por ejemplo, el diagrama polar con los datos siguientes 
(RosE), llamando p a la altura angular: 

-p=8% 10° 20° 30° 40% 50° 60° 70° 80° 90°, 
potencia en bujías: 

1000 1470 1800 1720 1200 960 800 720 600 480. 


Siendo la iluminación que recibe una superficie el producto de ésta 
por la potencia, si trazamos una superficie esférica de radio r, con centro 
cn la lámpara, cada elemento superficial dS recibe una iluminación 
Ľ. dS, y siendo constante p, y por lo tanto también P en cada zona es- 
fórica, podemos efectuar la integración por zonas esféricas de área 
¿T rcs pda = 27 r dz. Entonces, la iluminación total es: 


A 
[66-7] 2er f Paz 
$ 


efectuando la integración por zonas esféricas. 

El cálculo práctico puede hacerse reduciendo la gráfica polar a car- 
tesiana, es decir: dibujada una semicircunferencia de centro O en la 
lámpara, limitada por el diámetro vertical, los puntos que en ella deter- 
minan los radios vectores se proyectan sobre dicho diámetro (o sobre una 
paralela) y se llevan como ordenadas los valores P dados. El área de la 
curva así obtenida es: 

z 
f P dz. 
—P 


La altura media Po de esta curva resulta de dividir esta área por la 
base 2r, y este valor medio, Po, se llama potencia luminosa media, es 
decir: 


r 
2rP = f P dz. 
-p 


Una lámpara colocada en el mismo punto, cuya potencia fuera P, en 
todas direcciones, proyectaría sobre la superficie esférica de radio r una 
iluminación igual a: 

atn rr. Pa= 2r Po. 2T r, 
expresión idéntica a la iluminación total [56-7] recibida de la lámpara 
estudiada. 

Este método, que nada nuevo contiene respecto del modo de calcular 


valores medios (§ 48-6), suele llamarse ampulosamente diagrama de 
ROUSSEAU. 


EJERCICIOS 


1. En el intervalo (1 m, 3 m) del eje x, un punto móvil ha cumplido 
un ciclo actuando una fuerza paralela al eje x de (30 x) kg al despla- 
zarse en sentido positivo, y otra de (15x* — 380x + 45) kg al hacerlo en 
sentido contrario, Calcular el trabajo y hacer un diagrama del ciclo. 

2. Probar que el trabajo necesario para desalojar por arriba un lí- 
quido de peso específico p, del recipiente engendrado al girar alrededor 
del eje x (vertical hacia arriba), por el arco y = f (æ), a <x< b, siendo 
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b 
f(x) > 0 y continua, es T = par f (b — x) f'(x) de. 
a 


3. Con el resultado anterior, calcular el trabajo necesario para bom- 
bear el agua (p — 1000 kg/m*) que llena un tanque hemisférico de 10 m 
de radio. 

4, Expresar el trabajo de un gas que cumple la ecuación de VAN DER 
Waars (p + (a/v?)).(v—b) = nRT, en una dilatación isotérmica. 

5. Calcúlense los valores medio ($ 48-6,b) y eficaz de una función 
sinusoidal y = sent en la semionda 0<t< rr. 

6. Calcular la media cuadrática de la función periódica: 


y = @ı cos t + bı sen t + da cos 2t + basen 2t +... + 
+ a, cos nt + b, sen nt en el período 2 7, 


NOTAS AL CAPÍTULO XV 


I. Convergencia según la norma. — a) Sea L la longitud finita de 
un arco, es decir, L = extr sup 8, siendo 3, los perímetros de las quebra- 
das inscritas, y elijamos una que dé (indicando con z, los afijos comple- 
jos de los vértices) : 

8n = |2 — zo | + |2—4l| +... + |22—2ma]| > L— €; 

tal partición 7, del intervalo [a,b] por los puntos ta, ta, ..., tn- existe 
por definición de extremo superior. Consideremos ahora particio- 
nes 7, tales que las quebradas inscritas correspondientes tengan sus 
lados inferiores al número e/2n; esto es posible en virtud del teorema 
de HEBINE- CANTOR sobre la continuidad ($ 26-6), pues siendo |Az| «< 
< |Ax| + |4y], basta adoptar la norma de la partición sudicientemen- 
te pequeña para que sea |Az| < e/2n. 

Si Tm es una de esas particiones, y suponemos que contiene todos los 
puntos de 7, (partición posterior, $ 48-38, a), es decir, si la nueva quebrada 
conserva los vértices de la anterior, será 8n > 8,, pues cada cuerda de aqué- 
lla es menor o igual que la suma de cuerdas que la reemplazan; y por lo 
tanto será: 8m > L—- €; pero, en general, no sucederá esto, sino que los 


n— 1 puntos t, te ..., tn. quedarán contenidos en sendos inter: los de 
Tin * 


OA 2 3% == 9-H=+0 
to ti t2 tna Un 


Ahora bien: si a los puntos de 7, agregamos los de 7,, se obtiene una 
partición 7”, posterior a ambas, y resulta una suma 3'p > 3m, pues cada 


uno de los n — 1 sumandos, correspondientes a los intervalos en que están 
ta ts ..., tna, se ha sustituido por la suma de dos; pero como estos su- 
mandos son menores que e/2n, este aumento es inferior a 2ne/2n=e; 
es decir, 8m difiere de s'y en menos de e; y como 8' y (suma posterior a sn) 
difiere de L en menos de e, la diferencia entre 85 y L es menor que 2e, 
Por lo tanto: i 


TEOR.: La longitud de un arco definido en el intervalo [a,b] es el 
límite de los perímetros de las quebradas inscriptas correspondientes a 
tas particiones del intervalo [a,b] al tender a 0 su norma. 

Es decir, dado e > 0, es L—s< e para todas las particiones de nor- 
ma 8 < 80, siendo $. un número que depende de e. 





* En la figura es n = 4, y los puntos de la partición 77, están destacados respecte 
de los de Ta- 


C. XV | CONVERGENCIA SEGÚN LA NORMA 753 


OBSERVACIONES: 1. Conviene interpretar geométricamente el razona- 
miento, dibujando un arco y las tres quebradas, como indica la figura 171 
(donde se omiten las dos cuerdas que sustituyen a la que corresponde a 
enda vértice A), y si- 
vuiendo en ella toda la A 
demostración. l 

2. Si solamente se A) 
impone la condición de sn 
que los lados o cuerdas 
ticudan a cero, puede re- 
nullar un límite distinto 
le la longitud L. Basta 
fijarse en el ejemplo. de Ao A 
la figura 172, donde a 3 
tı y a ta > ti corresponde | Ho , o + 
un mismo punto. Los pe- i t 
rimetros de las poligona- to ti 7 3 
les inscritas con vértice Fig. 171, 
on ese punto indicadas 
en la figura 172, no convergen hacia L, por ser (ts —+to)/3 la norma de 
las particiones. a 

Se puede completar esa condición insuficiente exigiendo que los diá- 
metros de los arcos tiendan a 0; se llama diámetro d al extremo superior 

de las distancias entre cada par 
de puntos. Resulta, entonces, el 
teorema de SCHEEFFER: ; 
sn >L para d> 0. 
b) Generalización y lema 
ANA de DARBOUX. — Lo esencial del 
2 1 teorema a) es esto: 
19 A cada intervalo 
Ao A3 [%,, %+.1] corresponde un nú- 
mero. 
2% Esta función de inter- 
valo F (1) es sub-aditiva, es de- 


HHH H—H— H cir: si: 


. 1 = I + I, es 
to li t2 t3 F(D < F(L) + F(b). 
Fig. 172. 39 Si el intervalo 1 tiende 


a 0. también F (1). 
De estas hipótesis resulta: Si es L — extr sup 2 F(I,) y Lg una 
suma cualquiera correspondiente a una partición de norma 3, se verifica: 
lim,L¿= L para ô > 0. 


Como corolario inmediato resulta el lema de DARBOUX: 

La integral de f(x) en [a, b] es el limito de las sumas Z f(r) x, 
cualquiera sea la partición adoptada y el punto elegido en cada intervalo, 
al tender a 0 la norma de la partición. 

Es decir, elegido un número e > 0, la diferencia entre dichas sumas 
y la integral eg menor que € para todas las particiones de norma menor 
que un cierto número 8. 


c) Continuidad de la longitud. — La longitud es una función cre- 
ciente de t, pues el incremento correspondiente al intervalo [t, t + k] es 
la longitud del arco correspondiente, que es positiva, Veamos ahora que 
eligiendo h suficientemente pequeño, este incremento del arco es menor 
que cualquier número positivo; es decir: 

La longitud del arco es función continua del parámetro t. 

Hemos visto que eligiendo la norma de la partición inferior a un 
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cierto número ô, se logra que la diferencia entre el perímetro de la poli- 
gonal y la longitud L del arco definido en [t, tı] sea menor que e. Es 
decir: L— 8n < €. 

Además, se consigue que todos los lados de dicha poligonal sean me- 
nores que £; luego, llamando s',-. al perímetro que corresponde a la poli- 
gonal, excepto el primer lado, cuyos vértices corresponden a los valores 
t y t+h, como ambos perímetros difieren solamente en ese primer lado, 
Será Sn — 8'r- L E. 

Sumando ambas desigualdades, resulta: L— s',-.< 2 e, y con mayor 
razón L— L’ < 2e, siendo L’ la longitud del arco que corresponde al in- 
tervalo (t + k, t), o sea: la longitud del arco que corresponde al inter- 
valo (t, t+h) es < 2e. = 

Llamando s a la longitud del arco cuyo origen corresponde a un ori- 
gen fijo, t, y un extremo variable, t, resulta, por lo tanto, una función 
s(t) creciente y continua. Habrá, pues, un valor t tal, que s(t) = L/n; 
es decir, se' puede dividir el arco en n partes iguales. 

d) Variación positiva, negativa y total. — Obsérvese que el concepto 
de variación total sólo difiere del concepto de longitud en que se suman 
las distancias | ây | entre los puntos del eje y, mientras que allí se su- 
maban las distancias | Az | entre los puntos de la gráfica cartesiana. Por 
lo tanto, si se adopta como representación de y =f(x) la escala y en 
correspondencia con la escala x (equivalente a una gráfica cartesiana 
aplastada sobre el eje y), la variación total es la longitud del camino re- 
corrido por el punto y al describir x el intervalo [a, b]. 

El teorema (a) se enuncia así: 

TEOR.: La variación total V.' f(x) es el límite de las variaciones 


correspondientes a las diversas particiones de [a, b], al tender a cero su 
norma, 


La suma P, ($ 55-9, a.) resulta de asignar a cada intervalo [x,, %»+1] 


el valor Ay, = Y+:— Y > 0, o bien el valor 0 cuando el incremento 
sea negativo. Es ésta una función subaditiva, pues al intercalar otro 
punto x’ entre », y %,,,, si el valor y” = f(a) es intermedio, resulta: 


(Yra — Y) + (y — yr) = Yra — Yr, 
y si es y’ mayor que ambos o menor que ambos, aparece una diferencia 
positiva mayor que Yr.»—Yr. Es entonces aplicable el teorema de a), y 
resulta: 
TEOR.: Las sumas Pa y Nn ($ 55-9, as) tienden hacia sus extremos 
superiores P y N al tender a cero la norma, 


11. Principio de semicontinuidad inferior. — La definición de longi- 
tud como extremo superior, dada en $ 55-1, o como límite según la norma 
(nota 1, a), son los procedimientos más conocidos para introducirla, ha- 
ciéndolo por abajo, es decir, por. las cotas inferiores Z| Az |, perímetros 
de las quebradas inscritas. Sin embargo, ninguna de estas dos definicio- 
nes es apta para ser generalizada directamente al concepto de área de 
una superficie alabeada mediante poliedrales inscritas, como probó, con 
un famoso ejemplo, H. A, SCHWARZ, según veremos en el volumen 11 (Cap. 
XXI, nota 1). 

Menos conocida es otra definición de longitud por arriba, es decir, 
por cotas superiores, que aplicada a superficies alabeadas ha servido a 
H. LEBESGUE para introducir rigurosamente el concepto de área de dichas 
superficies correlativamente al caso de las curvas. 

La correspondencia entre las curvas z =z(Ł) (z afijo complejo), de- 
finidas en el intervalo a <t< b, y los números Lo.' z(t), determina una 
funcional (o función de línea) que es semicontinua inferiormente (Cap. 
VI, nota V), es decir, para toda sucesión de curvas, Zn(t), que converja 
uniformemente a z(t), lo que indicaremos con flecha y punto encima, así: 

Za (t) > z(t) para teľa, b]; 
se cumple: 
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[XV-1] " Lo z(t) < liminf Lo zm (t). 
m 


La propiedad [XV-1] se deduce al considerar que una vez fijada cual- 
quier partición 7, con quebrada q(t) inscrita a z(t) y an(t) inscrita a 
Zm(t), por ser L."qn(t) < Lo' zm(t), se cumple: 

L’ q(t) = lim Lo? qn (t) g lim inf Le’ Za (t). 
m —> W e 


Por ser T una partición fija, aunque arbitrariamente dada, de la 
anterior y la definición de $ 55-1, se obtiene [XV-1], que establece el 
principio de semicontinuidad inferior, básico en la generalización de la 
teoría a las superficies. De ahí el teorema: 


TEOR.: La longitud de un arco definido en el intervalo [a, b] viene 
dada por: 
[XV-2] La’ z(t) = extrinf 4 liminf Lo qn (t) y, 
Am m 
donde el extremo inferior se toma respecto a todas las sucesiones de que- 


bradas qn(t) no necesariamente inscritas, que tienden uniformemente a 
z(t) en el intervalo [a, b]: 


[XV-3] an(t) > z(t) para  te[a,b]. 


En efecto, llamemos G al segundo miembro de [XV-2]; para una su- 
cesión de quebradas inscritas coh norma tendiendo a cero (nota l, a), se 
cumple [XV-3], y por la definición de $ 55-1 queda L.'z(t)> G. Por 
Lev gara, [XV-1] da Lo. z(t)< G, que junto con la anterior demuestra 

Esta fórmula [XV-2] nos dice que una quebrada no necesariamente 
inscrita que se adapte (con posibles superposiciones) a la curva z(t), 
tiene una longitud límite que no puede ser inferior a la de la curva, es 
decir, los límites (inferiores) de dichas quebradas son' cotas superiores 
de la longitud buscada. 


111. Bibliografía. — 1. Casi todes los libros generales de Análisis 
tratan, con mayor o menor extensión, las aplicaciones geométricas, y al- 
gunos las aplicaciones físicas. En forma elemental tratan unas y otras 
GRANVILLE - SMITH, U. CisoTTI (citados en Cap. VI, nota V1-3) y J, Rey 
PASTOR, Cálculo infinitesimal (citado en Cap. VI, nota VI-2). Una expo- 
sición muy adecuada, que constituye uno de los aspectos que la distin- 
guen, trae la obra de R, COURANT citada en Capítulo VI, nota VI-2. Estas 
obras incluyen otras aplicaciones, tales como determinación de centros de 
gravedad, momentos de inercia, etc., que nosotros dejamos para tratar 
con más amplitud en el volumen 11 ($ 84). 


2. Para rectificación de curvas, las obras anteriores se limitan a los 
aspectos más elementales; pueden verse, además, CH.-J. DE LA VALLÉE - 
Poussin (citado en Cap. VI, nota V1-4), J. Rey PASTOR: Elementos de 
la Teoría de funciones (citado en Cap. VI, nota VI-2), y para un estudio 
más detenido, H. LEBESGUE (citado en Cap. XIII, nota V+-3), así como las 
memorias monográficas a que su libro citado se refiere. 

Una exposición moderna de carácter superior, basada en el principio 
de semicontinuidad inferior (nota 11), trae la siguiente obra: 

T. RAD: Length and area. (Amer. Math. Soc., Nueva York, 1948), 
cuyos resultados, conjuntamente con los recientes de la escuela italiana 
de L. CESARI, están resumidos en: 

P. Pı CALLEJA: Longitud y área. (Revista de la Fac. de C. Exactas 
de Tucumán, Serie A, 7, págs. 157-242, 1950). U 

3. Sobre integrales elípticas puede consultarse WHITTAKER y WAT- 
SON (citado en Cap. XI, nota IV-2), cuya segunda párte se ha comple- 
tado y puesto al día en la obra siguiente, basada en parte en notas de- 
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jadas por H. BATEMAN y compiladas por el “Staff of the BATEMAN ma- 
nuscript project”: 

A. ERDÉLYI, W. MAGNUS, F. OBERHETTINGER y F. G. TRICOMI: Higher 
trascendental functions. (Vol. I y II, 1953; vol. III, 1955; McGraw-Hill, 
Nueva York). 
já Esta obra se continúa, cubriendo un material inmenso, por las ta- 

as: 

A. ERDÉLYI, W. MAGNUS, F. OBERHETTINGER y F. G, TRICOMI: Tables 
of integral transforms. (2 vols., McGraw-Hill, Nueva York, 1954). 

Una breve exposición sobre integrales elípticas y aplicaciones diver- 
sas da: 

F. BOWMAN: Introduction to elliptic functions with applications (En-- 
glish Universities. Press, Londres; Wiley, Nueva York, 1953). 

Entre las muchas obras más elementales, dedicadas al tema, citemos 
la reciente: 

P. BYRD y M. D. FRIEDMAN: Handbook of elliptic integrals for engi- 
neers and physicists. (Grundl. Math. Wiss., n? LXVII, Springer, Berlín, 
1954). 

El cálculo con esta clase de funciones se reduce al de las funciones 
elípticas de JACOBI, de las que faltaban tablas numéricas convenientes 
hasta la publicación del excelente manual: 

L. M. MILNE-THOMSON: Jacobian elliptic function tables. A guide to 
practical computation with elliptic functions and integrals together with 
tables of snu, cnu, dnu, Z(u). (Dover, Nueva York, 1950). 


CAPÍTULO XVI 


INTEGRACIÓN APROXIMADA 


S 57. INTEGRACIÓN NUMÉRICA 


1. Objeto del capítulo. — No siempre una integral definida, 


[57-1] hs f da 


se puede calcular por los métodos que hemos visto, es decir, 
directamente, como en $ 48-4, o mejor, mediante la regla de 
BARROW ($ 50-2), cuando se puede hallar una primitiva (Cap. 
XIV). Puede ocurrir que la primitiva de f(x) no exista o no 
figure entre las funciones que conocemos, o que sea difícil ha- 
llarla, o, finalmente, que el integrando f(x) sea una función 
empírica ($ 23-2, d). Para estos casos existen métodos de cálcu- 
lo aproximado del número [57-1], que serán tanto más venta- 
josos cuanto más simples sean los cálculos y cuanto menor sea 
el error que comporten, el que deberá acotarse en cada caso. 
Hay un gran número de métodos, de los cuales nos limitaremos 
a señalar los más útiles y elementales. 

El número [57-1] mide un área orientada ($ 54-1,d), pero 
en $ 58 veremos métodos gráficos para representarlo por un 
segmento, o más generalmente, para trazar la gráfica de una 
función integral ($ 50-1). Uno y otra se obtienen también mecá- 
nicamente, mediante ingeniosos aparatos, llamados planíme- 
tros e integradores ($ 59). 


2. Fórmula de los trapecios. — Supondremos que en [a, b] 
no cambia el sertido de la concavidad de la curva uniforme 
y= f(x), que para fijar las ideas supondremos está dirigida 
hacia abajo (hacia y < 0). 

Para una partición de [a, b] en n intervalos iguales, de 
longitud h = (b — a) /n, las sumas (fig 173): 

Sa = h (Yo tH Y1 + ... + Yni) 

S= h (Y +Yyrj+... + Yn) 
dan valores aproximados de la integral [57-1], que represen- 
tan sumas de rectángulos (contenidos y continentes, respecti- 
vamente, o al revés, si la función es monótona creciente o 
decreciente). 
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En general, se obtiene una aproximación mucho mejor con- 
siderando la semisuma : 


[57-2] T, = SES E tt + 0), 


que geométricamente representa la suma de trapecios inscritos 
señalada en la figura 173. En efecto, la semisuma de los dos 


y 





rectángulos correspondientes a cada intervalo parcial [x;.,, x;]) 
da el trapecio inscrito x;-, 1; P; Pi. 

Obsérvese que si la concavidad se dirige hacia arriba, la 
suma de trapecios inscritos da área continente a la buscada. 


EJEMPLO: Podemos calcular 7 evaluando la integral 
1 
dx T 
57-3 —— = are tg 1 = — 
[57-3] f a € Ti 


por el método de los trapecios. Con h=1, de: 
Yo = 1, yı = 0,941 y = 0,8, Yy = 0.64, y = 05 
exactos, salvo yı, resulta: 
1,5 


T ~ 4.00,25 (E 
con h = 0,1 se obtendría 7 ~ 3,189 9. 


La fórmula de los trapecios [57-2] da poca aproximación, 
aun para h pequeño, pero es susceptible de un importante per- 
feccionamiento mediante la fórmula de EULER-MAC LAURIN (no- 
ta II). 


Si f(x) es monótona en [a, b], el error cometido al aplicar [57-2] 
es (fig. 174) menor que la mitad de P QRS, con lo que se obtiene la 


cota muy grosera 
ł h [f (b)— f(a)]. 


En general, puede descomponerse el intervalo [a, b] en varios, don- 
de f(x) es monótona. i 


O 


+ 2,381 ) = 3,131; 


3. Método de Simpson. — a) Área bajo un arco de parábo- 
la. — Para todo h menor que el radio de convergencia de 
[57-4] f(x) = do + aix + a£? + azt +.. 


se tiene (§ 43-5, b): 


r 
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h q? g? 4 
f f(x) dear a = 


-h -h 


= 2 20h ++ AE 


5 






y R 
5 TN 
3 
pur 
| 
O 
a 
Ma 
Q 


>x< 


Fig. 174. 


Si la curva y = f(x) fuese parábola de segundo grado, es 
decir, si el desarrollo sólo contuviese hasta el término de se- 
gundo grado, la expresión del área sería exactamente: 


h 
S= 3 (6 av + 2 azh?), 
y poniendo: 
Yo = f (—h) = 409 — 41h + a,h?, 
Yı = f (0) = do, 
Y2 =f(h) = ao + ah + azk’, 
resulta: 
h 
[57-5] S= 3 (Yo + 4 Y; + Y»). 
que expresa el área bajo un arco de parábola en función de las 
ordenadas extremas y media, como producto de un promedio 
ponderado de éstas: (Yo +4 Yi + Y2)/6, por la amplitud 2% 
del intervalo de integración. 

La expresión [57-5] es también aplicable a [57-4], con 
error del orden de As, 

b) Fórmula de SIMPSON. — Dividamos ahora el intervalo 
de integración en un número par de partes iguales de longi- 
tud h, y consideremos los correspondientes puntos Po P, P, ..., 
sobre la curva (fig. 173). El arco de curva correspondiente a 
los dos primeros intervalos se puede aproximar, mediante la 
parábola de eje vertical que pasa por PP, y P. Esta pará- 
bola queda univocamente determinada por la condición de pa- 
sar por los tres puntos, y el área bajo ella vale por [57-5]: 
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E (o + 4 Y, + Ya). 


Análogamente podemos aproximar los arcos correspondien- 
tes a los demás pares de intervalos por otras tantas parábolas, 
que delimitan las áreas: 


(+ +9), 


Ziy +4Y +90), i 


h 
3 (Yn-2 + 4 Yn-1 + Yn) . 
La suma de las áreas bajo los arcos parabólicos es: 
Le Lt + (ta E 0) +2 (0 + 4 e + 002), 


y como esta suma es un valor aproximado del área bajo la cur- 
va dada, tendremos la fórmula dada por TH. SimPsoN (1710- 
1761): 


s h 
[57-6] f yds~ (E +41 + 2P), 
sjendo A 
E = Yo + Yn suma de ordenadas extremas; 


I= Yı +H Yst.. Yu suma de ordenadas de índ. impar; 


P=Y+Y +... +FY.-. suma de ordenadas de índice par 
(excluyendo las extremas). 


Obsérvese que para la referida paridad de los índices, hay 
que numerarlos desde 0 y no desde 1. 

La fórmula de SIMPSON resulta muy inexacta si la tangente 
a la curva se acerca a la vertical. Conviene para esos trozos 
intercambiar los ejes, aproximando la curva por parábolas de 
eje horizontal. ` 


EJEMPLO 1: Aplicando a [57-3] la fórmula de SIMPSON con h=1 
y con h=1/10, se obtiene, respectivamente: 
mT ~ 3,141 568 96; mT — 3,141 592 60; 
esta. última, con sólo la última cifra inexacta. Las aproximaciones son 
muchísimo mejores que las obtenidas en $ 57-2, ej., con el método de los 
trapecios. 


c) Expresión de PEANO para el resto. — Calculemos el resto o dife- 
rencia entre el valor exacto de la integral y el dado por [57-6] en el 
caso en que f(x) tenga en [a, b] derivada cuarta continua. 

Comencemos para ello con el caso a) de un único arco de parábola, 
o gea n = 2 divisiones. Si F(x) es una primitiva de f(x), el resto con- 
siderado como función de h tendrá por expresión: 


r(h) =F(ñ) — Fí—h) —+ [£(—h) + 4£(0) + £(9)1. 
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ls fácil verificar, haciendo el cúlculo, que esta función se anula 
conjuntamente con sus dos primeras derivadas para h=0, y que la de- 
rivada tercera vale: 


T” (h) = + [£”(h) — f” (—h)], 


y por el teorema del incremento finito ($ 35-1): 


r”) = E O (REH). 


Integremos ahora tres veces consecutivas entre 0 y h, aplicando cada 
vez el primer teorema del valor medio (§ 48-6, c), lo que permite sacar 
de la integral el factor f'"(£), sin cambiar el significado de £ como nú- 
mero comprendido entre —hAh y h. Resulta así: 

5 
[57-7] r = E E,  (—h<E<M). 

Si la curva es una parábola de segundo o de tercer grado, es 
f'"(x)=0, y la fórmula de SimPsoN da el resultado exacto. 

En el caso general, tendremos k=nm/2 arcos de parábola; el resto, 
R, será suma de expresiones como [57-7], o sea: 


R= — -5 PLE) +... + 10607, 


y como el promedio de los f'""(£,), por estar comprendido entre los ex- 
tremos de la función continua f(x) en [a, b], es ($ 26-4), igual a 
f'(£) con a< £< b, resulta la expresión del resto: 
4 
[57-8] R = — ag CLOE), (a<E<b). 
Si M es una cota superior de f(x) en [a, b], tendremos la cota 
de error: 
h* 
NoTA: De más fácil deducción. pero con coeficiente algo mayor, es 
considerar en [57-4] el resto de la serie, que por ser igual al término 
complementario de TAYLOR se acota así: 


| ae = | eae) < M E 

wx +.. | = 41 ) o 4r? 

e integrando entre — h y h, resulta como cota de error para dos inter- 
valos r(h)< Mh'/60, y para todos ellos: 


Aa 5 4 
R<?e MR h 


; 2h 60 ~ 120 
En nota I, c reencontraremos la fórmula de SIMPSON por otro ca- 
mino, con otra acotación del resto, de más fácil aplicación. En la prác- 
tica, la aplicación de [57-8] conduce con frecuencia a acotaciones dé- 
biles, si se quieren evitar cálculos laboriosos en la acotación de f" (æ). 





(b —a)M. 





EJEMPLO 2: En el ejemplo 1 se tiene: 


y =—(1+xu)”?.2x, 
y” = 8(1 + 2)*.x%2 — 2(1 + 22)”, 
y” = —48(1 + æ)“. x -- 24(1 + <3)”".x, 


yo 24[16(1 + x)=. x — 12(1 + 42)*.0%+ (142), 


E w ‘ Y ? 
ly] < 2410 (57) +1m(%7)+1) 
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y como el máximo de %/ (1+ x), en [0, 1], es ł (para x= 1), resulta 
|y | < 24[1 +3+1] = 120, con lo cual el error de la fórmula en el 
cálculo de 7/4 es: ; 
a 120 __2 __1. 
< (a). 180 ~ 4'.3 ` 384 Ze 0,008, 


a él debe agregarse el de los redondeos. 


4. Integración por desarrollo en serie. — Si la función f(x) 
admite un desarrollo en serie de potencias, 

f(x) = ao + ax + a2 A- Han H nnn. = 
una función primitiva resulta, como se vió en $ 43-5, integran- 
do cada término, y el intervalo de convergencia es el mismo de 
la serie dada. Al efectuar la integración por este método, debe 
cuidarse ante todo de no aplicarlo más allá del intervalo de con- 
vergencia, pues esto conduciría a absurdos. Además, es nece- 
sario calcular el grado de aproximación alcanzado al tomar 
algunos términos, pues bien puede suceder que los infinitos 
despreciados (aun siendo insignificantes los primeros que si- 
guen `a los tomados) tengan suma considerable. 

El desarrollo en serie de la función puede hacerse com- 
binando las propiedades ya expuestas en § 44, esto es, operando 
por suma, resta, multiplicación, etc., con las series que repre- 
sentan las funciones elementales que componen f(x), o bien 
con la fórmula de MAc-LAURIN. Si no hay desarrollo según 
potencias de x, o el intervalo de convergencia no comprende al 
intervalo dado, convendrá trasladar el origen, poniendo 

= x' + a, o bien desarrollar en fórmula de TAYLOR, según las 
potencias de x — a. 


EJEMPLOS: 1. De importancia fundamental en Cálculo de probabili- 
dades es la llamada función error (Fehlerintegral) (x), definida por 
GAUSS así: 


2 w 
[57-9] P(x) = —= -t? dt. 
Rf 


Del desarrollo de e” resulta el siguiente, convergente para todo t: 
t tt t° 








A A a 
y de aquí, para cualquier a": 
z 2 a? ar a” ) 
(BTL BA | e—a ore al 


Para cada x, la serie cumple, desde un término en adelante, las con- 
diciones del criterio de series alternadas (§ 22-3), lo que permite acotar 
cómodamente el resto. Para x—> %, la función P(xw) crece, por ser po- 
sitivo el integrando, y tiende a 1 ($ 53-5). 


2. Función integral-seno. 


x x z 
a en t Pp tt 
Si(e) = / ta (iso. )Jóu= 
o 


0 
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g" a 
=e 
3. La integral F(x) = f= dæ no puede expresarse por funciones 


elementales, y tampoco puede desarrollarse en serie de potencias de x el 
integrando; pero si se transforma así; 


er dg er —1 er —1 
fLar= [24 [2 do=mu+ f m dx, 


siendo: 








er—1 


w x? 
a AER 
convergente para todo x, se tiene: 
Mia o e 
2 2! n n! 
Esta función se llama exponencial-integral, Ei x. Poniendo « = In t 
se expresa la integral indefinida, así: 
dt 


ln t 


forma en que fue estudiada por BESSEL y GAUSS. Este último halló que 
el número de números primos menores que n está próximo a 


i dt 
Int’ 
2 
la cota de error sería menor que A Vn.lnn, con A constante, según 
probó H. von KocH (1901) basándose en una famosa hipótesis de RIE- 


MANN, aun no probada ni refutada, sobre la posición de los ceros de la 
función 


q” 











l 


n* 





90 
Ho =z, 


que prolonga al campo complejo la serie armónica generalizada (§ 22-2, b). 
Bajo esta hipótesis, resultaría que la distribución de números primos al- 
rededor de una ley media de crecimiento se hace al azar, es decir, según 
los resultados del cálculo de probabilidades. 

Se llama logaritmo-integral a la función 


T 
"s= f e 
In t 
0 


obtenible de la exponencial-integral mediante Ei(ln x). 


5. Fórmula de integración de Gauss. — a) El área bajo un 
arco de parábola está expresada en [57-5] mediante tres or- 
denadas equidistantes: Yo, Y1, Y2. Ahora bien, vamos a ver que 
es posible elegir las tres ordenadas no equidistantes, de modo 
que el área venga expresada más exactamente por una expre- 
sión también lineal, de la forma: 


[57-11] S = Ro yo + Ri yı + Rey. 

Adoptando como origen el punto medio del intervalo, y to- 
mando como unidad a la semiamplitud del mismo, tenemos 
($ 57-3, a) para la integral entre — 1 y +1 de [57-4]: 
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2 
2 to + -p %2 Ya + .... 


Ensayemos ahora la determinación de tres valores xo, 21, %2, 
y tres coeficientes, Ro, R,, Ro, tales que la expresión [57-11] 
coincida idénticamente en do, Qv 0%, ..., es decir para cual 
quier función, con este desarrollo, o sea: l 


Ro (ao + a1 £o + a2 £ A- as t +...) + 
+ Rı (do + t1 X1 F a2 21? + as 2 H ...)+ És 
+ Ra(0 +41 La + 02 224 a...) = 


=2 00H tab eo. . 


Las incógnitas R;,x; se calculan ahora por el método de 
coeficientes indeterminados ($ 44-4); igualando los coeficien- 
tes de ao, Qi, 042, Az, 44, Ag (y despreciando los siguientes), resul- 
tan las condiciones : 


Ro +R +R: 2 
Rozo Riz Roze = 0, 
Ro zè + R: x? + R: t? = 2 
Ro v + Ri m + Rez = 0, 
Ro xot + Ri x14 + Re £+ = 2/5, 


Rot + Ri x + Reg = 0, 
de donde se despeja: 
Ro = 5/9, y = — 3/5 = — 0,174... , 
R, = 8/9, z= 0 


R: = 5/9, t2».= + V3/5 = 0,174... ; 


si la semiamplitud del intervalo es h, basta multiplicar por h 
las abscisas, y resulta : 
Adoptando como valor del área la expresión : 
[57-12] h(5 Yo + 8Y: +5 y2) : 9, 
siendo Yo, Yı, Y2 las ordenadas en los puntos de abscisas: 


— h V 38/5, 0, +h V 3/5, 
resulta un valor del área cuyo error es del orden de R. 

Comparada esta fórmula de GAUSS con la de SIMPSON, se 
ve que el mayor trabajo del cálculo queda compensado con la 
mejor aproximación obtenida. 

Así, por ejemplo, si se desea calcular con sólo tres datos 
la temperatura media de un día (es decir, la integral de la tem- 
peratura, dividida por el intervalo), deberían tomarse estas 
tres temperaturas a las horas siguientes : 

2 2472 a/m, 12t m, 9* 18” p/m. 
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b) La fórmula de Gauss [57-12] puede generalizarse para n orde- 
nadas. Por ejemplo, para n = 4, la expresión del área es: 


S — Royo + Ry: + May + Riyo 


Ro = R, = 0,347855 R, = R: = 0,652145 
— o = + %o = 0,8611 — %ı = + za = 0,3400. 

Puede desarrollarse el método general utilizando las propiedades de 
los polinomios de LEGENDRE (nota III). Teniendo 2n constantes a de- 
terminar (n abscisas Zo, Ls, ..., Ena Y N coeficientes Re Ra, ..., Ra-1), 
podemos elegirlas de modo que la fórmula sea exacta cuando f(x) es un 
polinomio arbitrario de grado 2 n— 1: 

[57-13] f(z) = a + ar +... F ana., 

Si la fórmula se expresa con las Ordenadas Yı, en los puntos x, ante- 
dichos, deberá dar igual valor para f(x) y para un polinomio y(x) que 
coincida con f(x) en Yo, %1, +... En1. Un tal p(x) está dado por la 
fórmula de LAGRANGE ($ 46-2, a) en la forma: 


siendo: 


-1 
ọ (x) = Z No (2), con: gro (a) S n—1 


Como f(x)—+(x) es divisible por 
P.(2) = (2% —%0) (2—%1) ... (14 — Lr1), 
tendremos: 
f(x) — v(x) = P.(2)Q(x), —(egrQ < n—1), 
y deberá ser: 


f Pewa =0 


Esto se logra para Gds polinomio Q(x) de grado = n — 1, si Pn(x) 
es el polinomio de LEGENDRE de grado n (nota III, a), y entonces Zo, 
iy ..., En deben elegirse como los ceros de dicho polinomio. Con ello se 
determinan fácilmente los coeficientes R,, como veremos en [57-14] del 
apartado siguiente, 


6. Aplicación de los métodos de interpolación. — Todo método de in- 
terpolación mediante polinomios (Cap. XII) da lugar a un método de 
integración aproximada al reemplazar la integral de la función por la 
integral del polinomio de interpolación. En esta idea se basan también 
los métodos de los trapecios y de SIMPSON, pero en ellos se descompone 
primero el arco en trozos, aproximando luego cada uno por un polinomio 
de 1? y 2% grado, respectivamente. 

Si F(x)= (x—xo) (1—21)...(x —%n), todo polinomio f(x) de gra- 
do <n se expresa por la fórmula de LAGRANGE escrita en la forma 
($ 46-4, a): 


e F (x) 
Integrando entre — 1 y + 1 resulta: 
+] ol 
[57-14] f f(d =S Riy, con: R, = — 1 f F (x) de 
1 F (0) X — Li 
-1 K 


Si f(x) no es un polinomio de grado < nm, la primera igualdad es 
sólo aproximada. 
Para abscisas equidistantes: 


£a = — 1, v = — 1 + —, .. ka= 1, 
n 


se tiene: 
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F (2) 
T — Tj 


= (e + 1). + 1142) (z + O 


=[2) [ED (E +1) (6 —1)...(t—m)], 


siendo t=n(x +1)/2. Además: 
F"(x,) = (x; — Lo) <.. (£4 — %j-1) (2, — Xj) e.. (Xj — En) = 


= (—1)"! E) Haai 


Tenemos, entonces: 


"tæ dæ = Rf(—1) + Rt( — 1+ 2) +... + Rf), 
siendo: 
—1)™? a "n 
R; =L em t(t—1)...(t—j+1) (t—j—1)...(t—n)dt. 


Para un intervalo [a, b], si h = (b —a)/n: 


f f(x)dæ = Rof(a) + Rfla+h) +... + Rr£(b), 


con igual expresión de R,, reemplazando 2/n por h. 

Ésta es la fórmula de NEWTON - COTES, una de las más antiguas de 
integración numérica (1. NEWTON, carta a G. G. LEIBNIZ, de fecha 24 de 
octubre de 1676; R. COTES, Harmonia mensurarum, 1722). Esta fórmula 
de abscisas equidistantes es poco recomendable, debiendo preferirse el mé- 
todo de Gauss ($ 57-5) de modificar convenientemente las abscisas, por- 
que entonces aumenta considerablemente la aproximación. 


a EJERCICIOS 


1. Calcular con la fórmula de los trapecios, con kh = 1/10 y 5 decimales 
2 


J2 = ln 2, explicando por qué el resultado es por exceso. 
1 


2. Si para x œ 0 es y=f(x) creciente y cóncava hacia y < 0, probar 
que la diferencia 
n 


Des ft) de—[3£(0) + £(00+£(2)+...+f(n—1)+ 2£(m)] 
0 


tiende a un límite positivo finito cuando n > œ. 

3. Aplicando el resultado anterior a y = ln (1 +x), probar que 
n! = nne-n Vna con a, >« finito (STIRLING). Cfr. [53-14]. 

4. Calcular por la fórmula de SimPsoN [57-6], la integral del ejerci- 
cio 1 con la misma subdivisión e igual número de cifras, verificando que 
Tesultan todas exactas. 

5. Llamando P, al punto de y = f(x) de abscisa a + hr y Q, a su 
proyección sobre el eje æ, interpretar geométricamente la fórmula de 
SIMPSON [57-6] como suma de rectángulos de bases Q»- Q».» y alturas 
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Qs H., de modo que sea Par. H, = Par, 1-/8 si I, es la intersección del 
segmento Par+1 Qar+, con la cuerda correspondiente. (Cfr. nota I, c). 


6. Siendo P(x) = erf la función error [57-9], calcular con dos 
1 


decimales ¿ V 7 erf 1 = f e`!" dt, probando que si se toman 4 términos, 
0 


cada uno al milésimo, el error es menor que 1/100. 


7. a) Expresar por una serie la integral (elíptica) 
t 


f(t) = f dæ/V i +; b) Calcular f(3) con tres decimales exactos. 


8. Con el método indicado en § 55-3, b, desarrollar en series de po- 
tencias de k las integrales elípticas completas K(37,k) y E(37,k). 


9. Calcular la longitud de la elipse x?* + (4y*)/3=1 ($8 55-3) con 
4 cifras exactas con la fórmula de SIMPSON dividiendo (0, 7/2) en 6 
-partes. Comprobar con el desarrollo en serie de la integral elíptica com- 
pleta E(37,k) (ejercicio 8), averiguando cuántos términos son necesa- 
rios para asegurar cuatro cifras exactas. 
1 


.10. Probar que f In (1—x)” deu = 1 desarrollando en serie de po- 
w; 
tencias el integrando. 


11. Probar que In = xe” dx (n natural), se expresa mediante 


funciones elementales y la exponencial-integral (§ 57-4, ej. 3). 

12. Calcular la integral de los ejercicios 1 y 4 por la fórmula de 
Gauss [57-12], con cinco cifras, siendo V 3/5 = 0,774 60. 

13. Verificar los siguientes valores de R; para la fórmula de NEWTON- 
CoTES ($ 57-6) para intervalo (—1, 1): - 
n=1: Ro=R=1; n=2: Ro= R:= 1/3, R = 4/8: 
n=3: R= R: = 1/4, Rı = R: = 83/4; 
n= 4: R= R = 7/45, R = R = 32/45, R: = 4/15; 
n= b5: R= Rs = 19/144,R, = R. = 25/48, R: = R, = 25/72. 


§ 58. INTEGRACIÓN GRÁFICA 


1. Integración gráfica de funciones escalonadas. — a) Fun- 
ción constante f(x) = k. — En este caso, la función integral 


kas =k (e—a) 


está representada por una recta que corta al eje x en xz =q. 
Su inclinación p se determina uniendo el punto P (— 1; 0), 
que llamaremos polo con H (0; k), determinándose así el án- 


gulo OP H = y (fig. 175), tal que tg ¿ = e = k. La 


gráfica de la función integral será entonces la recta r, trazada 
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por el punto x = a del eje x, paralelamente a P H, y el área 
orientada ab BA está representada numéricamente en valor 
y signo por el segmento 
orientado b C, es decir, 
por la ordenada de C. 
Esto último puede pro- 
barse también conside- 
rando, los triángulos se- 
mejantes POH y adC 
(hágase). Constrúyase 
otra figura para el ca- 
so k<O0, y otras dos 
para b< a. El segmen- 
to PO = 1 se llama ba- 
Fig. 175, se de integración o dis- 

tancia polar, 
b) Si f(x) tiene un número finito de discontinuidades, 
siendo constante entre cada dos consecutivas (fig. 176), se di- 

ce es una función escalonada, y la función integral 


fia) dg 


estará representada por la quebrada a B C D, cuyos lados son 





D 





Fig. 176. 


respectivamente paralelos a los radios polares PK,, PK», P Ka 


La integral entre a y b se representa por el segmento orien- 
tado b $. 


NOTA: A veces conviene tomar la distancia polar PO=p, con lo 
cual las ordenadas de la quebrada integral quedarán reducidas a la 
p-ésima parte de su altura, y el área buscada vendrá dada por p.bS. 
Suelen también usarse perfiles en los cuales las escalas horizontal y ver- 
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tical son distintas, dando el área orientada el valor de bS a la escala de 
alturas, supuesto determinado PO=1 a la escala horizontal. 


EJEMPLO: Consideremos un perfil tal que sea 1/200 la escala de al- 
turas y 1/5000 la escala horizontal. Si es cómodo elegir PO=20 cm, y 
resulta bS=—-+15 cm, el área buscada medirá +3 hectáreas (porque 
si, por ejemplo, tomamos el metro como unidad, es PO =20.50; bS= 15.2, 
dando el área p . b S = 1 000.30 = 30 000 m’). 





2. Integración gráfica de funciones cualesquiera. Fuera 
de los casos anteriores, la curva integral se puede dibujar con 
bastante exactitud, de la siguiente manera. i 

Efectuando la compensación por verticales, se sustituye la 
curva por una poligonal, haciendo que se vayan compensando 





Fig. 177. 


los errores, para lo cual tendrán que ser iguales los triángulos 
1 = l’, 2 = 27, 3 = 3, etc., lo cual se consigue en el dibujo con 
suficiente exactitud (fig. 177), y luego se procede como en 


§ 58-1, b. 
Si queremos construir la curva integral de la dada, obser- 
vamos que los puntos A”, B', C' ..., pertenecen a dicha curva 


integral, puesto que para las ordenadas de estos puntos, las 
áreas de la poligonal y de la curva son iguales. Además, las 
pendientes de los radios polares Tı, 42, 3, ... (fig. 177) vienen 
medidas por las ordenadas de la curva dada en A, B, C, . 
por lo cual los lados de la quebrada obtenida son tangentes a 
la curva integral en A', B', C”, ..., dando así el método de com- 
pensación por verticales una quebrada circunscrita a la curva 
integral buscada. 

Para obtener, pues, la curva integral, basta trazar una cur- 
va que pase por dichos puntos A”, B', C”, ..., y que sea tangen- 
te en los mismos a los lados de la poligonal. 


NOTA: Si hacemos la compensación por horizontales, como en la fi- 
gura 178, obtenemos también una integral poligonal, pero ya no resulta 
tangente a la curva integral, sino sólo una quebrada inscrita a ella, y 
de ésta sólo se tienen puntos, como el A’, B’, C’, D’. 
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Se ve, pues, que es preferible el método anterior, que da la curva 
integral por puntos y tangentes. 

Si sólo interesa el área total encerrada por la curva, el eje Ox y 
las ordenadas extremas, viene expresada por la diferencia de las ordena- 





Fig. 178, 


das extremas de la curva integral, que en ambos procedimientos coinciden 
corn las de la poligonal integral. 

Para la cuadratura de recintos, limitados por una curva cerrada, se 
descompune ésta en dos arcos. 

Como dijimos en $ 41-12,c, la principal utilidad de los métodos gráfi- 
cos. que sólo son groseramente aproximados, es la de controlar los mé- 


todos numéricos, susceptibles de deslices importantes, no fácilmente ad- 
vertibies. 


EJERCICIOS 


1. Probar que si u y v son las unidades en x e y, y w la unidad en y 
para la curva integral, la distancia polar p=0P es p=uv/w, y cons- 
truirla como cuarta proporcional. Análogamente es w =uv/p. ¿Cuánto 
valdrá w en el ejemplo de $ 58-1, b, si se toma el metro como unidad? 


2. Supongamos que en un diagrama de momentos para el cálculo de 
una viga conviene adoptar como escala de longitudes 1 cm =2 m; como 
escala de fuerzas, 1 cm = 500 kg, y como escala de la curva integral de 
menos 1 cem = 5000 kg x m. ¿Qué longitud en centímetros debe te- 
ner p? 

3. Determinar el polo P de modo que una curva integral de f(x) 
pase por Aa(a,0) y S (b,b S), basándose en una estimación del valor me- 
dio u de f(x) en (a,b). 

4. Sean t la tangente en M a una curva C, t, y nı tangente y normal 
a una curva integral C, en el punto M, de igual abscisa. Probar que el 
centro de la circunferencia osculatriz ($ 40-6) de C: en M: se halla tra- 
zando por la intersección de t y xv una paralela al eje y, hasta cortar a nı 
en P; por P, una paralela a h, hasta cortar a MM, en Q, y por Q, una 
paralela al eje x, hasta cortar a n: en R. 


5. Considerando intervalos de longitud h — 1/10, trazar mediante com- 
pensación: a) por verticales, b) por horizontales, las curvas integrales: 
æ z 


fo dx, (1<xY<2) ¡fa + 2)? dr, (0<x“w=<1); y hallar ln 2= 0,693, 
1 n 
T/4 = 0,785. 
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6. Calcular gráficamente li 3— li 2=M. fa x/llgx ($ 57-4, ej. 3) 


dividiendo el intervalo en cinco partes. 


7. En la interpretación geométrica dada en el ejercicio 5 de $ 57 para 
In fórmula de SIMPSON basar un procedimiento de integración gráfica. 


$ 59. INTEGRACIÓN MECÁNICA 


1. Intégrafo de Abdank Abakanowitz. — Los aparatos lla- 
mados intégrafos dibujan la curva integral de una función da- 
da por su gráfica. Los planímetros, de uso más frecuente, mi- 
den superficies planas, haciendo recorrer su contorno a un ín- 
dice o punzón del instrumento. Expondremos los principios 
generales en que se basan unos y otros, sin entrar en detalles 
de diferentes modelos, que sólo pueden asimilarse con el ma- 
nejo de los mismos. Los integradores son aparatos que, al mis- 
mo tiempo que el área, calculan el momento estático y el mo- 
mento de inercia de un recinto, que consideraremos en el vo- 
lumen TÍ de esta obra ($ 84). 

El intégrafo de ABDANK ABAKANOWITZ se basa en el mismo 
principio que la integración gráfica (8 58), pero el trazado 
continuo del aparato permite obtener la curva integral sin pa- 
sar por poligonales intermedias. 

Supongamos una curva dada por la función: y = Í(x); sea 
F(x) una curva integral, es decir, tal que: F(a = f(x) ; los 
valores de F’ (x) son las pendientes tga de las tangentes en 
los diferentes puntos de la curva integral, y coinciden con los 
valores de las ordenadas de la curva f(x) en los mismos pun- 
tos (fig. 179). 

Adoptando como unidad un segmento QP (fig. 179), 
tiene: f(x) =tga« para cada valor de x. A medida que f (2) 
toma distintos valores, según los de x, el ángulo « varía, puesto 
que QP = 1. Si se tiene, pues, un medio de ir dibujando una 
curva y = F(x), tal que la tangente en cada punto sea paralela 
a la correspondiente recta Q M, dicha función cumplirá la con- 
a F’ (x) =f(x%), y por lo tanto, será una curva integral 
de f(x). 

Una barra Q'A A’ se traslada conservándose perpendicu- 
lar al eje x, arrastrando dos varillas A M y A' M', perpendicu- 
lares a ella y que pueden deslizarse a lo largo de ella. El esti- 
lete M, destinado a describir la curva y = f(x), es origen de 
una varilla que pasa por Q, deslizándose por él según varía 
la hipotenusa Q M al variar la ordenada y =P M. Sobre esta 
varilla Q M se desliza, conservándose perpendicular, otra va- 
rilla c, que forma con otra igual c” un paralelogramo articu- 
lado, de modo tal que la ruedecilla r, situada en el centro de c', 
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se conserva siempre paralela a QM; y como está obligada a 
conservarse en la misma ordenada P M por la varilla m’ que 
resbala sobre a, resulta que dicha ruedecilla r traza una hue- 
lla tal, que la tangente en cada punto es paralela a Q M, es de- 





cir, una curva y = F(x) tal que en cada punto es F(x) = y, 
si se adopta como unidad el segmento m; luego, F(x) es una 
función integral de f(x). 

Al comenzar el trazado, puede deslizarse ¢ sobre QM arbi- 
trariamente, pudiendo por lo tanto colocarse M' arbitrariamen- 
te sobre la ordenada P M (naturalmente, dentro del límite que 
permiten las dimensiones del aparato), pero una vez fijada la 
posición inicial M’, es decir, elegida la constante de integra- 
ción, la curva integral queda completamente determinada al 
recorrer M la curva dada. 

El segmento de ordenada, limitado por los puntos inicial y 
final de la curva obtenida, representa el área con la unidad 
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PQ del aparato; es decir: el recinto es equivalente al rectán- 


gulo cuyos lados son P Q y aquel segmento. 

Para obtener el área de un recinto limitado por una curva. 
cerrada, basta descomponerla en dos arcos por los puntos de 
las abscisas extremas; y obtenidas A 
las dos curvas integrales a partir de y | N" 
un mismo punto, la diferencia N’ N” 
de las ordenadas finales mide el área | 
(fig. 180). De igual manera, todo 
intégrafo puede usarse como planí- 
metro. 


NoTA: En el modelo de ABDANK ABA- 
KANOWITZ, que es el más conocido, el movi- 
miento de traslación se logra mediante rue- 
das de ancha llanta y eje a, en los extre- 
mos de esta barra. , 

La curva derivada y = f(x) no se des- 
cribe con el mismo punto M, ni la integral 
con el M”, sino por otros puntos M, y M' en 
la prolongación de m y m’. Esto equivale a 
trasladar paralelamente ambas curvas en 
el sentido del eje x, pero subsiste la misma Fig. 180. 
relación entre ambas. 

El movimiento de traslación de m y m' a lo largo de a, se efectúa me- 
diante un carro de dos ruedecillas que cada varilla lleva en su extremo, 
y que ruedan sobre sendas ranuras de la varilla a. Estos carros, situa- 
dos en A y A', suelen llamarse carro diferencial y carro integral, respec- 
tivamente. 





2. Planímetros de ruedecilla integradora. — a) Teoría ge- 
neral. — Consideremos una varilla A B, de longitud 1, movién- 
dose de cualquier modo en un plano. Cada pequeño desplaza- 
miento de la varilla puede considerarse (fig. 181) compuesto 
de una traslación (A B —> A’ B’) y una rotación alrededor de 





Fig. 181. 


un extremo (4' B' > AB”). Llamando An al desplazamien- 
to orientado en un determinado sentido, según la normal 
a la traslación, y A y al ángulo girado, el área AS = A B B’ B” 
A” A barrida por la varilla es: 

[59-1] AS =l.Aan+340P.Ag, 
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dado en valor y signo, según el atribuído a An, con el de Ap 
que le corresponda. 
La varilla lleva una rueda R, que llamaremos ruedecilla 
integradora, cuyo 
R plano está a la dis- 
A ceé B tancia c del extre- 
i ! mo A (fig. 182), y 
C a cuyo eje de giro 
es paralelo a la va-- 
rilla *. En la tras- 
lación AB => A'B', la ruedecilla R rueda una longitud An 
pues no gira si la varilla se desliza paralelamente a sí misma. 
En la rotación A' B” > A'B”, la ruedecilla rueda c.x p, de mo- 
do que al barrer la varilla el área AS, la ruedecilla R rueda 
una longitud. 


Fig. 182, 


A8S=ARNT+CAg 


Si llamamos au a la distancia del plano de la ruedecilla al 
punto medio de la varilla (fig. 182), tendremos entonces, por 
[59-1], que el elemento de área AS barrido por la varilla es 
en valor y signo: 


[59-2] AS =l.18—cel.ap+ $4 l.dp=1l.28+10,Ag. 


b) Planímetro po- B” 
lar de AMSLER. — El 
extremo A de la va- 
rilla está obligado a 
describir un arco de 
circunferencia, para 
lo cual está sujeto por 
una varilla (brazo 
polar) a un centro fi- 
jo O (polo). El otro 
extremo, B, de la va- 
rilla (brazo de tra- 
zado) lleva un estile- 
te que recorre la cur- 
va (fig. 183). 

Según la posición 
y tamaño del área 
que se trata de me- 
dir, distinguiremos Fig.188. 
dos casos: 


1° Polo afuera: El punto A describe un arco no contenido 
en el área. El ángulo total descrito por la varilla l es nulo, 








* En los modelos corrientes, la ruedecilla no tiene ef centro en la misma varilla, sino 
que está mcntadu en un eje paralelo, en un pequeño bastidor. Este corrimiento nu altera 
el arco girado en lu traslación ni en el giro. (Cfr. ejercicio 1 de $ 59). 
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pues vuelve a su posición inicial sin haber descrito una cir- 
cunferencia completa (fig. 183). 

Resulta, entonces, de [59-2]: 

El área engendrada por la varilla de longitud l es ls. 

Ahora bien: el área total descrita por l se compone de una 
parte descrita dos veces en sentido contrario (y por lo tanto, 
de suma nula), más el área S, descrita una sola vez. Resulta, 
por lo tanto: S = ls; es decir: 

El área del recinto es el producto del brazo l por el arco 
descrito por la ruedecilla R, al recorrer con el indice su con- 
torno. 

Este arco s se obtiene haciendo una lectura inicial en el 
tumbor graduado de la ruedecilla R y otra lectura final al vol- 
ver al punto de partida. La di- 
lerencia entre ambas lecturas 
da s; las dimensiones de la rue- 
decilla y la varilla son tales que 
cada centésima de circunferen- 
cia por l es 1 em?. Si el nonio 
del tambor permite apreciar un 
décimo de dicha centésima, ca- 
da unidad del nonio representa 
10 mm?. En muchos modelos 
puede hacerse variar la longi- 
tud l, y para algunos de sus va- 
lores viene dada la unidad de 
área que corresponde a cada 
unidad de arco de la ruedecilla. 

2% Polo adentro: El punto A describe (fig. 184) una cir- 


cunferencia interior a S. Entonces, el ángulo girado por l es 
27, y tenemos: 


Área engendrada por l es: ls + 2r al. 
El área S es igual a ésta más el círculo de radio r; luego: 
El área del recinto se deduce sumando al producto ls la 


constante 
C=""r”?+9Yral. 


Esta constante está dada en el aparato, y no es preciso cal- 
cularla. 





Fig. 184. 


NoTAS: 1. Es preferible emplear el planímetro en el primer caso de 
polo afuera, porque entonces no influyen en la evaluación del área los 
errores inherentes a los datos r y a. Si el área a medir es grande, ésta 
se divide en partes. Además conviene situar el planímetro de manera que 
el polo. O se encuentre cerca del plano vertical prolongado de la ruedecilla, 
evitando que el contorno a recorrer sea paralelo o esté próximo al arco 
circular A A” descrito por el extremo del brazo polar (la fig. 183 indica 
una posición muy desfavorable). 


2. El método práctico para saber, en el caso de polo afuera, por cuál 
constante hay que multiplicar la diferencia de lecturas del tambor de la 
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ruedecilla para obtener el área, es medir directamente 1 cm? del dibujo 
en papel milimetrado. 

Si se lo emplea con cuidado, un excelente procedimiento para contro- 
lar el resultado, y aun para ser aplicado directamente, es cubrir la figura 
a medir con papel milimetrado transparente, y contar el número de uni- 
dades de área que quedan encerradas por el contorno de la figura. Con- 
viene contar primero los decímetros cuadrados de papel íntegramente 
contenidos en el contorno; luego, el número de centímetros cuadrados; y 
por fin, el número de milímetros cuadrados, suponiendo que cada uno de 
ellos, cortado por el contorno, deja una mitad dentro, para que los que . 
dejen más se compensen con los que dejen menos. A 

3. Cuando se requiere mucha precisión, deben tenerse en cuenta va- 
rias fuentes de error; aparte de la contracción del papel que contiene la 
figura, falseando y deformando las escalas con que ella está represen- 
tada, las dos más importantes correspondientes al planímetro son las 
siguientes: 

1% El eje de la ruedecilla integradora puede no ser paralelo al brazo 
de trazado. El error ocasionado se reduce esencialmente si se toma el 





Fig. 185, Fig. 186. 


promedio de dos lecturas, una con el codo a la izquierda y otra con el 
codo a la derecha, en posición simétrica a la anterior, recorriendo el con-. 
torno en el mismo sentido (fig. 185). Esto puede hacerse en los llamados 
planiímetros de compensación, de codo A desarmable. (Cfr. ejercicio 2 
de $ 59). 

2% La ruedecilla integradora puede correrse o patinar, debido a irfe- 
gularidades del papel. Esto se evita en los planímetros de precisión de 
disco, en los cuales la ruedecilla rueda sobre un disco metálico y no sobre 
el papel. 

La precisión alcanzada usualmente con un planímetro corriente, co- 
rresponde a una cota de error de 1/500 del valor del área buscada. 


c) Planiímetro lineal. — Se distingue del polar en que el 
punto A (fig. 186) está sujeto al eje de un carro que se mueve 
en el plano en una dirección x. Como al recorrer B la curva, 
describe A un segmento rectilíneo dos veces en sentido contra- 
rio, la fórmula es la misma del primer caso, esto es: S = ls. 


3. Planímetro de Prytz. — Este planímetro, inventado en 
1887, es notable por su sencillez y la posibilidad de fabricarse 
uno, aunque sus resultados sean menos precisos. 

El brazo A B (fig. 187) tiene longitud variable entre cier- 
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tos límites, y se lo fija mediante el tornillo a presión T. Este 
brazo lleva en un extremo un punzón P, y en el otro una lá- 





Fig. 187. 


mina afilada D, especie de pequeña hacha que se apoya en el 
plano del dibujo. 

Para medir un área S (fig. 188), se la divide por E F en 
dos partes aproximadamente iguales. Colocando el punzón en 
F y la lámina afilada en J, sobre la prolongación de E F y des- 
pués de haber fijado la longitud del planímetro de modo que 





Fig. 188. 


sea FJ = 1,15 E F, se recorre con el punzón el arco superior 
F E, llegándose con el borde filoso a un punto H y determi- 
nándose un ángulo «, (que puede hallarse por su seno dividien- 
do H H, por la longitud a del planímetro). De igual manera se 
P el ángulo az al recorrer con el punzón el arco inferior 
F E. 

Veremos que entonces el área S está dada por: 


[59-3] S = q (aitaz), (ait az en radianes), 
o bien por: 
[59-4] 


S = 300% (a, +a2), (a + «as en grados sexagesimales). 


Nos limitaremos a bosquejar la teoría de este planímetro, basada 
en un principio diferente de los anteriores. Si un punto P, inicialmente 
en el origen de un sistema de coordenadas, se mueve sobre el eje æ, otro 
punto D, rígidamente unido a P a la distancia a, e inicialmente en (0; a), 
recorre una curva llamada tractriz (fig. 189). Se tiene: 


de. Y 
de T Vær" 





es decir, 
yde =—Var— y dy, 
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y entonces, el área bajo un arco de tractriz es: 
S=Syde=—3y Va — y — 3 al aro sen Z + GC. 


Como ły V a? — y? mide el área del triángulo DM P, que llama- 
remos A, y arecsen(y/a)= 0, resulta: 
S +4=— a0 +C, 





0 M P 


Fig. 189. 


y entonces el área sombreada de la figura 190 (área barrida por el bra- 
zo) será: 
[59-5] — ła (0—0), 

Si en lugar de la curva de la figura 188 se considera un poligono 
inscrito, y se recorre éste con el punzón P (en dos partes, como hicimos 





con la curva), el borde filoso D recorre curvas formadas por arcos de 
tractrices. Llamando: 

S, : área del polígono; 

T’ : área del sector circular, análogo al E H G; 

R’ : área de la parte restante, análoga a HGJ; 
se obtiene, por aplicación de [59-5]: l 

T + R = S, — ła (ar +a), 

siendo a y ay los ángulos análogos a %: y az, al recorrer poligonales. 
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El último término es de nuevo T’, de modo que por un paso al límite, 
se tiene el área S encerrada por la curva: 
S= 2T +R, 
con significados obvios para T y R. 
Se puede probar (ver bibliografía, en nota IV-8) que si a=1,15 EF, 
es R= T, con gran aproximación y amplio margen sobre la forma del 
contorno de S. Entonces, es S=3T, y se obtiene [59-3]. 


EJERCICIOS 


1. Si RA forma con AB (fig. 182) el ángulo $ y el eje de la ruede- 
cilla integradora, no paralelo a la varilla A B, forma con ésta el ángulo e, 
demostrar que un pequeño desplazamiento de la varilla, sewún un corri- 
miento normal 4n, un corrimiento longitudinal Ap, y un giro Ap, hace 
que la ruedecilla integradora ruede una longitud: 
c.o 
cos ô 

Obtener (en lugar de [59-2]) que entonces la varilla barre el elemen- 
to de área: 





As = An.cose + ÁAp.sene + cos (8—.e), 


y c. Ap 
AS 

Verificar que para e = 0, [59-2] no depende de ó. 

2. Aplicar el ejercicio anterior al planímetro polar de compensación 
en el caso de polo afuera ($ 59-2, nota 3, 19), para comprobar que al cam- 
a el codo A en posición simétrica, el ángulo e cambia de signo, dando 
ahora: 


AS = 





cos (8S—2)1 4 3 PF Ag. 


c. Ap 
os ô 


Así, al volver a la posición inicial (Ap —0), se compensan las 
Ap sen e, quedando como promedio de medidas: 


$ (S: + Sa) = 1s/cos e = ls (1 +:3 e?), 
donde se” puede considerarse como despreciable. 


3. Obtener [59-5] de [59-1], observando que para el brazo del planí- 
metro de PRYTZ es constantemente An — 0. 





âs = Ân cos € — âp sen e + cos (3 + e). 


NOTAS AL CAPÍTULO XVI 


I. Método de P. Mansion. — a) En las hipótesis de $ 57-2 conside- 
remos una partición de [a, b] en un número par, n =2k, de subinter- 
valos iguales, y llamemos 0,, 0%, ..., Ca a las partes en que queda divi- 
dida el área S. 

Como por hipótesis, la curva tiene su concavidad hacia abajo, cada 
trapecio está contenido en un área 0,, y entonces: 

[XVI-1] o, > dh(Yyr-i + Yr). 

Dejando a un lado los dos subintervalos extremos, los trapecios ins- 
critos al considerar los restantes reunidos de dos en dos, nos dan asi- 
mismo (fig. 191): 

[XVI-2] Tu + Ona > hlYaua + Ya), (ií=1, 2, ..., k—1). 

Agrupando ahora de dos en dos todos los subintervalos, y conside- 
rando para cada par [%a:, Zs] el trapecio circunscrito que se obtiene 
trazando la tangente en el punto de abscisa media y ordenada (base me- 
dia) Ya:+, logramos una acotación de áreas por arriba: 
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[XVI-3] Ons + Oana < 2h Yan, (¿=0,1,..., k—1). 

Estas desigualdades permiten acotar en ambos sentidos el área S a 
calcular: 

19 Sumando las [XVI-1] obtenemos la fórmula de los trapecios, que 
con las notaciones de $ 57-3,b podemos escribir, indicando ahora el sen- 
tido de la aproximación: 


[XV1-4] S>Ii=hGE->+P-+0. 
29 Sumando, en cambio, las [XVI-3] obtenemos una cota superior L: 
[XVI-5] S<L<=2A41. 
y 











Xica X2i Xai+1 *2i+2 


Fig. 191. 


39 Se puede obtener otra cota inferior !', aplicando a la descompo- 
sición 
»-1 


= 06 + a + a (Ou + 09,41) 


las acotaciones [XVI-1] y [XVI-2], lo que da, llamando E’ = yı + yna 
(suma de ordenadas impares extremas) : 


rxvrs] s>1=1 1 apro) = 21338), , 
fórmula que ofrece la ventaja de no hacer intervenir las ordenadas in- 
termedias de orden par. 





b) Fórmula de PONCELET. — Se obtiene aproximando S por el pro- 
medio de L y !: 
[XVI-7] S~ h(21 — EE), 


y no necesita el cálculo de las ordenadas intermedias de orden par. El 
error será, en valor absoluto, menor que la semidiferencia: 


L—! h A 
MA 
c) Fórmula de SIMPSON. — Se reencuentra al considerar una media 
ponderada entre L y l: 


[XVI-8] s ~ EZL L [m4 41 4 2PJ. 
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El crror tiene por cota superior: 


[XVI-9] LH HELL) ==> h(I —P—}E). 

Si la curva es cóncava hacia arriba, resulta invertido el sentido de 
las acotaciones laterales, pero en la fórmula de SIMPSON siempre tendre- 
mos como cota superior del error la expresión de MANSION: 

[Xv1-10] Eh (1 PAE), 

que aunque no permite estudiar, como en la expresión de Peano ($ 57-3, 
c), el orden de magnitud del error, tiene la ventaja de su sencillez y de 
ser siempre aplicable utilizando los mismos elementos empleados en el 
cálculo aproximado de la integral. 


EJEMPLO: Para el cálculo de 7/4 con h=i, en el ejemplo 1 de 
$ 57-3, tenemos la cota: ` 
2 1 0,031 

T g |1581 — 0,8 — 0,75| = g >’ 

un poco mayor que 0,005, y mayor que la calculada en § 57-3, ej. 2, con 
el resto de PEANO, a pesar de que aquélla se debilitó, para no complicar 
los cálculos. El error verdadero (en 7/4) no llega a 1/100 000, como se 
observa si se compara el primer valor hallado para T en $ 57-3, ej. 1, 
con el exacto. 





II. Fórmula sumatoria de Euler-Mac Laurin. — a) Números de 
BERNOULLI. — Se llaman asi los coeficientes B, del desarrollo de esta 
función, llamada generatriz: 

[XVI-11] E =Bo+4 BH E 
Is" o + 1231 + Bao] La n] Foaia 


El producto de esta serie por e™° es: 


Bo + (B—1), H 
1! 
conviniendo en desarrollar estas subpotencias como las potencias de bi- 
nomios, pero poniendo subíndices en vez de exponentes. 
Al identificar x% con el producto de 1— e” por la serie resultan, pues, 
las relaciones: 





+ (B—1): 37 Eces 


[XVI-12] B, = (B —1),, (n=2, 3, 4, ...), 

y como es Bo = 1, los B, son racionales y se van calculando así: 
2B: — 1 = 0, B =i 
3B, — 3B: + 1 = 0, B =>; 
4 B, — 6 Ba + 4B, — 1 = 0, B, = 0; 
BB, — 10B, + 10B,—5B +1=0, B=--3 


30 * 
Siguiendo así, se hallan (siendo nulos los B, de índice impar mayor 
que 1, como veremos): 


1 1 5 
Becta e e e g 
691 7 3617 
Ba -— A 2730 , Ba, — 6 ) Ba — o 340 , e... o 


Las relaciones [XVI-12] justifican que en el primer miembro de 
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[XVI-11] se pueda adoptar +/(e” —1) como función generatriz, dando 
los mismos valores para B,, (n=2,3,...), pero cambiando el signo de 
B., lo que también resulta cambiando en [XVI-11] x por —«x; así se 
efectúa en muchos textos. (Ver ejercicio 8 de $ 44). 


Análogamente, si se multiplica la serie [XVI-11] por e”, resulta: 
BB DIA BA 
y al identificar el producto de la serie por e” —1 con el numerador de 
la generatriz, que es: 
x _ x e - 
ler `~ e—1 

resulta esta nueva relación: 
[XVI-13] {B + 1), amm B, =: R n<= 1, 2, 
que también sirve para determinar los números B,, pudiendo adoptarse 
(XVI-12] o [XVI1-13] como definición de los mismos. 

De [XVI-12] y [XVI1-13] resulta: 

(B + 1), — (B— 1), =2, 


y si n es par, se obtiene una relación lineal homogénea entre B., B», B;, ... 
(2n B,=09), y como es B,= 0, van resultando nulos todos los números 
de índice impar, excepto B.. 


La notación de los números de BERNOULLI no es uniforme. Por ejem- 
plo en American Standard Mathemathical Symbols, 1928 (Report Z 10 of 
A mevican Engineering Standards Commitee) se indican con B,, B:, ..., 


B., ... los valores absolutos de B:., B,, ..., Bu, ..., de nuestra notación. 
b) Desarrollo infinito de EULER MAc LAURIN. — Apliquemos la fór- 
mula de los trapecios ($ 57-2) a f(x) = e", y resulta: 
1 b 


7 e"? dx = ¿gr + gra + e" + PE + e" [e+ Dh] + 
L 
a 


+ 3 eran + R, 


indicando con R el resto o término complementario. Calculando la inte- 
gral del primer miembro y transformando el segundo, queda: 











arn nh oo 
AAA er” (1 + e” + tin + er] + 3 e" (e""" — 1) + R = 
i en Em 1 pr” à 
= ra rn — 1 
A Fe Ne ) + R, 
es decir, 
1 sean a 
y h F, ent 1 A e" (e rah — 1)’ 
y como por [XVI-11] y los valores de B, y B,, el primer miembro es 
— > rh — 2 9 -2 rh>=..., 
resulta: 
"(Aras ra B. B, B. 
R = [e — e 1 — rr =E on 6! ar) (r h)’ — 
Esta expresión se puede transformar, observando que si f(x) = e° 
es P(x) = re”, f(x) = ve”, ..., y resulta, para elcaso f(x) = e°, 


la fórmula: 
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[XVI-14] 


b 
f f(x) de = hl32(0) +£(a+h)+...HfTa+ (01) + 3 £(a+nh) ) — 


a 


TE ætla) — EE [1 (0)1” (a) ) — 


Si f(x) es una función cualquiera de x, y suponemos que es repre- 
sentable con tanta aproximación como se quiera mediante sumas de la 
forma: 





C1 En + (9er + ... + Che, 


aplicando [XVI-14] a cada término, y sumando los resultados, vemos que 
[XV1-14] puede aplicarse a una tal f(x) en general. Esta fórmula fué 
descubierta, independientemente, por EULER y por Mac LAURIN en los 
años 1730-1740. Puede escribirse así (indicando con T, la suma de los 
trapecios) : 


aa rar) el) 


h* $ y . 
(mM) +... 


La serie [XVI-15] es en general divergente, si bien sus primeros tér- 
minos disminuyen rápidamente, para luego aumentar, en general, más 
allá de todo límite, por suceder otro tanto con los números de BERNOULLI. 
Sin embargo, tomando los primeros términos y deteniéndose antes de que 
comiencen a crecer, se tiene una evaluación muy aproximada de la inte- 
gral, con error acotado en d). 


c) Polinomios de BERNOULLI. — c,) Son los polinomios p,(r), defi- 
nidos por el desarrollo de la función generatriz: 
e° — 1 x x” 
[XVI-16] p i =T + alr) -ir t e.. +H Prr) ni t s.. o 
Se obtiene su expresión simbólica basándose en los números de BER- 
NOULLI (a), escribiendo el primer miembro de [XVI-16] en la forma 
(con B, = — 2): : 


Bo e Birds Es gs 


e 
rm -—1 = =————=—- 
(e ) > e , 


que nos muestra que el coeficiente de x"/nm! es el polinomio de grado 


n+1: B 
= B + T)ar mr ntl 
[XVI-17] Pa (r) = | , 
donde las subpotencias indican índices en B, pero exponentes en r. En 
muchos textos se define como polinomio de BERNOULLI el 
Pralr) = (n+ Don(r). 
ca) De la ecuación de definición [XV1-16] resulta: Todos los polino- 
miog de BERNOULLI 8e anulan para r=UÚ y para r=1. 
Ca) Para r natural es: 
Ea = =1 +e pep... p en, 
Desarrollando las exponenciales y comparando con [XVI-16], resulta: 
[XVI1-18] 14294389 +4... + (r—1)” = q[r), 
que expresa la suma de potenciu semejantes de los números naturales 
sucesivos. 
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cs) Derivando [XVI-17] se obtiene: 
Pp. (7) = (B+r) = n Pra (r) + Ba, 
y entonces, por a): 
[XVI-19] Par (r) = 2k Pax-1 (r) + Baz; P'a (1) = (2k+1)en(r). 

d) Desarrollos finitos de EULER -Mac LAURIN. Restos. — Una ex- 
presión de la fórmula de EULER - MAc LAURIN, cuando se toma un nú- 
mero finito de términos, puede obtenerse de la fórmula de TAYLOR, con 
la expresión integral del término complementario ($ 51-5,c), y también 
directamente, por un procedimiento análogo. Se tiene: 


f Fo de=h | fla+ht) dt=3h Pra+ro d(2t—1). 


Integrando por partes dos veces, y teniendo en cuenta Ca), resulta: 
[XV1-20] 
oth 


f(s) dæ = ahlfla +h) + £la] —h’ f Plat ht) dolt) = 
0 


a 


= ¿h[f(la+h) + £(0)] +» f p(t). f (a+ht)dt. 


Prosiguiendo en la misma forma, resultan los desarrollos parciales 
de [XVI-14], con los respectivos restos: 


[XVI-21] f Ew dæ = 3h [fla + h) + f(a)]— 
S B [P(a+h)— t(0)] + 7 f pa(t) . f (a+ht) dt; 
[XVI-22] 
a+» B.: h? 


f(x) de = t h[f{a +k) + £(a)] — —— [£(a+)h) — £'(a)1 — 


B, h* A 2 A7 

S [f(a +k) — f” (a)] + ur I p(t) . f (a +ht) dt. 

Estas expresiones muestran que si f(x) es un polinomio, el desarrollo 
infinito [XVI-14] se corta, obteniéndose una expresión exacta de la in- 
tegral. , 
Las expresiones anteriores fueron dadas por C. G. J. JACOBI en 1834, 
un siglo después del desarrollo infinito [XVI-14]. También pueden darse 
formas finitas del resto, en términos de una derivada de f(x) en un punto 
intermedio desconocido. 


III. Polinomios de Legendre. — a) Propongámonos hallar un polino- 
mio P,(x) de grado n, tal que sea: 


[XVI-23] P(e) .Q(e) dr =0 


para todo polinomio Q(w) de grado menor que n. 
Podemos poner: ; 


[XVI-24] Pa (2) = == R (0), 


siendo R(x) un polinomio de grado 2n, no completamente determinado, 
pues puede sumársele un polinomio cualquiera de grado n— 1 sin cam- 
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biar su derivada n-ésima. Podemos entonces imponerle la condición de 
anularse en x = — 1 conjuntamente con las n— 1 primeras derivadas: 


[XVI1-25] R(— 1) = R(—1) =... = R"”"(—1) = 0. 


Reemplazando [XV1-24] en [XVI-23], e integrando por partes, re- 
sulta : 


1 
[XVI-26] [QR — QR +... + QDR] = 0, 
-1 


y por [XVI-25] y la arbitrariedad de Q(x) se obtiene: 
[XV1-27] R(1) = R'(1) = ... = R™=» (1) = 0. 
De [XVI-25] y [XVI-27], resulta que R(x) es: 
(x + 1)”(x— 1)” = (x — 1)”, 
salvo un factor constante, que elegiremos, siguiendo a A. M. LEGENDRE, 
como el recíproco de 2"n! =2.4.6...2n, y entonces resulta: 


[XV1-28] Pa (z) = -y . £ (æ — 1)". 


b) El cálculo de los coeficientes de estos polinomios, llamados de 
LEGENDRE o funciones esféricas de primera especie, es muy fácil si se 
desarrolla la potencia de x?— 1: 





(21) = 31) ( n Jan, (p=0,1,..., 1), 
y derivando término a término; 
EZ E p 1 
MDL SC. amp) (2n—2p—1)....(n—2p+1) 4; 


22! — 2%! Pp! (n—p)! 
multiplicando numerador y denominador por los factores decrecientes a 
partir de n — 2 p, obtenemos: 

(— 1)” (2n —2 p)! a 
PP, = 2-2 _—_ LLOC go 

2” p!(n—p)iin—2p)! © ’ 
fórmula general de los polinomios de LEGENDRE, en la cual se observa 
que todos los términos son de orden par o todos de orden impar. Es de- 
cir: la función P,(x) es par o impar, según sea el índice n par o impar. 


c) Comparando los coeficientes de tres polinomios consecutivos, re- 
sulta la relación siguiente, válida para todo valor de x: 
nP, = (2n —1)x Pra — (n — 1)P».», 
y desde n = 2 si convenimos en adoptar P. = 1. Esta fórmula de recu- 
rrencia permite calcular los polinomios de LEGENDRE sucesivamente, par- 
tiendo de P.—=1, P.=x<: 
= 3 2 1 = 5 3 3 = 85 4 15 
Pa = za P = zS Pa g “— Y 
d) Con el mismo método de comparación de coeficientes, resulta esta 
fórmula de recurrencia que determina la derivada P”,(x): 
(2 —1)P”, = ng P, — n Pra. 
e) Dando a v, en esta relación, el valor 1 ó el valor — 1, obtenemos 
las igualdades: 
Pa(1) = Pa. (1), Pa(— 1) = — Pru(—1), 
y como para todo valor de x es P, = 1, resulta, en general: 
P, (1) = 1, P, (— 1) = (— 1)". 


f) Puesto que la función (x*— 1)” tiene solamente los ceros +1 y 
— 1, ambos múltiples de orden n, la primera derivada tiene ambos de 





3 
2 
a 
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orden n— 1, y además un cero simple, x = 0, comprendido entre ellas; 
la derivada segunda tiene los dos múltiples de orden n— 2, y además, 
dos simples, ete. Aplicando así, repetidamente, el teorema de ROLLE, re- 
sulta : 

La función esféric® de orden n tiene n ceros reales, opuestos dos a 
dos, y todos ellos en el intervalo (—1, +1). 


IV. Bibliografía. — 1. La gran variedad de fórmulas y métodos de 
integración numérica, muchos de los cuales, como los de LUBBOCK, GRE- 
GORY, WOOLHOUSE, CHEBICHEV, HARDY, etc., no han sido mencionados en 
este capítulo, están estudiados con mayor o menor amplitud en las obras , 
de matemática práctica y cálculo numérico, en especial WHITTAKER Yy 
ROBINSON (citada en Cap. X, nota V-4), en WILLERS y en SANDEN (ci- 
a en Cap. XII, nota 111-1) y en SCARBOROUGH (citada en Cap. V, nota 

-3). 

Tablas, fórmulas y gráficos referentes a las funciones error, inte- 
gral-seno, Eix y lix introducidas en $ 57-4, trae la obra de JAHNKE 
y EMDE y otras citadas en Cap. VII, nota II, e. Más detalles sobre estas 
funciones y otras relacionadas con ellas, pueden verse por ejemplo, en 
el volumen II de -ERDÉLYI, MAGNUS, OBERHETTINGER y TRICOMI (citado 
en Cap. XV, nota III-3). A las dos primeras de estas funciones se re- 
fieren las obras: 

Tables of the error function and its derivative. (Nat. Bureau of 
Standards, Appl. Math. Series, n° 41, Washington, D. C., 1954). 

Table of sine and cosine integrals. (Ídem, n? 32, 1954). 


2. Sobre integración gráfica pueden verse: 

M. D'OCAGNE: Cálculo gráfico y nomografía. (Jorro, Madrid, 1914) 

FR. A. WILLERS: Graphische Integration. (S. Góschen; W. de Gruy- 
ter, Leipzig, 1920). 

J. LIPKA: Graphical and mechanical computation, (Wiley, Nueva 
York, 1918). 


3. Sobre integración mecánica trata ampliamente, no sólo la teoría, 
sino también descripción de los modelos de instrumentos en uso y adver- 
tencias acerca de su empleo, la obra de LosaDA y Puca (citada en Cap. 
VI, nota VI-2), y el librito de: 

Fr. A. WILLERS: Mathematische Instrumente. (S. Göschen; W. de 
Gruyter, Leipzig, 1926). 

Una versión muy ampliada del anterior, con 251 fotografías y dia~ 
gramas, conteniendo extensa bibliografía (871 citas) es: 

FR. A. WILLERS: Mathematische Maschinen und Instrumente. (Aka- 
dem. Vlg., Berlín, 1951). i 

También está muy bien ilustrado y claramente escrito el libro que a” 
la vez es un catálogo de los mejores instrumentos que pueden adquirirse 
en el comercio: 

W. MEYER ZUR CAPELLEN: Mathematische Instrumente. (2% ed., Aka- 
dem. Vlg., Leipzig, 1944; Edwards, Ann Arbor, Mich., 1947). 

La exposición que hicimos del planímetro de PRYTZ está resumida de 

F. B. y L. C. HAYNES: The knife-edge or hatchet planimeter. (Rev. 
of Scient. Instr., 7, 1931, pág. 396). 

Una teoría rigurosa de este planímetro, de tan fácil construcción y 
manejo, exigiría desarrollos considerables, que nosotros no hemos dado. 
Sobre ello trata: 

A. GALLE: Mathematische Instrumente. (Teubner, Leipzig y Berlín, 
1912). 

4. La fórmula sumatoria de EULER - Mac LAURIN tiene interesantes 
aplicaciones a la sumación práctica de series y a la fórmula asintótica 
de STIRLING ($ 53-4), que pueden verse en WHITTAKER y ROBINSON (ci- 
tado en Cap. X nota V-4) o en LosAaDa y Puca (citado en Cap. VI, 
nota VI-2). ' 
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Sobre los polinomios de LEGENDRB puede verse WHITTAKER y WAT- 
SON (citada en Cap. XI, nota IV-2). Éste y otros sistemas de polinomios 
útiles en Análisis superior están tratados en VITALI - SANSONE (vol. Il, 
citada en Cap. IX, nota VIII-3); heurísticamente, en un completo capí- 
tulo de POLYA y SZEGÓ (vol. 11, citada en Cap. V, nota IV-2), y magis- 
tralmente sintetizados en la básica y famosa obra de: 

R. Courant y D. HILBERT: Methoden der Mathematischen Physik. 
(Vol. I, 23 ed., 1931; vol. II, 1937, Springer, Berlín; trad. inglesa: Me- 
ori of mathematical physics, vol. I, 1953; Interscience Publ., Nueva 

ork). 
o en la obra monográfica, de carácter superior, de: 

G. SZEGÖ: Orthogonal polinomials. (Amer. Math. Soc., Nueva York, 
22 ed., 1959), 
entre otras muchas que pueden citarse. (Ver vol. III, Cap. XXV). 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


5 1. Pág. 5. 

2. V) V — V: Ejemplo inicial de § 1-2, a). 
F) F — V: Hipótesis: a) Todos los astros son planetas; b) El Sol 
es un planeta; Tesis: El Sol es un astro. . 
F) F— F: Hipótesis: a) Todos los triángulos son poliedros; b) Un 
círculo es un poliedro; Tesis: Un círculo es un triángulo. 


$ 1. Pág. 13. 


1. Necesaria. 

2. a) Ninguna; b) Las tres; c) Simétrica. 

3. Puede no existir elemento b ligado al a por ~. 
4. No. 


§ 2. Pág. 17. 


Existe prx para x =sg1 por los axiomas I y II. Luego, se aplican 
los axiomas II y IV para, supuesto existente el pr(sgu)= prx, pro- 
bar existe el sæ% = sg(sgu) tal que tenga prísgx)=xw. Por el 
axioma V queda probado para todo x natural Æ 1, % = sg u. 


$ 2. Pag. 27. 


Efectúese inducción respecto al conjunto finito continente, supuesto 
primero de un solo elemento y luego suprimiendo de él un elemento 
no perteneciente al conjunto parcial. 


5 2. Pág. 30. 


3. 237 > 32% si n > 1; 32" > 27% si n >8; 27% > 3N si n > 1; 83% > n3? 
sin > 3; n3? > n2 si n > 1. 

4. Bajo la hipótesis fundamental de que el elemento inicial (1) de la su- 
cesión de PEANO es el número cardinal de los conjuntos de un ele- 
mento (§ 1-1), aplicar inducción completa respecto al número de ele- 
mentos del segundo conjunto. 

. 2°, falso para a= 1. 

. 20, falso al pasar de n=2 a n=3. 

. 124 y 210, respectivamente. 

. Aplíquese el teorema del número mínimo ($ 2-7) y $ 2-11. 


$ 3. Pág. 38. 

2. Ninguna. Todas, menos la primera. 

3. ca<db<a<c<2a<b<b4+e—e <d<a+b<a+d< 2d. 
4d. c<4c—a< d—b; ad; 20) <¿d< a+b; a <0p< bh. 


S 4. Pág. 45. 

ant. E aan ge; 360 qa 

am; —a”; 343 a xr ys a Jar; ab; 27128; 3: 1. 
35; 3%; 38(1+3); 38; 3, 

(a— b)? >0. 

. lar +b* + ab) (a* + b* — ab). 


DODONG 


S p po o 


790 


10. 
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7. 360” + 2404b + 12 0* b* — 120? b* — 24 ab — 36 b°: 


— + (ab) — (a%/0%) + (a*/b*) — (a%/b*) + (a?/b") — 
— (a/b) + (1/b”); 

— (0/9) + (2/25) — (x2"/49) — (2"/121) + (x2*/169) + 
+ (1"/289) — (x%*"/361). 


« (x° y*/6) — (2° y5/T) + (2*y'/8) — (2*y"/9) — 


— (ey /7) + (2*y/8) — (04 /9) + (x*y"/10) + 
+ (æ*y*/8) — (2 y 19) + (r*y/10) — (2*y*/11). 


+ [(1/2a) + 1].[(2/20)— 5]. [(0*/2a)+0%...[(2*/2 a) —b'9]; 


(2/3) (5/4) (4/5) (7/6). 


5 


> (— 1) 4 E 


(— 1)" n 


A AAN A A E 
n=1 (2n —1)” ” n=1(29 +1) (2n+2)(6n + 4) ' 
m n 8 5 i 
I Xas Y 3 (omo. 
i=1 j=l m=5 n=3 b 
5 4 n42 

3n f 

P EE 

yal EAEn) adl 3n—1 


13. Probar que no se anula para n par ni para n impar. 
14. + 1434. 


8 5. Pág. 64. 


1. bru—i;r. 
5. a=b=0. 
6. 7=(—2).14+ 1.35; 1=(—4).11 + 8.15. 
9. 60n— 1 (n entero). 
10. Si los factores primos de 2.2.3.5... p. — 1 fuesen todos de la forma 
4n + 1, su producto también lo sería. 
13. Utilícese la identidad x%* + 1=(% +1) (a*—2'1+4...—ue+1), 
en la reducción al absurdo. 
14. De 2** maneras, si m está dado por [5-19]. 
15. S=6552; P=2016*. 16. Aplicar ejercicio anterior. 
17. Si 0<r<op, entonces 0.r, 1.r, 2.r, ..., (p—1).r, forman un sis- 
tema completo de números incongruentes mód. p. 
18. Si p es primo, entonces 2.3.4...(p—2)=1 (mód. p) por el ejercicio 
anterior. . 
19. 4. 
21. a) x= 4 (5); b) z= 9 (10); c) =5 (7); d) Sin solución. 
$ 6. Pág. 76. 
2. x + (1/x)— 2 =(x — 1)?’/x > 0. 
H a + b > 2ab (con > si a#b) aplicada reiteradamente. 
Le 
5. Pónganse los elementos en un cuadro; 2 =2 n/n; 3/5 =3n/(5n). 
6. 1°) x/b =(a—c)/ (a+c); 29) x/b=a/(b+c— a); 
39%) x/b=a/(a—2b); 4%) x/b=a/(a—b). 
7. Considérense los casos 4; > 42, 41 =42, 41 < Qz Para la generalización, 


basta tomar los n(n— 1)/2 pares (4, 42), (UM, 0), ..., (Qn-1, An), Y 
sumar. Por aplicación reiterada se obtiene (2 a,”*"*")/n > [(2a,P)/n] 
ean /n].[(2a,")/n], y haciendo p=q="r...=1, resulta la úl- 
ima. 


. Considerar: 1%) (p—b)(p—c)=S'/p(p—a); 2%) La potencia de 


P respecto a la circunferencia: 3%) r(1—r)bh, (0<r<1), 
49) 2942 1*%=(0 +b). 
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5 7. Pág. 110. 
1. Aplicar $ 7-1,b; æ = V2 + Y? verifica x’ — 6x'—4x* + 12% = 


— 24x — 4 = 0; y= V3 + Y2 verifica y — 9 yt — 4y + 
+ 27 y? — 36 y — 23 = 0. 


2. no = 25.10°. 

3. an = [1 — (1 /n) J [2 —(1/n)]/6; an =[1+(1/n)][2 + (1/n)]/6. 
dan Ynt = V Y; 

—_ 4 24 816 577 17 3 . 
V= icis <<) 


> Tari — Ana L $ (Tr — An) /2 < 1/2; 1/7=27/C=r si C=2. 
. R(1) y él mismo, 


a) No se corresponden los productos; b) VT no puede tener corres- 
pondiente., 


. Considérese J,=(0;1/n]. 


$ 8. Pág. 125. 


. t — 13 x° — 4 x°’ — 48 x + 64 = 0; $ 7-1,b. 
. Ninguna. 


1 19 19 
3, V625a*; V8ab; vV1l6a'b. — 
4. a) (10 V6 — 15 V2 + 6v5 — 3 V15)/105; n 
b) V6 + V2 + V5; e) (80 V6 — 35 V3 — 49 V2 + 84)/23; 
d) V1i54+3V104+2V3—3V2 + 14. 
5.a) +3; b) +3/2; c) +26; 01) +14; cs) + 838; c,) 166 ó 154; 
cs) 178 Ó 142. 
6. a) —2; b) 3. . 
4 9 16 3 8 


8 
7.19) Va; 2% Vb; 3% Ve; 4% Va"; 59% (Va + VB"), 
8. 19) loga — logb + (1/5) (log c + 3logx — 21log 7) ; 
29) — loga — (1/7) log (c—x); 3%) 0,9987; 4%) 0,9710; 
59) 0,9949. 
$ 9. Pág. 133. 
Aplicando § 9-4, a, se llega a (a ba — a: bı)’ > 0. 
§ 9. Pág. 136. 


1. 630 =3 V3 + 3i; 81350 = —4 V2+ 4 V2:d; 
10220 = 9,2718 + 2.3,7461; 12 3360 = 10,9626 — i. 4,8809 ; 


O DN 


Nr 


—2 +i = (V5) 153926 ; 1 — 31 = (V 10) 288026 ; 
(2/3) — ł i = (5/6) 32398 ; — 8 — 15 i = 17 241066 . 


2. 1°) (8a*—1)/(2a); 2%) (1+5i)/2; 39) (5 V 2/2) 171952 ; 
49) (V 3/9) 14047 . 

3. Arg [ (2. — 2a) / (22 —2)] = ángulo en 2. La razón doble (21, 22, Za, 24) 
real significa que el cuadrilátero 2, z: Za 2, tiene dos ángulos opuestos 
suplementarios y es inscriptible, pudiendo la circunferencia degenerar 
en recta, 

. Formular la igualdad de ángulos, tal, por ejemplo: 

Arg [(2—$8)/(8 —11 = Arg [(y —a) / (a — B)]. 

2= Os 21 + A, 22) I (^ + Az) . 

. 04) 2=(22A,2:)/Ed:3 b) Z = (Mz + Mz) / (M +^) está dentro då 

segmento 2ıZı, y análogamente, z está dentro de 7’ zs. 

. 19) Circunferencia de centro 0 y radio 3; 2%) Circunferencia de cen- 
tro i y radio 5; 3?) Exterior del círculo de centro 1 y radio 4; 4%) 
Corona circular de centro 0 y radios 2 y 4; 5%) Elipse con focos en 


3 PAN e 
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9. 


10. 
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i y —i y eje mayor 2a = 3; 6°) Hipérbola con focos en 5 y —5 
eje transverso 2a = 8. 

1°) Circunferencia de centro —5 1/3 y radio 4/3; 2%) Si k > 1, cir- 
cunferencia de centro (—«a+B8)/(k*—1) y radio k|B—a]: 
(k — 1). Si k < 1 se cambian a y £. Si k= 1, mediatriz del segmento 
de extremos a y £. 

v=3V090 km/min; W=3(3+31). INDIC.: Hágase un diagrama 
de velocidades OA =a, OB=f, OC=Y, y hállase el circuncentro 
de ABC mediante |2—a|=|z2—f8|=|z2—y]. 

Se cumplen las leyes de tricotomía y transitiva de la desigualdad y de 
monotonía de la suma. No se cumple la de monotonía del producto, ni- 
el teorema de ARQUÍMEDES - EUDOXO. 


$ 10. Pág. 143. 


1. 


2. 


5: 0. PA 


cos 4 p — costp — 6Gcostp sentp + sentp; sen 4 p = 4 costp senp — 
— 4cospsen tp; tg4p = 4 (tgp— te o)/(1—6te o + tg*p). 
a) 130 , 1150 , —i; b) 1-18. , 1640 , 11260 , 11980 , — i 


A 
Cc) (V 5) 16e62', 105052', 195052”, 285052' 5 


d) (V 2)—100, 50%, 110%, 1709. 2809, 290% . 

a) +2+31; b) 243731 

Aplicar 14+ € + e=0. 

1+e+ et... e? (e —1)/(e—1); 

1.e.e?.,, e3 = (e.e."2)(.e"-?)... 

Aplicar F=1; 14+r4rP4r4r*=0, 

æ= Y 1 +1=(V 2) 160, 1050, 1860, 2269, 2550, 3450. 

19) (*—V2 ax+a) (+ V2 0% +0; 

29) (a—1) [2*—3(V5—1)024+11.[4+42(V5 + 1) +1] 


$ 11. Pág. 160. 


Homogéneo: parao ); No homogéneo: A) = ( ji j 


$ 11. Pág. 165. 


1. 


AO 


so 00 


10. 


11. 
12. 
14. 
15. 


5040, 120, 20: 64, 243, 3125; 40320; 2520; 56, 20, 36; 84, 495, 


600. 

(n— 1)! (a+as+ ... + an) (10" — 1)/9. 

n!/ (2n). 

Si no hay letras repetidas 2(n1)*? Si cada vocal se repite %,, Bo, ..., 
A, veces (as + Be + ... + » = n) y análogamente para las con- 
sonantes («s + Be + ... + » = n), se podrán formar 2(n!)*/ 
lal... Milal ... ^l) palabras. 


. 56; 126. 


360360. : 
Ca 


n 
19) 57; 29) 210; 89) 1088, 
460. 
TS =ST =(2675); S.=(89) (56) (27) (184); Tu=(89) (2576) (143) 
(567) (182). 
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$ 12. Pág. 169, 


2, 19%) 2702; 2%) 8898 1. 3. 19%) 78750 ax y?; 2%) — 122472, 

5 (2a,)=2a,?4+22a,0,; (2a,) = 2as +32aa, +6 24; a), a»; 
(Èa) = Za‘ + 4 2 a? aj + 62a’ aj + 12 2a? Qi Qk + 24 Z a, aj Qr Qi; 
(2a) = Za +52aʻta; + 10 Zata’ + 202a aar + 302 a ay ax + 
+ 60 È A? Ajak a: + 120 Za, 0Aj¡0A; A; Am. 

6. 1%) 203490; 2%) 330. 

7. 19) Hacer a=b=c= 1 en [12-9]; 3%) Hacer a = b = 1 en 
(a + b)" —(a — b)’; 49) a +b)" (b+ a)" = = (a + b)”, igualando coe- 
ficientes de a” b” en los desarrollos del binomio para el primer miem- 
bro y de LEIBNIZ para el segundo; 5%) Hacer a= 1, b =—i en 
(a +b)" + (a —b)"; 69) Hacer a = 1, b = i en (a + b)” — (a — b)". 

8. Desarrollar [z + (1/z)]” y aplicar § 10-1. 

§ 13. Pág. 172. 
19) 3 (3 — 2y) —y =—5; (—1;2);2%) y=1 +2: =2x +1 
a 39) 2 (æ + 2y) — (2x + 4y) = — 1 (incompati- 
e) 


§ 13. Pág. 190. 


I. 
2. 


3. 


4. 


A= 


6. 


A=4; B=0; C=abc; D= — (a — b)‘. 


La ecuación es de primer grado; œ = — (a + b> 4 c*4+d3)7, 
a b O 1 1 —a 1 1 a 
f g h |; 1 b 1 |: | 1 b 1 A 
1 1 1 ce —1 1 0 1 —ì 

















La necesidad es inmediata. Para la suficiencia. se iguala a 0 el poli- 
nomio y se despeja una de las variables, observando que el radicando 
que aparece es un cuadrado perfecto. Si éste se anula, el polinomio P 
dado es un cuadrado perfecto, y entonces, y sólo entonces, A tiene 
nulos todos los menores de segundo orden. 1%) Irreducible; 29) 


e=1—y + 2 V (y — 1), O (æ + 3y — 3): 













































































39?) x = — y + 2 + 16; P= (x+ y — 2)” 
Por las dos últimas filas es: 
x y t Y a s y 
Ea oo a. 0 le Ledo 
0 c 0 0 y 0 c 
= abcde — (cdex? + bdey? + bcez? + bedt?). Por las filas 3% y 5? es: 
1 0 5 10 —1 
ela ale 210 | 5, e 
T —5 3 0 
1 3 0 
: ; —2 4 7|=9720. 
—5 7 8 
“1 0 2 14 —1 0 
A= 7 —14 7 | = 49 = ê = | — 1 5 10|, (por filas). 
—2 7 —Á4 0 10 21 
ô’ — 848. 


$ 14. Pág. 194, 


3. 


1, 19%) 2; 2% 8 
2. 


De A es 5; de B es 3; de C es 4—n si n es el número de factores 
nulos en abo; de D es 4 si a Æ b, es 1 si a= b Æ 0, es 0 si a=b = 0. 
3 si las dos primeras columnas no son proporcionales, 1 si lo son sin 
anularse todos sus elementos. 
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$ 15. Pág. 213. 


En x=0 vale a, y en =au vale 3 a/2. 
19% a +b; 2%) 1; 39) b. 
72 


a=b=0; c=-—4, 

4 gr de la 12, 4 gr de la 22, 12 gr de la 32%, 

1%) Determinado (5;3;1); 2%) Incompatible; 39) Indeterminado 
(h=2), y =x—-(15/9), 2 =x —(21/9). 

19%) Determinado (1;2;3); 29) Indeterminado (k = 2), y=(7/2)x + 
+ (11/2), 2=(1/2)x +(7/2); 3%) Incompatible; 4°) Indeterminado 
(h=2), x=(524+4t+5u-44)/11, y=(—22—174+94+4+5)/11. | 
8. 19) h=3, solución nula; 2%) h=3, xx =—At, y=3t, 2=4t. _/ 


$ 16. Pág. 231. 


l. +1, +4. No se cumple la ley cancelativa ($ 5-12,c); o bien el de- 
terminante de VANDERMONDE de cada tres raices resulta ser =0 


A T 


(mód. 15). 

2. 0;1;;x +1. Es, por ejemplo, xv + x = 0; v.x ÆI gv; (e +1) =0 
(mód. 2). 

3. No, pues 2 (mód. 4) no puede tener correspondiente. 

4. 16. 5. æ — 5g +5. 

6. Cociente: x? — 2% + 3; k = — 15. 

T. x + 2 = (x° — 2) (25 + 2% + 4) + (8x + 2). 

8. m=23. 

9. 5° 4 4x? + 3x + 2 con resto nulo. 

10. —/— siempre; +/— nunca; +/+ si m impar; —/+ si m par. 


11. m impar. 

12, *A(x,t) = B(x, t). [(È + P) — Px — 1] + [(Q8 + 28)x + 
+ (2t — 2 ťë — t + 1)x + (2? — 2)]; 
xt A (x,t) = B(x, t). [2 xt + (x° — x + 2)] + [(x° — 2x? + 
+ 4r? 4 2g)t 4 (— 8 + 2 — 2r H aa Mtaa A). 


§ 17. Pág. 245. 


2. En el campo absoluto: a); en el real: a) y b); en el complejo: todos. 

3. 19) : b) Ca, v; e) Ca v=» ; 29) V5 + V—3. 

5. æ + 2% — 1; — z — 2x + 1; 2# — g —?2; —28 px +2. 

6 nz=5. 

T. 3x + 7 = [(— 183 x° + 87)/1956]. (15% + 712* + 60 ax? — 56) + 
+ [(65x* + 241)/1956]. (3 x* — 17 x* — 20 x? + 84). 

8. m. c. d.: 4% — l; m. c. m.: 64 xt — 16 x? — 42 + g. 

9. x—y. 

10. Expresar a, como producto de los términos independientes de los hi- 


potéticos factores. 
11. Aplicar el ejercicio anterior. 


12, 19) (24+1)Vx—2/[(x—1) Vx +2]; 29) (5/3) (a + xy + y”. 
$ 18. Pág. 250. 


1. Las dos primeras [18-9] dan una ecuación de 2% grado que permite 
hallar las raíces buscadas, 
2. 40 q=4, (1—1 V3; 1; 1+1 vV3): b) r—=76832 (—14; 49; 112). 
3. a) q=8, (1;—2;4); b) r=— 10648 (4; 22; 121). 
4. q =—16; (—3; +4). 
5. Póngase u = 21 + 22, V = Ra Zr, UW = Zs + Za VU = ZaZa, y teniendo 
en cuenta las [18-9] y uu' — 2(v + v'), equivalente a (Zı, Ze, Zs, zı) = 
= — 1, dedúzcase la condición a demostrar. Ésta es suficiente, porque 
entonces Arn = p Ar +q Arı, (k=1,2,3) que con a'*"—pa* +q0, 
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G -= 1,2; k = 1,2,3) sia, 4 a: son las raíces de «" — px — q = 0, dan 
Ma 4 pas — Az, (k = 0,1,2,3), es decir, la ecuación es A(x + a) + 
vale + a:)' =0, queen ¿= (x + a) /(x + a:) da vértices de un cua- 


drado (cuaterna armónica). En otros casos se obtienen fácilmente cua- 
ternas armónicas degeneradas. (B. RODRÍGUEZ SALINAS). 


$ 19. Pág. 264. 


1. 140 km; solución extraña 20/7. 

2. a) 300: litros; 2% horas; b) El primer grifo es un aspirador que 
vacía el depósito lleno, necesitándose una hora más al actuar el se- 
gundo grifo. 

3. 20 = 9ac. = 4, —9<X x<l. 

5. 2=2 —1:+ivV3; —1/56; (1+ V31)/10. 

6 x=1+ V2. 

7T. x =ł(—1 +i V3); 2; 3; (152 V 6115. 

8. a) x = 2/3; v = 1,97; b) x = + 1/8 

9% x=ra; y=rb; z=rc, con T (m/ V a? + b+ è). 

10. x = (b + c)m/r; y=(c+a)m/r; z= (a + b)m/r; con el triple 


valor r= Y(b++<c)(c + a) (a + b). 

11. Dos soluc,: a= 12,569, b= 4,431; a=10, b=7. 

12. Ecuación resolvente b*— 4(a + 22) (c + 2?) =0 da z, que se sus- 
tituye en (æ? + 2)? = [rx + b(2a + 42)"7. 


g 20. Pág. 275, 
39) No tiene límite; 4%) Límite + 00; 5°) Límite oo, 


$ 20. Pág. 281, 


1 000 001. 

Oscilante; 0; 0; +00; 00; —00, 

n=(1+0)" > ¿n(n—1)a?; a. <e si n>1+ (2/8). 

niVne+1>a >n/Vn+m. 

Convergente, por ser monótona creciente acotada. 

Tr = (a Hann AH Aap Annn A F ann n™')/(n + 1) > 

> [a (149%) +... + (1 + 2?)]/(n + 1) =7. 

si a, es creciente (< si decreciente). ` 

7. a) Es creciente y acotada, porque a, < 2 implica 4,.=V2+,< 2; 
b) Habrá de ser a=V2+au>0. 

8. a) Aplíquese el método del ejercicio anterior; b) Si azr, es 
Ga =k/(1+4+ 05) S k/(1 4 r)=75. Sia, >r>% resulta on — 
— ün < [r/ (1 + y)]" (a, — a); Qni — Qna L [r/ (1 + r)]" (a,—as). 
Análogamente si 4< r< as. 

9. Si 2%?<08n< 2” es v(n)/n < m/2" < mil”) => 0. 


10. 0) anı — an = — 3 (4, — 4-1); 
bD) ans = A + (9% — 01) (gm y 1)/ (3.2*). 
11. 0) 40; —0, +09. 
12. Para límites de oscilación finitos: > 


lim sup (— %,) =— a, lim inf (— a,) = — a; a + B < 

< lim inf (4 + £a) < {a +P; a+ B} < lim sup (% + b) <$ 
<a +B; a—P K< liminf (e — Ba) < 

< {a—B ; «— P} < lim sup (0, — fr) < a — B. Si a>0 y 
B > 0, basta poner . en vez de + y 1/ en vez de 0—. Para límites 
infinitos y otros casos, cfr. § 21-1,4 y la regla de los signos. 
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§ 21. Pág. 294, 


1 
3 
4, 
5 
6 


10. 
11. 
12, 


. 85 1/2; 4; 1/43. 
. Q; GQ. 


l/e; 1; +œ; 1 


. 1/ V e7; eł/4, , i 
. Será a = [1 + (an/n)]"— e% siendo a = lim a, existente. En efecto, 


sia > 1,e38% > %.1 > 0, porque para b = a ")] > 1 queda 
n(b"".-—1) > (n+1) (b"—1), es decir, nb" > b" -4 b" +... + 
+ b41. Si0<a<1 se toma c=1/0. Para la aplicación se con- 


sidera n(Vab— 1) =n(Va—1) VD+» (vVb— 1). 


n 
lim V (2/1) (3/2)? (4/3) ... [(n + 1)/n]" = lim [14 (1/n)]"=e8e 
(cfr. $ 53-4). También como en ejercicio siguiente. 
4/e. 
(1+13)/2| =1/V2< 1. 
eikr/3, 0 < k< 5. 
Deberá ser z = á [z + (1/z)] si existe z =lim 2,. Si R (2) 40 es 
tg a, =1 (2,)/R (2,) Æ %, con |tg an| —> 0, porque |tg a| = 
= (ka — 1) (kan + 1) lte an | z= (kn — 1) (e + 1)? (hsa — 1) 
(Mera + 1) ... (kı— 1) (ka +1)“ |tga| < [lk — 1)/(k + 1)]" 
| tg aı |, donde kn es el mayor de los valores |z, |? y 1/ |z» |°, con 1 < 
kn < kn. Para |tg an| < 1 es | zn — (1/20) | < 3 | 2 — (1/z,)l, 
equivalente a | z, -— 1 | < | z + 1|, de donde |Zzma — Zm | = 
= $ | Zaa — (1/2n00 | < 4 | Za — 2, |, que asegura la existencia de por 
lo menos un punto de acumulación finito de 4 2. |. Si R (21) = 0, será 
también R (22) = R (2,) = 0 con I (Zm) = 3 41(2.) — [1/1I(2.)1H y 
si existiese lim z, = 2, quedaría [1 (2) ]? = — 1, absurdo. Para la ge- 
neralización, z, converge hacia la Va más próxima a zı. No converge, 
si z, se encuentra sobre la mediatriz del segmento que une ambos va- 


lores de Y a, 


$ 22. Pág. 328. 


ha N 


Aga 


. 1; 3/4; 1/4; 23/90. 

. R,<n?; Ri < n”? (n4+ 1)” 

. a) Diverg.; b) Diverg.; c) Converg.; d) Diverg. 

. Para la serie S, el criterio del cociente da caso dudoso, y el de la 


raíz, convergencia. Por suma de series geométricas resulta S = 
= [a/(1—a)] + [b/(1— b)]. Para la serie T, el criterio de la raíz 
da caso dudoso. Por series armónicas, resulta 


T = t(a)/2% + t(B) (28 —1)/28 . 


. a) Convergente; b) Divergente. 
. b—a `> icon b ni nulo, ni entero negativo. 
. De Un + Ukr + ... + Une] < (k — 1) Un, (n = 0, 1, 2, ao) 


se deduce Eum < (k — 1)Z vn; de Up + Upg F -. F Ug > 
> (k—1)k" uy, (n=9,1,2,...) se deduce Zum > [(k— 1})/k]2 n. 
Para r= Q es un =n; v = k" con ke <1 si a> 1; F° >l si 
a<1. Sia > 1, escogemos k > e; Ink>1; lIn,k' — In,.(nlink) > 
> In. n, (8=1,2,...,7). Por lo tanto: 2 v,”? = 
= 2/k9/[k"1n k” Ink" ... Inr-, k” (In, k") Ip < 
< *<1/[nlnn... In---n(Inr-,7)*]+ convergente por inducción respec- 
to de r. Siv<ac 1, se escoge k=2 <e; lIn,k”<ln,-.n, y se apli- 
ca la misma inuucción respecto de r para demostrar la divergencia. 
Si a = 1 + e > 1 será [— 1 + (n — 1) In n] unı— N INN Un > 8ra. 
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10. 


11. 


12, 


13. 


15. 


17. 
18. 


De 1 + x < e"six > 0 (§ 21-5), para x = 1/(n — 1) resulta (n — 1) 
ln (n—1) > — 1 + (n — 1) Inn. Por lo tanto, es [(n— 1) 
In(r— 1)] un- — Nn IN n Un Z Eun, y podrá aplicarse el mismo razo- 
namiento empleado en § 22-2, c para el criterio de RAABE. Si a, < 1— 
— ő < 1, con ô> 0, será (n—1) lIn (n—1) Un — n In n.4n < 
< { 1 — ln [1 + (n — 1)*]"? — 8} un- < 0 desde un n, por § 21-5. 
Así resulta Un/un-ı > (n—1) In (n—1)/(n ln n), suficiente para 
asegurar la divergencia por el criterio de comparación de 2% especie 
y el ejercicio anterior., Por éste mismo es Xv., divergente para 
Va = 1/(nlnn V ln(lnn)). Entonces, con |b,| < K independiente 
Vn 1 1 1 bn 








dem 168 Wna > — n " ninn " 2nInnin(nn) + n? < 
1 An _ Un 

< 1 — e para as l. 

Para el caso de ser a 21 en el criterio de GAUSS, basta apli- 

car el criterio de RAABE (8 22-2,c) con nr [1— (Uu,./Un-1)] = a + 


+ (d,/n”*), Si a=1, la divergencia queda asegurada poniendo 
Un/ Una = 1 —(1/n)— [1/(nInn)] (d, In n/n”*) con a,=d, ln o 
Convergente si a > e, divergente si 0 <a < e. InDICc.: Para0<as 

se aplica el criterio de RAABE (8 22-2, c). Para a=e, se aplica. el 
criterio de GAUSS (ejercicio anterior), por ser 4,/Un-1 = 1 — (1/n) — 


— [n° (Ve e—1) —n]/r? con d,=084 Ve e—1)—0n < 
(1/2) + [6(n — 1)]” < K, pes si 1>xw>0, es 
+x a < [14 (2/m)]" < 
e" <i + (0/11) + (0/21) +... + (7/m!}) + ... < 
1+x3+ (2/2) + (x%*/6) (1 — y, ($8 215, a; 22- 1,b), de don- 
de para x —=1/n queda 
Ve—1-— (1/n) — (1/2n*) < 1/[61*(n—1)]. 
Si B>0, diverge; si $ =0, converge absolutamente para a< —1, 
condicionalmente para — 1 <a< 0. y diverge para 4>0; si B<O, 
converge absolutamente. : 
No tiende 4, monótonamente a cero. La serie diverge a — %, porque 


(—1)%, = (—1)”/V n —1/[n + (— 1)” Vn]. 


ME a aat 1 1 
AT AA ae aT 
m 

P Yoc 
ln 2. 16. 2 (r)=r 
1/(1—2%)% (1+0x)/(1—x)% 2; 400/441. 
R(z) > —3; T |z| Æ 1; |z| <e. Además, resulta la 


convergencia absoluta. INDIC.: En la penúltima es |z—e"| > 
> Ilz|—1| =c. En la última, para |z| = e, el término general 
ùn no tiende a cero, pues Pa el = e/{[1 + (1/7)]" > 1. 


$ 23. Pág. 372. 


6. 


10. 
11. 


Para k entero es: f(2k)=1, f(2k +1) no definida, y f(x)=0 para 
æ no entero; gl(k+3)=1 y g(x)=0 en los demás puntos; 
h(2k+3)=1, ELE 372) no definida y h(x)}=0 en los demás 
puntos. 

3[1 (0) + f (— x)] EAEEREN 

>l y s<—1 

(* indica: enertenece al conjunto”): a) —v 1 0, +V10 10; b) 0*, +00; 
c) 2/8*, $0; d) 0,2*; e) —2*, 42* f) 0,1*, 1/3; g) 1/9*, 1*. 
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$ 24. Pág. 382, 


Para t>0: 0; 3/5; o. Para t —>-— 1/5: —13/6, 0, 0, 


$ 24. Pág. 386. 


1 
3. 
5 


6. 
7. 
8. 
10. 
12, 
14. 
16. 
18. 


. 4) 8=0,02; b) 8=0,0002. 2. S$=efb, 


a) 8=e/7; b) ô=e/8. 4. Basta tomar e < 0,001. 


. No, de acuerdo con la definición de $ 24-1, pues en todo entorno redu- 


cido de 0 hay puntos donde la función no está definida (cfr. ejer- 
cicio 8 de $ 25). Si, aceptando el verdadero valor de § 25-3 en 
aquellos puntos. 

Cateto opuesto, superficie, dos alturas, dos segmentos de mediatrices. 
a) Superiores a un ángulo fijo;  b) Con límite 7/3. 


A= e—a — bb pab? Ė0; mx) ~ Ag’. e 
16; +5/2; 0. 11. 12; na”"”*; 18; 3/5; —1 

a) 1; b) n1a0-nm/, 13. 40; — 00; 00, 

0; 2/3; +0, 15. —4. 

No existen. 17. a/2. 

InDIC.: Ejercicio 8. 19 +0; (—1)"0 


$ 25. Pág. 395. 


1 
2 
4. 
5 
6 


t Vn+l; +n; n; tm; +n/2. (n=0,1,2,...). 


. 64/27; V2. 


Los valores funcionales que no se conservan quedan aumentados O 


.disminuídos en el salto o su mitad, según los casos. 
. Í(3)=—0; f(3')=+00. 
. £(0')=1; £(0)=— 1; de primera especie; salto ¿s=2. Si b=0 es 


e(u)=h(=)=0, evitable, trivial. Para b0, g(x) tiene discont1- 
nuidad infinita de primera especie; si a >0 es g(0')=0 y g(0)= 
=(sgb)o; sia<0 es g(0)=0 y g(01)=(—sgb)ow. Es h(0*) = 
=h(07)= b/a, evitable poniendo h(0)= b/a. 

Ambas funciones tienen discontinuidades de primera especie para 
x = 10”, n entero, siendo continuas a la derecha: ST ir 1, 
f(107)=f(107 + 0)=x2; g(10r —0)=1, g(10”)= g (107 + 0)=0 

1%: evitable; 2% y 4%: infinita de primera especie; 3%, 5% y 6%: se: 
gunda especie. En la 6% es 7 =0 punto de acumulación de disconti- 
nuidades evitables, que se convierte en evitable, evitando éstas. 


$ 26. Pág. 400. 


ON Pe PN 


El intervalo no es cerrado. 

di superior 1 no es accesible. La función es discontinua para 
todo x. ` 

Ln =2/ (2n +1), £n- — En > 0, |fCæn1)}— f(x) | = 2. 

ô = 10%”. 

Dividir [a,b] en un número finito de intervalos tales que en cada 
uno sea <e la oscilación de f(x). 

y = 3 + x — 3| x—1 |; y =2|æ|— 3|x—1| + lx— 3l. 

Sólo si la continuidad de f(x), definida en el campo racional, es uni- 
forme. INDIC.: Probar que en tal caso f(x) tiende hacia un límite 
f(a) cuando x —> a irracional. 


§ 27. Pág. 414. 


exlng; e(lng)/z; e-atinz, 


§ 27. Pág. 414. 


1. 
4. 


5(e)=1/V —logr e. 
La discontinuidad de segunda especie de la primera función se con- 
vierte en discontinuidad evitable en la segunda, con verdadero valor 1. 
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6. Si a=x+h<b, er —eri = en eh —1)< eb(eh —1) con lo que 
basta la continuidad en 0, probada en $ 8-5, b, 


6. In AS 0 y continuidad de la función logaritmica. 
7. log 2 > log 3, aunque 2< 3 (fig. 31 en $ 8-7,b). 
8. x=—ezinz y continuidad de las funciones exponencial y logaritmica. 
$ 28. Pág. 418. 
3/4; 1/2. 


$ 28. Pág. 424, 


1. 4,10"/21600 = 1851.851. 2. (n+34)7; nT; n7, (n entero). 

4. y<0en (0, 7), y >—0% para x >0* ó T, y no está definida ni 
en 0 ni en [7, 27]. 

6. 6; 1; — 2/9. 7. 1(0)=0, f(1)=1. 

11. a) 2x V1—x%*%; b) 2/Vi—a?; c) (1+2%)/(1—0); d) x/ V1 Fa 

12. Infinitas rectas y = (7/2) — 2x+MN7. 

13, —1/2<¿x2< +0. 


$ 29. Pág. 428. 
3. chix= + v 3 (ch 


+1); shdx —= (sex) V 3(chx—1). 
4. sh p+ sh q=2 sh 3 (p=gq).ch 3 (p+g); 
ch p+ch q=2 ch 4 (p+q) .ch 2 (p—q); 
ch p—ch q=2 a sh łż (p — q). 
5. — 0 <x <+; >1; —1<xw<1l. 


$ 30. Pág. 434. 

AS=27r.Ar+T(Ar)”; AS/Ar=27r+7,4r, 
$ 30. Pág. 434. 

S'=277r = Longitud del incremento anular infinitesimal. 
§ 30. Pág. 441. 


a) 4,641; b) — 029320987654. 

—2/x; 1/V æ; o SEF 

A (— 1; —4); B (3;0). 5. £',(0) =— 1; f'.(1) no existe. 
19) Para Er So g8 cualquiera Oo para s< r—} <0. Para 
s=r—} <0 hay punto anguloso, pues f’. (0)=— f'-(0)#0. 29) Pa- 
ra gér ó lateralmente para s = r— 3 <0. 

P (1; 2); tg0 =3/5= 0,6; 0 = 30°57,8. 

P,(3; 0); tg 0: = 5/7 = 0,714 286; 0,= 35*32'.3. 

Pa — 2; —5b); tg 0.=5/3 = 1,666 667; 0. —59*2',2 


5 31. Pág. 445. 


NS 


Px 


1. Tangentes: y=3x—2; y =— x +2. 
Normales: y =— (1/3) x gs (4/3); y=xz. 
2. a) y —0 x" = na xı "™™ (x — x); 
b) y =2 (Yı/ x) e — ys; c) y =— (4/2 )e +2 y; 


d) y = n(y/x%)x + (1— n) y; luego, hay que unir  (%,, y:) con 
[0, (1—xm) yal. 
3. (+2; + 8/3), 12% — 3y 7 16 = 0. (+3; +9), x + 9y F7 84=0 


6 = 3 T20”. 
4. S:=3/4; t=3 V 10/4; S, = 27/4; n=9 V10/4. 
5. 2=3t—2. 
$ 32. Pág. 456. 


2, y =8 (a 2%) (3 0? — 2); z =— v/V æ — w; 
= (3x? — 1) / (x — x). 
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. Y =4x%/(22 +2); 2 —4x% In (9 + 2) / (0* +2); 


w=2x/[(x* + 2) In (2? + 2)]. 

y = (21) (443) + 4 (41)5 2 = (1 — 20/(1 + e)”; 
w=1/V( +1) (2—1); “=—1/(x Vx—2x%-+ Vx). 

Basta derivar los, elementos de la última fila. 

y =—2xe 0%: 2¿=—3e3lna; s=e' (t*—2t”). 

yY = 3 (x? +1)” ln (x? +1) + 6x? (x° + 1); 

z’ = (In t)' ln ln t + (In t)'?; w—e** yx (1 + In 2%). 


~ 


. F(7/3)=3; g(7/2)=-—2; h'(7) =2. 


y =10"*”* (ln 10) cos x; 
z = (cosx ln x + 07? sen x)x"”"* + (ln tg x -+ 2g sen 2g) (tg x)- / 
e 


©. y =1/(V 1— æ .arc senx); z = 1/(2 V 1— zx’). 
. Z= y + (7/4). a 
. Y =ch x + esh e’; 22=1/(2 V x ch? V w); 


w = (In ch t + t tgh t) (ch t)’. 





. Y =3x/V X p 1; z =1/V 4x (x — 1); w = e° sen 2 e"/(1—sen' e°). 
. La derivada es 2 x, salvo discontinuidades evitables. 
. F(x)=arctg(1/x)—x/(14+ xx), f,(0)=3+7/2; f'-(0)=— 7/2, 


punto anguloso. 


$ 33. Pág. 466. 


y’ (0) = 0 con punto de inflexión, aunque no crezca ni decrezca, ni 
tenga máximo ni mínimo, y sea y” (x) discontinua en x= 0, 


$ 33. Pág. 468. 


Pp 


10. 
12. 
13. 
14. 


15. 
16. 


17. 


f'-(0) = — œ, f (0) = + 0; g'-(0) = — 1, g-(0) = + 1. 

No tiene máximo ni mínimo, ni crece ni decrece, a pesar de ser 
f'(0) = 0, f'(x) continua. 

a) Mínimo en x=-—1, máx. en x=1; b) Máx. en «=1, x= 
=3(—1—V 5); mín. en v= ł(—1 + Vb); c) Mín. en x*=1, 
x = 3, máx. en x= 2; d) Máx. en x—1, mín. en xv = 3. 

El cuadrado. 


. a) a=0(m>1), xv=aln>1), xv=mal (m+n); 


b) En xı: creciente si m es impar, mínimo si m es par; 
En æ:: decreciente si n es impar, mínimo si n es par; 
En x:: Máximo. 


. l= av 2, l—b V2. INDIC.: Póngase la elipse en forma paramétrica 


b=d V 1/3; h=d V 2/8. 9. h/8. e 
UV > 11. V 1+ @©/a)'® (a+ Yab’). 
Este problema de máximo es equivalente al anterior de mínimo, 

a) Máx. en x = 1; b) Mín. en x=e”/"; c) Mín. en x= 1. 
Distancia del vértice al centro: x =(1 + vV2)R (con la base del cono 
tangente a la esfera). 

w = R. 

a) Inflexiones xı = — 1 — V 10/5, x: =— 1 + V 10/5; concavidad ha- 
cia y <0 en (xı, %2) y hacia y > 0 fuera; b) y” se anula creciendo 
en (7/2) + 2k7 y decreciendo en (7/2) + (2k + 1)7, k entero; 
c) y” se anula creciendo en 5378 + 2km, y decreciendo en 
53778 + (2k + 1)7. 

f(x) = f(—x) >0, f(x) > 0 para x > œ. Máximó (absoluto) 
en 2=0. Inflexiones xı =— 1/V 3, 2%.=1/V 3. Concavidad hacia 
y<0 en (x%,, x2) y hacia y > 0 fuera. 
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$ 34. Pág. 474. 


1. a) 2t dt/(— 1); b) e dt/ (1+0); c) 2'dæ/V 1—2; 

d) 3 arc sen’ t dt/V 1— t; e) x2"""* (cos x In x +a sen x) dæ; 
f) 40727 evz she vide. 

é=(14+32+4x) (Ax); 8— (Ax)! (a pa?r.Ax). 

cos” x. 

Son las intersecciones de tangentes en puntos correspondientes a va- 
lores del parámetro que difieren en (2k + 1)7, (k entero). 

u = arc cotg In a, 


§ 35. Pág. 483. 

19) £ cualquiera; 22) ¿—=3 (a+b); 

39) {z= [ (a27 $ any £ b2/8) Tajin, 

A cualquiera, aunque la derivada no sea continua en v = 0. 
Aplicar el teorema [35-1]. 

Ac= (a — 2b cos C)h/c, a entre a y a+h, 

e < 0,000 13. 9. e < 0,000 044. 

Error relativo < 0,0014. 

Probl. directo: Tablas de sen [cos], arcos próx. a 7/2, [0]. 
Probl. inverso: Tablas de sen [cos], arcos próx. a 0, [7/2]. 


S 36. Pág. 491. 


A A 


p 
. 


m m 
NOS» NA 


l. hL=b=1; h=a, h:i=04"; =b/a. 

2. 9/5; 1/2. 3, +0; 0; 0; 0; 1; 0, 
4. 0; 0; 1/2. 5. —2; 2d. 

6. h=0; Ll=0; la=0; h= — 1/2. 

7. Ll=1, L=e"; h=hi=1; k=k=eT, k=l. 

10. 1=2; h=0; k=1. 

$ 37. Pág. 499. 

2. 3% y 4% de igual orden, mayor que 2% y menor que 1?. 

3. n”. 4. Equivalente a x1Inx. 
8. a)y=1,x=2; b)y=2, x=0; c) y=0; x—2. 

9. y=xw, x=1, x=—1. Corta a la primera en x=0. 


10. a) y=x; b) y=% + Y 3/2 [% —(1/6)]. 
11. x=2;y=+(x% +3) secantes. 
12. lim y=0; lim y' no existe para x —> 00. 


$ 38. Pág. 516. 
(— 3)” e-3z; 2Qdaen(2x 4 n 7/2); 21 gen [2% 4- (n —1)7/2]; 
(— 1)”(n—1)!(1 + x%)-”. Las dos primeras subsisten para n=0 
si D”y=y 
$ 38. Pág. 524. 
1. az(Ina)”; 2%1(n42x)e%2; (—1)?2.n!(x —1)-"1; las dos prime- 


ras subsisten para n= Q si D'y =y 
4. z(a + b)” cos [(a +b) + nT/2]+ 8(a— b)” cos [(a— b) + 7/2]. 


7 o'r. 8. y =a(h* + 0?) e-ht sen [vt—2arctg(w/h)]. 
10. Puntos de inflexión xı = — V 2/3, xə= + V 2/3; concavidad hacia 


y>0 en (x%, xa) y hacia y <0 fuera. La parábola osculatriz de 
cualquier orden degenera en el eje x. 

11. x?*/3; x*%/2; 9x*/2. 12. Los tres de 2% orden. 

13. Orden tres en (0,0). 

14. En x=0 es y=1—«*; en x=1 es y=(x°— 4x + 5)/4. Tercer 
orden. 

15. Ambas tienen parábola osculatriz y = 1 + 3¿x —(1/8)x”?, con contacto 
de 2% orden. Entre sí tienen contacto de 3er- orden. 
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a = 8; b= 16; a= b:=— 5. Contacto de 3er. orden. 


$ 39. Pág. 531. 


1. 
4, 


Ny 


8. 
10. 


12. 


14. 
15. 


f(x) = 3x? + 6x +2. 
a) senr=1.+1vV8 3(x—TI6)+.. 
+ (1 n?)sen [(7/6) +n(7/2)]. is m6)" + T; 
T, — sen [¿—(n + 1)7/2]. (x—7/6)""/(n +1)!, con £ entre 7/6 y x. 
b) Pux) = 0,5, 0< Ta< 0,02; P,(x0o)= 0,5151, —0,0001<T,<0; 
P:(x.) = 0,515 038, — 0,000 000 8 <T:<0. 
Ìn 11 = 2,397 895 con todas sus cifras exactas. 
ar=1 + In a. 2/11 +... 4 10"40.<*/n! + In”1a.aóz% .en+l/(n+ 1)! . 
Para y = sen’ x es yo = 291 sen[2x +(n—1)7/2], n> 1, y enton: 
ces: ser =x—2x'/4!1 +. E 2 1 qa [sen 2¿(n— 1)7]/n1 + 

+ 2n gnat sen [20x 3na 7]/(n + 1)!. 
ata x*/ (2a)— x*/ (8a?) ; o a*/ Can + e (8a”) . 


11. — 1/12 
Ina — lnb. 13. 1. 
a = — 5,12; b = 1/12; equivalente a x"/480 


No, porque para x—>0, lim<x*/”.In L(1— a?) /2*]p=0. 


$ 40. Pág. 533. 


1,0385; 0 < Tı < sen 46°. cos™ 46°. (0,01745)* < 0,0008. 


S 40. Pág. 539. 


Pnr 


a l. 
(e +e) + Mx —a) (er —e) + ] (0 —a)*(e pe), 
dela? +4 1). 


e ee 


$ 40. Pág. 540. 


1. 
2. 


O Dying 


ma má 


(4 d+... +40,)/n. 
a) Hay extremos si p< 0: máximo en — V —p/3, mínimo en 
»" + V—pÍ3; inflexión en *=0. Los extremos valen: 
Y- =q #2 V — p"/27. 
bì) Hay por lo menos una raíz real, pues lim y = +% (— ara 
r > xu(—o%); hay tres, si Ymix >0 >Ymin: 4=(p'/27) + 
+ (q%/4) < 0. Raíz doble, si A=0; triple, sólo si p =q=0. 
1(0)=(1/2 aja? + ... (mínimo); gl(x)=—(4/3)x* + ... (máximo). 
1.41418 < V 2 < 1,41422. Cifras exactas 1,4142. 
a) xlgx— 1 crece de —1a +0: b) x~ 2.506 1843: e< 107”. 
1,0755. 
P(x) = 3 + å V3 [e —(7/6)]; Pa(x) = Pı(æ)— [x — (7/6) ]°/4. 
p = y°la. 


$ 41. Pág. 571. 


Opt popo pt 


pu 
È? 


a) 1+i; —2. b) 1+1(sen2)/2; No existe. 


No. 

1. 4. Tt. No, porque w“=0 en 2=0. 
— 2, triple; V 3, simple. 6. Basta derivar [41-10]. 

Para la suficiencia, aplíquese [41-12]. 8. 2 y — 1, dobles; 4. 


Ninguna, porque x/y pasa una sola vez de — 0% a +œ, y no es 
aplicable [41-45] al tener la curva punto impropio para t=0, con 
asintota x = — 1. 

Las raíces están en los intervalos (—%0;0), (0;1), (1;2), (2; +00). 
Para la última, se ensaya 183 x > x* [62 —x(x—20)] + 100, dando 


yo 
y “de 


11. 


14, 


15. 
16. 


-Ej. 9 RESPUESTAS A EJERCICIOS 803 


una raiz en (22; 23). Cambiando x en — x, se ensaya x*(x* +20 x — 
— 62) > 183x + 100, y la raíz negativa está en (— 5; — 4). 

Por el primer teorema resulta una raíz negativa y una o tres posi- 
tivas. Por el segundo teorema queda también asegurado que las raíces 
están en los intervalos (—o0;0), (0;1), (1/2), (2; +00). 

Si L es la cota de LAGUERRE-THIBAULT, por derivación sucesiva de 
1(2)=4(x0) .(x —L)+f(L) se obtiene f'""(L)=mo'"” (L)>0, 
(m=0,1,2,...,n). Para la regla de NEWTON, todos los ceros de 
f'(x) son también reales. i 
—2; 3; 3/2; — 1/4; 5/6; tres irracionales: 1,719; 6,546; — 4,265. 
— 1,295 852 = 2,457 171; 2,5917. 

El método de GRÁFFE da |x,| = 36,89; |w2| = 22,336; |x| = 13,65; 
| xı: = 10,45. Dos nuevas aproximaciones con el método de NEWTON- 
HORNER dan las cifras exactas: 

xı = 36,8960; xı = 22,3410; 2x3 =-—13,6669; æx,= 10,4302. 


3 42. Pág. 587, 


4 02 —2 
4 0 
— A; —2'=-— 128; 2.4 1 —1i = 128. 
2 0 1 38 





(1 = i V 23)/4, ceros del m. c. d. 2x'—x+3. (La resultante de 
EULER tiene característica 5). 

1 = ì, dobles. 

R(y)=y*?—4y+4 con cero doble que da dos soluciones. Además, 
x=0 es asíntota común en punto impropio doble, Soluciones: 
(0;1;0) doble; (2;2), (—4; 2). 

La eliminante en œ es x* — 23 œt — 2 x° + 369 x? — 649% + 300 = 0, 
que dividida por w —3 da por cociente el primer miembro de la 
ecuación del ejercicio 10 de $ 41. A cada valor de x corresponden 
y =(17 x — 19) / (x° — 1); z =(19x— 17)/(x?— 1). Las ocho solu- 
ciones del sistema son las tres impropias (1;0;0;0), (0;1;0;0), 
(0;0;1;0), y las cinco propias (3;4;5), -(—4,44; —5,07; —-5,43), 
(0,88; 17,91; 1,238), (1,145; 1,428; 15,865), (22,416; 0,725; 0,815). 
No. INDIC.: La ecuación xt — 20 x* — 62 x’ + 183x — 100 = 0 es 
irreducible en el campo de los números racionales, pues si fuese 
divisible por 2? + hx + k, debería ser-k divisor de 100 y 
h =(183 k + 20 k*) / (— 100 — k*) entero ($ 17-4, g1). Basta ensayar 
hasta k= + 1, +2, +4, +5, +10. 

Mediante x(y? —1)—17y+23=0; xe(2* —1)—192+23=0, se 
prueba que ni y ni z pueden ser irracionales cuadráticos, pues lo 
sería x, fuera de (3; 4: 5). 


5 43. Pág. 611. 


Ap Ph 


D n p a 


co; 1; e; 1/4; 0; 1. 
a) Si | x/xo| <A <1, Za, x" tiene la mayorante convergente h3 n* Anf 
b) Resulta |an x” | <2hn* y se aplica a). 
Resulta del criterio de comparación de 2% especie ($ 22-2, b). 
Mayorante convergente 21/(n*+28n) = 2[(1/n) —1/ (n + 1) 1. 
lim sup V]a,b,| <R*.R'*; lim sup Vla,:b.|>R*:R"”; (cfr. 
ejercicio 12 de $ 20), 
2 (—an)x", o también 2 [—a, +(1/n!)] x". 
00 00 00 
> (—1)ran;, B (F1). 8 (m+n) ax; a (+ 1)” x2n, 
n=1 


a) Resulta del caso n= 1 por multiplicación reiterada (ejercicio an- 
terior); b) Los desarrollos de [1— (r— 1) x] (1 — 4) / (l--r4)=1+ 


10. 
11. 
12. 
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+ (r—1D/(1—rx)l, (r=2, 3, .... n), son mayorantes de 1. 
Por el ejercicio anterior lo es su producto (1— x)"/(1—0m2). 
Ra(1/n) = 3; f(x) =sglx]. 

(1420) /(1—2)"; (a +40 +0) /(1— x)t. 

La serie es f'(1), siendo f(x) = (e* —1)/x. 


$ 44. Pág. 619. 


2. 
3. 


op y 


No, el desarrollo representa e” (cfr. $ 38-5). 


a) 24x tł xx — (2/8) —...; 201—20.1+ Gra=0; R=vV2; 

b) 1+3Bx—32* + 15 x* — 39 0* + 1230 —...; an = 3 An-2 — 2 Mp1: 
R = 1/8.. 

a) (1+x)/(1—x)% b) (14+x)/(1 —xu)”; 


c) (14 2—3%* 4 22%)/[(1 — 2)*(1 — 2%)]. 
(1 +æ)/(1—x— x); R=4 (V 5—1). 
[45-3]. 7. [45-3] y [45-4]. 


0) y” = (nn —m)yg"”; y=1—mx*'/21 + m (m — 2%) zt/4! — 


b) yo™” =2( 7 5 Jur» —2 ( i ) yo +... (n2), 
tgx =x + (x?/3) + (2x5/15) + (17/3156) + ...; 


c) In cos x = — $ x? — (0'/12) — (0/45) —...5 la] < 347. 
$ 45. Pág. 630. 
3. ctgx — (1/x) = (xcosx — sena)/(xsenx); 
cosec a — (1/x) = (u% — sen x%)/ (usen x). 
8. a) Separar partes reales e imaginarias; b) a, —24,-1 cos P + Gn-2=0, 
válida para ambas series. 
li. Ln2—i[Arectg (1/V 3) +2k7]; (37/24+2k")i; 
3Ln2— (3/44 2k)71. 
12. e2kr ¡¿iln2; e(2k4+1)r; el2+1i, V 2.e77r(21+1/4) eil% Ln 2—r/4) 


21/V2 gi V2 (2 k+1/4); 13 €e6kr—3 Arc tg (2/3) ,g1[ (3/2) Ln 13+2 Arc tg (2/8)]. 


13. 


14. 


15. 
16. 
17. 
20. 


21. 
22. 


19) y 2%) se verifican completamente, 1%) con correspondencia de va- 
lores principales, 22) no siempre [Arg(2w) $ Argz + Argw]; 39) 
no se verifica completamente: valores del primer miembro pueden no 
tener correspondiente en el segundo: los valores principales se corres- 
ponden. 


Si x >0: ((2))7 — 27.02 kTiz , real para 2k x entero, sólo k=0 si x 


es irracional ó x = p/ (2q +1); si x = p/2q también k =q `. — xt. 
Six<o0: ((x))2 = (—x)=..er(21+1)7u, real sólo si (2k + 1)x = en- 
tero, es decir, si E E el k=q da (— 1)’ (— x)’. 


Y1/3; + V 1/2; e = 15.15 ...; Y 9/4; — Y 3; los otros dos no 
existen. 


107/14 n, 10? £ np! sin 310 Si n=10”.a es lgn=h-+Ilga. 


o Jese | o _ f es; er dd s e 
= 101° 2°) æ=] 1010, 10100 + 3%) 2<15 2<1 19 


(e? mari2dii)i = e-2(m+7=e_207 parak=9n—m. 
1. 5 B . (2 n—3) Lel 
R, e NA A 
| |< . (29) == ¿[para [=|<1, pero si0<x<l1 es 
| Ra l < L35.. (ana) gr y SE R, = (— 1”. 


.. (2n) 
Para a convergen 1% y 3% por el criterio de RAABE. 
a) Poner 2x2—2*—t, y desarrollar (1— t), (§ 45-5, ej. 2). 
b) Derivar logarítmicamente y en (x —z)y = (1 —2xz de 2)y' apli- 
car el método de los coeficientes indeterminados ($ 44-4). 


N 


23. 


24. 


27. 
28. 
30. 
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Si m > 0, hay convergencia absoluta en += ! 1. Si m<O0. hay diver- 
gencia en x = — 1; en v = 1, la serie es condicionalmente convergente, 
oscilante o divergente, según que — 1 < m < 0, m= — 1, m < — 1. 
V66 = 8 V1 + (2/64) = 8,12404; YTO3I = 10(1-+0,031)*/ = 10,10226; 
v2 = (5/4) Y128/125 = (5/4)[1 + (8/125) ]:/ = 1,25992. 
11*32'13” = 0,201357; error < 10%. 

arc tg £ = (T/2) — arc tg (1/x), si x > 1, ete. 

k=h/l; s=21[k+ (1/k)] arc tg k=41 [24//(1.3)—k'/(3.5) + 


, 
O AA 


5 46. Pág. 649. 


2. 


QU Y) 


10. 


wt — 5x + 314 12=3 + 4(2 + 1) — 3(2% + 1) (1 — 1)+4 
(41) (0—1) (x —2). 


. Basta intercambiar x por y. 
.e=l; b=—.1; a=2. 
. Se aplica a R(x)/Q(x) la fórmula de $ 46-4, a, empleando P(x.) = 


= R(x) à 


. Si Q(x) = (x — a)? Q(x), para Aı = f (a)/Qı (a) se aplica Q” (a) = 


a : ; [f (x) — A:Qı(x)] : (u—a) 
= 2 Qı (a); para A: y B se aplica a Gaala) 


la fórmula de § 46-4, a con Q” (a) = 6 Qr (a). 


. Es Mb, +N = Í(b,)/ Q1(b:) = (rob. + 7r,)/ (So bi + 81), (G= 1; 2), 


con bı + ba = p; bı ba = — q; 
f(x) E Ar Az Mix+ Ni Mx + Na 
Qie) aIt wit w 20427 Pal” 
A =1(1)/Q'(1) =1; — Az =f(—1)/Q'(—1) =1; 
Qíe) = (x — 1) (x+ +1) = x+ — g l; 




















2 0 —3 —2 9 0 1 1 0|—1 —1 
2) 0 4 8 2|—16 0 2) 0 2 6 8 0 
—2 0.0 -—4 —8| —2 de l= 0 0 —2l-6 —8 
2.4 1 —8| —9 781 1 3 4l 1 —9 
—9 ı = —? 
16 —9 —2 1 
— E N, = — 4y 
di par 5] , |¿—7 1 
—2 —9 [—2 —9 
Análogamente M: = — 1; N:=1. 
. Verifíquese que el coeficiente de (— x,)” es f(x,)/Q'(x,). 
le Bal 49 
a) -3 — Bet | ABe)’ 
O i p Zt Loti 
b) (e —1) ii 3 (x? -+ xt 1)?’ c) ax? T x + (x — 2)? 
1 1 x 
D zai t ZeD F) 
le EN, e Me N 
2V2 *+vV2+1 2V2 *—vV2:+1 ” 
1 vV3x-+2 Vi8—2  . 
f) e iD" ES — JO IAS ; 
6(x? + V3x+1) 6(x°-— V 3x + 1) 
4 2 
9D 1+ 4a 4a 


(a? + a)’ 7 a: 


Sub 


` 
So 


2 
3. 


No 
` 


1. 


ON 
. 


10. 
11. 


13. 
14. 
$ 


1. 
2. 
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17. Pág, 656, 
. 310; 157; 426; ... 


y 2 - 2f0)] - 15[cJ* + 5[x1; Ay =2+ 30010] + 15[1]*; 

u= wW- 30[x]; Ay=30; 4A'y=0. 

ile) = 3—21] - 3[3)* + 3[0P=3 0 —86x* + 2 +3. 

Para r- 0.0477 se toma x: = 0,05; h = 0,05, dando £(0,04771 - 0,94772 
con todas sus cifras exactas, sin que iufluyan desde las diferencias 
terceras. Para x = 0,2862 se toma x= 0,30; h= — 0,05, dando 
f(0.2562) = 0,92135 con todas sus cifras exactas, sin que influyan 
desile las diferencias cuartas. 


s, 


to. Páy. 672. 


La ordenación resulta de los axiomas I y III ($ 48-1); la conti- 
güidad de considerar poligonos regulares de n lados (n —>%): 


x: = m (sen? xr)! (2x); Sj=TY(tgex)/x, con c=7/n. 
t) l= J; by 1=-—J. 
© — e’ 1 — cos a; sena. 1INDrc.: Tomar subintervalos iguales; usar 
deracio 7 de $ 45. 
Con n natural es lim 1,=0 para —1Sasl; 2 para a< —1 
— 7 para a>1 : 
([9]/12). 6 o] +1) (2[b] + )P. 
v+1 
1/(r— 1) < f dæ/æ < 1/r. a 
y 
1%) Cualquiera entre 0 y 1; 2, (a +b)/2; 3%) Vab. 1 celo; 


Considerar el trinomio en €: f [f (x) + tg(x)P dx = 0. 


49. Pág. 676. 


La oscilación de |f(x)| no supera a la de f(x). l 

Si 1(+)>0 y g(x)>0 (notaciones de $ 49-1, con * para glx))y 
en una partición tal que uw,.85,<e/(2M'), 32w, ô,<e/(2M) es 
(M, M.—m,m,') 5- < e. En el caso general, considérese f(x) — m 
y plc)". 

—2 y —2 para ambas funciones: g(x) tiene en [0; 2.7] dos mí. 
nimos y ningún máximo. 


3 90. Pag. 678. 


Neo —2? 


3 50. Pág. 683. 


coja N t 


Do py! 


x—au:; ¿(a —(%); cosa—cosx. (8 48-4 y ejercicio 5 de $ 48) 
t sgr — ta sga. 3. (7/4)—(—T/4)= 7/2. 

F(x) es discontinua en x=0 (cfr. $ 30-5, ej. 1); 

LE 1 — [e/(e + 1)] + 1/(1+€e) — 0= 2/(1 4- e) > 0. 

i. 

a) 1 (ejercicios 6 ó 7 de $ 48); b) + œ% (ejercicio 8 de $ 48); 
c) oscilante entre 0 y 2 (ejercicio 5 de $ 48). 

Un círculo de radio 1. 8. 7/2. 9. —1. 


3 31. Pag. 696. 


En (0; 1) esx=+Vt;en (- 1; 0) es o=—Vt: 


2 
e f ane Vt=2. 
0 i 
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1 Pag. 702. 


TN e 2, 
Foces zy Ë -- wut hu; tm = v/ g = aT; d=vf/g. 
l. en por 1 = sen” x + costa: 1 = (cos?x + sen?’ g)’; 
= Vi=xw'V1=+w. 
5. ; (AI (12 AC; I, = (2/3) (sen x)? + C; 
O Vx— C; L = ln [k/ (1 — sen x)]; 
La Vi- e — C; le = (3/4) arc tg xt + C; 
I noO I, = ¿(arc sen x)? + C; 
L = }in*(inx)+ C: i 


6. a f dx/chx = 2 faerit 4 1) — fche dsi (1 + sh'a) = 


z= uz (chë: æ + sh’ r); 





h} 2 arc tg (ê — iT = are tg sh x = 2 are tg tgh àg. 
7 Az=415; B=2(V3—7/83); C=7/12. 
5. En (—7'2; 0) es — V1—u=— gen €. 


9. Para 0:.t EZ 7 no es t—=arcsenx uniforme. Es 


aje 
Fe cos t dt = x = 


0 E 
1 
= ftare sen <)? de + Sír— aro sen 2)? de =—27. 
0 1 


10, Efectuar las sustituciones: % = Tt — t; L= T — 4. 
11. I= (5/2) x + 4 sen x + (3/4) sen 2x — (1/3) sen? x + C; 














J=—isenie—in ¡ksenz]. 
gal 
: =-—- — i — 1; ih’ ,sin==— 
13. 1 (ma 1) + Osin li ¿nx +C, sin 1 
14. I= 4ix Vat—x? + a? arc sen (x/a)} + C. 
I5. J= (3x*— 14) are sen x, + æ V 1—?/4 + C. 
16. a) l = — cosx + C; l-= x — i sen 2e + C; 
sen"? x.cos x n— 1 
Ll, = TE OS Ñ L-;. 
b) Jn = i 3 arc sen % — + Suena du, (u = arc sen g). 
2n —1 

I7. K, = arc tg x + C; Koa a -K, + C. 


2n(1 + x°)" 2n 
18. I = (e — c`), u = (16—2e?)/(e*—1); J=#u.2m2, p= 0. 
19. K= — 27 £0. 


§ 52. Pág. 707. 


i SAT +H 
(x? t b) rd + b)" 

O E 
eee paa Z2). 
5 52 Pág. 712. 


Poniendo €: 1: se reducen a otras semejantes a las de los ejemplos 
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5 y 11 de $ 52-2. Es 
I= — 4 arg sh Š + C; J = — are sen 32 4 O. 
§ 52. Pág. 714. 
k(x — 4)° | |k —2)*j, 
item e=. 
laa? AER A 
K = e EEN 
3 2 a —1 
1 ka? CT 
LTS Mn L; 
2a [aña]? M Men 
N =$ n teea 
2 a +1 
2. I = } arc tg ł (x— 3) + C; J=x + In |k(x—2)/(x —1)l; 


10. 


11. 


K = arc tg (x + 1) + In | k(x—2) |. 


cI=( +1). + Hhiko/(0+1) 3; 


VIE A A 

J=— [3/(40)] + lIn V i ks/(x + 4) j; 
K = x` + In :kxį + are tg 2x; 
L = — [(12« + 39)/(2x* +12% -+ 20)] — 6 arc tg (x +3) +C; 
M <=! — (x—2)" +3 ln ;kxi. — 
2V2I=3IM|k(*+V204+1)/ (0*—V2011); + 
+ q tge(V2x +1) + arc te (V2x—1); 
J=x-+ [2a?*x/(x%* + a*)] — 2a arc tg (x/a) + C. 
4I = 7 ln ¡k(2+1)/x%*! — [(72 + 4) / (x* + 2?)]; 
J=h ` ka| + arc tg x + [(u0—1)/ (0 + x)]. 

_2 (abba) (0-n) /2 24 (a+bxo) (-mN/2 q (a +b x) (2-n) /2 
Mt O E 
= = (2/b°) `; [(a+bx)"/7] — eoe e + [ar(a+rbx)/3]p+C; 


= (6/7) qn — (6/5) + 2/4 — 6x” 6 are tg r + C. 


. A arg sh (x+1) + C; b) 3 arg Ad 3]4C; 


c) 3aresen2x + C; d) are sen [(x+2)/(2 V2)] + C; 
e) $ arc sen [(2x* + 1)/3] + C, 

8l= (4246) Ve 4322 —17 In (224312 V 27 3 2—2)+C; 
PN -348x—4x' "4 (24/V23) arc tg [(3V3—2x+ 
+2V2%x—1)/V467—23] —4 arc tg V (3—2x)/(20—1) +C; 
K = — 2 arc tg [(V 1 + x*—%*—e—1)/x%] + C (aplicar § 52-2, b, 
nota 2). 





. a) — [V 4— x°/x] — arc sen (x/2)— C, (x=2 sen t); b) 2 In] 





| kæli (4+ V 16— x)|, (x= 4 sen t); c) (1—2) V r? +a/3 +C, 
(x =a tg t); d) (1/a) arc see (x/a) + Cı, (x =a sec t). 
a) 3x V æt — zal |xz+ Vta] +C, (x=ash t); 
b) 3æ(x?— 2) V x? —4 — 2m; x + Ver—4|2+C, (x=2 ch't); 
c) A 4+9x + (2/3) In |x + (1/3) V4+9%]| + C, (x= 
= (2/3) sht); 
d) (2/3) arc tg [(x + V x?—9)/3] + C, es 3 ch £). Relación en- 
tre las constantes: C — C: = (4n —1) 7/6 


Intégrense las identidades. 
(at +b)""t—a(at+b)Y te +b(at+b)”+t*; 
D [(at +0) t] = (p +1) a (at +b) t 4 (941) (at + bb)" 


I (m,n) = t” (1— t)" dt; 
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sen” arcos” ax n — 


di ES a E ' 
I (m,n) = a 1 +- T i (m + 2,n— 2); 
sen”* xcos”” x n— 
ai o a NI AA 1 m,n — 2 
I (m,n) = M ai + ma (m,n ); 
sen"? x cos"* x m — 
Ilm, n) = — — 21 (m2, n 
I (m,n) e + n ). 


13. (a + b?) ln |tg ż [x + arc tg (a/b)]| + C. 

16. (1/4) tgtx— (1/2) tgx + (1/2) In (1 + tgx) + C. 

17. a) x + arc tg e —ln|k V 1 +e'|; b) Inltgh (x/2)] + C; 
e) —er+C; d) æ + [(2— V 3)/ V3] In (e +2— V38) — 
—[(2+ V3)/V3] In (e +24 V3) +C. 


$ 53. Pág. 720. 

1. Primitivas: (1/a) arc tg (x/a); (sg a) arc tg x/lal; >` 

(1/2a) [nta + x)/(a—«)]. 

2. [51-9]. y [51-10]. 3. Ejercicio 14 de § 52. 
Sustitución x = a + (b— a) sen’t, 
. Integral no convergente (x = 4). 

6. $ 53-2, ej. 1, y sustituciones: 4 x= u; In (1/x) =u. 

7. I se reduce a [53-7] por x =sen t; J a [583-9] por V x — æ =tg. 

mT/2 

8. Se hace xv = 1— t. En if sen?” gx cos. **x de hacer sen? g= t. 


oa 
. 


0 
9. (p+49)B (p+1,q) =pB (p, q). 
$ 54. Pág. 732, 


1. 8a*/15. 2. Tres círculos de radio r. 

3. Seis círculos de diámetro a. 4. Un círculo de radio a. 

5. A=2T@; A= (T + 2) a; A,=40. 

6. V=T7,2mTa = cilindro de altura igual al recorrido del centro. 

T. V=Tabz7*/2 = mitad del cilindro que lo comprende. 

8. V= Tra. 9. V=57T7'7Y; A=6477r*/3. 

10. a>r=b, A=27[r"4+ar (are sen e)/e], con e= Var—7/a>0; 


a<r=b, A=274+ (ar/Vrr—a?) .ln [(r + Vr — a?) /a] +. 


$ 55. Pág. 745. 


l. ds=2iV4+09xdxe; s=[(4+9a)**— 8]/27. 

2. des—=(a/x)Y dx; s=6a. 

3. a=b[(k+1) cos t — cos (k + 1) £], 
y=b[(k +1) sen t — sen (k +1) t1; 
s=4bk” (k +1) (1—c<cos 2 kf), con k=B/b. Para B=b se hace 
p = T — t con b— x = T cos p, y =r sen p, dando r=2b (1 + cos p). 


5. T—=4Vl/gK (27, sen 3 0.). j 
6. s=—cotg 0 Vaos FP- È V1i—* seri tdt+ 





qr/2 
y bk pe dt ea e a 
a VI— k sent ` e Va +b 


qr/2 
7. No, 8. s=3aT[arg sh y. + po V 1 +°] 


NIOU 
9. 


10. 
11. 


13. 


15. 
19. 
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a) p=2 [(p+x)""/p14; b) a=3x4+2p, B=— 2%**/p'/*; parábo- 
la semicúbica, f*=4 (a — 2 p)*'/(27 p). 

p=(y +42) ?y/|60% +21; P(+1/V3, 3/4). 

p= (+07 ex)/(4 Vil); ax la, PB=e (toas 

F 0) eV ELF e’). 


a) a=—ame”? senp, B=ame”? cos g; 
b) r=aer(P +), k=(1/m) Inm-— ád 7. 
a) x =a (cos t + tsent), y=a4a (sen t — t cos t); b) s= Lat”. 


P=N=}V=2 V2; P=N=V=%2. 


$ 56. Pág. 751, 


La 
4. 


5. 
6. 


T=20 kgm. 3. 7853982 kgm. 
T=nRT ln [(v,—b)/(v —b)] —a (v, — v.) /vo v. 
2/mT = 0,63663; V 2/2 = 0,7071. 

V à (aè + btp... +a t b). INDIC: Aplicar § 53-1. 


$ 57. Pág. 766. 


1. 
2. 


9. 


11. 
12. 


0,69377. Concavidad hacia y > 0. 


Sea P, el punto de la curva de abscisa i (¿=0, 1, 2, ...), Y, el área 
entre el arco P; P,a y su cuerda, y %;' la trasladada llevando P, al 
origen O. Muéstrese que di, Cs, Oy, ..., no tienen partes interiores 
comunes. 

0,69315. 6. 0,74. 

a) f(t) = t — '/(2.4) + 38 /(8.7)—...+ 


+ (— 1)” (2n — 1)!!*'"/[(2n)!! (3n +4 DI+...; 

b) Basta tomar dos términos; f(2) = 0,492. 

K(47,k) =37[1+ (3%) + (3111/4119? + (511 k%/6!!)? + ...], 
(œ< 1); 

E (47,k) =37 [1— (Ak) — (3!! k9/411)*/8 — (5!!k°/6!!)?/5 — 
— ...), (k? < 1). 

5,870 con error menor que 0,0004 acotado por [57-8] con | y*" | < 2. 
Cinco términos, los que aun dan 5,86989. 

(1 —n) In = «"e*? — Í. 

0,69312; sólo la última cifra es inexacta. 


§ 58. Pág. 770. 


1. 


3 10” 2. 5 cm. 6. 1,118. 


ÍNDICE DE SIMBOLOS Y ABREVIATURAS 


Ja, b, e! 
Conjunto, 1-1. 
0 


Conjunto vacio, 1-1; Cero o Nulo, 3-2, 
5-12a, 7-4, 9-2, LL-LIld2. 
e 
es elemento de, 1-1. 
(£) 
contenido en, 1-1. 
(2) 
comprende a, 1-1. 


(<) 


es parte de, 1-1 
(>) 


tlene por parte a, 1.1. 


es igual a, 1-1, 3-1, 6-1, 7-4, 9-2, II-Illa, 
16-1; equivale a, 1-3. 
—> 
implica, 1-2, 1-1; tlende a , 20-1, 24-1, 


Relación de Igualdad o equivalencia, 1-6. 


L 
perpendicular a, 1-5. 
R 
está en la relación R con, 1-5; Resto, 16-4. 
57-30, XVI-116; Resultante de un sistema. 
121; Radio de convergencia, 43-16; Reglón 
del plano, 48-1. 


Relación, 1-Ej.; Varlables equivalentes, 
24-3b; Igualdad aproximada, 35-5. 


— 


R 


no está en la relación R con, 1-Ej, 
1,2,3,4,5,..., 
Sucesión numérica natural, 2-14. 
1 
l'no, 2.2b, 3-8, 3-10, 9-2. I-Ild, 11-6b4. 
sg 
sipuiente, 2-2b, 2-7, 3-6b; Signo de, 23-85. 
pr 
precedente, 2-2b, 2-7, 3-8b. 
no es igual a, 2-2b. 
+ 
más. 2-3, 3-3, 5-12a, 6-2a, 7-5a, 7-8c, 9-2, 


II-IITba, 16-3a. 
& 


Operación, 2-4a. 


menos, 2-4, 3-6a, 7-50, 9-ba. 


multiplicado por, 2-4c, 3-4, 5-12a, 6-2a, 7-bd, 


i-6c, 9-2, lM-Ille, 11-50, 16-7, 16-3b. 


> 
mayor que, 2-5, 3-9, 6-5, 7-5c. 
< 
menor «que, 2-5, 3-3, 6-6, 7-6c, 
[<] 
estrictamente anterior a, 2-7. 
[S] 
anterior a, 2-7. 
& , < 
menor o igual que, 2-7. 
[<] 
sigue a, en dirección, 2-7. 
p (a) 


Correspondiente de a, 2-8; 
Valor funcional, 23-4. 


p(M) 

Conjunto correspondiente de M, 2-8. 
1—1 
Correspondencia biunívoca, 2-8. 
(1, 1) 


Sección de la sucesión numérica 
natural, 2-9. 

Or, A, ..., An 
Elementos contados de un conjunto 
finito, 2-9, 

Mrs 
Ilimento de la fila r y columra s, 
2.11, 13-1c, 13-2, 

[a - b] 


Par ordenado de números naturales, 3-1. 


ja -b) 
Número entero, 3-1. 
+a 
Entero positivo, 3-2. 
—a 


Fntero negativo, 3-2; Elemento Inverso de 
la adición, 5-12a, 6-2b, 9-4d:. 


o 
Correspondencia biunívoca, 8-5. 


Módulo o valor absoluto de, 3-4a, 7-7, 9-4e, 
TH-IlIds, 23-6a; Determinante de unae ma- 
triz, 15-7. 


812 


a 
q0a=04.0... 0 


Potencia de exponente natural 4-2. 


Producto de, 4-3. 
In, nl 
Fact. rial de n, 4-3. 


Suma de, 4-4. 
aer, deb* 


Potencia reiterada, 4-5, 4-6. 


Suma doble o reiterada, 4-8b. 


Suma triple o reiterada, 4-9b. 


alb 


rla 


Esquema de división entera, 6-1, 16-4, 16-6a. 


es divisor de, 5-1, 17-24. 


b 
Múltiplo de b, 6-1. 
(a, b) 
Máximo común divisor, 5-5: Intervalo abier- 


to: a<z<b, 7-7; Intervalo cerrado: 
as<xsSb (DIRICHLET, VALLÉB POUSSIN), 7-7. 


[a, b] 


Mínimo común múltiplo, 5-5; Intervalo ce 
" rrado: asxsb, 7-7, 6-6. 


[a - b] 
Mínimo común múltiplo 
(VAN DER WAERDEN), 5-5c. 


Máximo común divisor, 5-6a, 17-3c; Inter- 
sección, I-I; y”, I-I; ínfimo, I-I. 


Mínimo común múltiplo, 5-5, 17-3; Unión, 
I-I; “o”, I-I; Supremo, I-I. 
1 
qı q2 


a b Y1 


Ti Y2 sesos 


Algoritmo de EucLIDES, 6-6a, 17-4d. 
a = b (m) 
Números congruentes, 5-11a. 


I 


m 
Algebra de clases residuales, 5-12a. 
a a 
T’ aja 
Fracción, 6-1. 


y 
dividido por, 6-4, 7-5e, 9=-bc, 
al 
Potencia de exponente nulo, 6-7; 4-2b, 8-4. 
ar 
Potencia de exponente negativo, 6-7. 
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0° 
Indeterminación, 6-7, 21-3a, 36-5. 
CX 
Complemento de X, I-I. 
Cp 
Negación de p, I-I. 
0, I 


Falsedad, Verdad, 1-1; Cotas universales, 1-1. 
1, V, X, L,C, D, M 
Numeración romana, 1-11. 

haf- baa 
Numeración indo-arábiga, I-II. zA 
l, Y 


Diez, once, en sistema duodecimal, I-II. 


; p (m) 
Indicador de un número, PlIlc, 


lim a, 
n—> 0 
Límite de una sucesión, 7-2, 20-1. 
ja ; as} 
Encaje de intervalos, 7-4. 
¡A ; A} 
Cortadura, 7-64. 
(a,b] , (a 40,5) 
a<xsb, 117. 
[a,b) , (a, b— 0) 
agx<ob, 1-7, 
(a + 0, b—0) 
a<x<b, 1-7. 

(a, +œ) , [a, +00) 
Intervalo infinito por la derecha, 7-7. 
(—o, a) , (—o, a] 
Intervalo infinito por la izquierda, 7-7. 
(—o, +) 


Intervalo infinito bilateral, 7-7. 
R(V2), Ca, v 


Cuerpo de racionalidad de base Y2, 7-Ej.. 
17-1a. 


m 
Vve 
Raíz aritmética, 8-1. , 
a”/r 
Potencia de exponente racional, 3-4. 
ad 
Potencia de exponente real, 8-6a, 27-1, 27-4. 
loga 
Logaritmo respecto de la base a, 8-7a, 27-3. 
e 
Número e, 8-8c1, 21-6, V-IIIdz, 46-1b, XI-ILb, 
54-1a. 
In 
Logaritmo natural, 8-8cz, 64-1a; Valor mul- 
tiforme del logaritmo natural, 46-3c. 
lg 
Logaritmo decimal, 8-8c2. 


M 


Módulo de un sistema de logaritmos 
(decimales), 8-8c2, 46-4b. 
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1 
Unidad Imaginaria, 9-£; 9-1. 
(as, da) 
Pnr ordenado de números reales, 9-2. 
R( ) 
Parte real, 9-2, 
I( 5) 


Parte imaginaria, 9-2. 
Tọ =r (cos p + isen p) 
Complejo en forma polar, 9-4. 
p = Arga 
Valor principal del argumento, 9-4b. 
arga 
Argumento multiforme, 9-4b. 
a 

Complejo conjugado de a, 9-4d1. 


r.et 


Complejo en forma exponencial, 9-4d, 43-5b. 


(23 Za, Za) 
Razón simple, 9-Ej. 
(Za, Za, Zs, Za) 
Razón doble, 9-Ej. 


n 
v ((2)) 
Raíz general multiforme, 10-4a. 
Ca R 
Cuerpo de los números racionales, II-I; 
Cuerpo mínimo o absoluto, 17-la. 

a = hi + tih + his 
Vector del espacio de tres dimensiones, 
I1-11Ib2. 

a = (41,0%, ..-, An) 

Vector de n dimensiones, 1I-1IIbs. 

i = (1,0,...,0) p 
Primera unidad de una base del espacio 
vectorial, II-IIIbs. 

a = wl + mi + &j + ak 
Cuatťernio, I-IIdi. 


a 
Cuaternio conjugado de a, II-IIIdz. 


E (a) 


Parte escalar de un cuaternio, II-IIIds. 


V (a) 


Parte vectorial de un cuaternio, 11-IIIds. 


Van 


Variaciones, 11-1. 


multiplicado por, 11-1. 
V'm, n 
Variaciones con repetición, 11-1. 
Pan 
Permutaciones, 11-2a. 
P, a, B, ..., A 
Permutaciones con repetición, 11-2c. 


Cn, » 


Combinaciones, 11-34. 


01 


Factorial de cero = 1, 11-84. 


a 
n 
Número combinatorio, 11-4; Coeficiente 
binomial generalizado, 46-54, 
. » Cm, n 
Combinaciones con repetición, 11-4b. 
( ijkl ) 
1234 
Sustitución, 11-5. 
S(P) 


Sustitución Y aplicada a la permutación P, 
11-04. 


U = 1 
Sustitución idéntica, 11-5bs 
sa 
Sustitución inversa de S, 11-6b7. 
(di Qa ... Ux-1 4, ) 
Cielo, 11-6. 
g* 
Potencia de un ciclo, 11-6. 
Cu (Ur Q: 
, a (Um dx: 
an Ax A:j 
Determinantes de 2? y 3er. orden, 13-2. 


Cu dns 
dn (Um 





0)» 
Menor complementario del elemento Coro 
13-4a. 


1k 
Adjunto dei elemento a,,, 13-402. 


Cij 
Producto escalar de la fija i por ia 
columna j, 13-6. 


Qu An ... Qin 
An An ... Un 


Qm Anz ... Unn 
Matriz, 14-1; sustitución lineal, 15-7. 


Equivalencia de expresiones algebraicas, 
15-1b. 
[x] = E(x) 
Parte entera de x, 23-3; 15-2b2, 
SP 
Potencia de una sustitución, III-Ia. 
€ (a) 
Adjunción de a a un cuerpo C, 17-la. 
C (£i, La, -.., Tr) 
Cuerpo de r variables independientes, 17-1a. 
D (x) 
Máximo común divisor algebraico, 
17-3c, 42.1. 
M(x) 
Mínimo común múltiplo algebralco, 17-3c. 
A 
Discriminante de una ecuación, 19-1a, 
X-IIld ; error de, V-Ila; incremento de, 
V-Ila, 25-1a; Diferencia tabular, 35-654 ; 
Operador simbólico de diferencias, 47-2, 
Tr 
Número pi, IV-Id, V-Mlcz, XI-11, 53-3. 
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Sucesión, 20-1. 
L, $, —0 
Limite infinito, 20-1, 21-6b, 24-5, 24-8; 
Extremos infinitos, 23-14b. 

a = lim sup % —= lim an 
Limite superior de oscilación, 20-5. 
a = lim inf a, = lim a, 
Limite inferior de oscilación, 20-b. 

Mm — 0 
indeterminación, 21-dez, 36-4h, 
0.% 
Indeteyminación, 21-1b2z, 36-4a. 
0/0 
Indeterminación, 21-1c4, 25-3, 36-3a. 
a / 
Indeterminación, 21-1c4, 36-3b. c» 
Mara aa 
+.%0, (A< 0) 
Límite singular, 21-34. 
poi n] to A>) 
=} 0, (A< 0) 


Límite sinsvlay, 21-3b. 


(10) 
Indeterminición, 21-3b, 36-5. 
naaa 
0. (0<a<1) 
Límite singular, 21-3e 
1+00 


indeterminación. 21-3c. 
T) +æ, 0<a< l) 
Limite singular, 21-3d. 
1-2 
Indeterminación, 21-3d. 
ar, (0<a=1) 
Oscilación, 21-3e. 
10m 
Indeterminación, 21-3e, 36-5. 
041=0, 072=+4x% 
Limites singulares, 21-3f. 
0N 
Oscilación, 21-3f, 
(4) n=+4 % (+4%)-2=0 
límites singulares, 21-3f/. 
(+0) 
Oscilación, 21-3f. 


oa) 
i Usp aa H a aa S Y U 
n=1 
Serje, 22-14. 
U, = uUi + Ua + Eee + Uun 


Suma parcial de una serje, 22-la. 


Ha 


Suma parciaj de la serie armónica, 22-1d; 
Polinomios de Hermite, X-Ilb2. 


R, 
Serie resto, 22-14: Reducida de una fracción 
continua, V-illa ; Coeficientes de la fórmula 
de Gauss, 57-5; Coeficientes de la fórmula 
de NEWTON-CoTES, 57-6, 57-Ej. 
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s(a) 
Serie armónica generalizada, 22-2b2. 
C= Y 
Constante de EULER o de MASCHERONI, 22-3b 


Mutriz de ToePLITZ, V-la; Trapezoide, 48-2; 
Trabajo, 56-1. 


(0,1) , (C,k) 
Sumabilidad CesAro, V-Ig. 
A* 
ivimite superior o cota de error, V-Ila, 
a =(AA)/A 
Error rejativo, V-IIc. 
ar A 
Límite snperior o cota de error relativo, 
vV-Ilc. 


Ea 
Error aproximado, V-Iles. 
E" 
Cota de error aproximado, V-Iles. 


o + 1 





1 
a + a+... 
Fracción continua, V-1lla. 
1| 1| ' 
ao + ——— 4 —— 4... + 
| as | as 
1] 


+ — +... 

| An + 
Wracción continua, V-lfla. 
[an mis Ao, ..., On...) 
Vracción continua, V-llla. 


[a., Mi, ss., Ak- Aky se., Aken) 
Fracción continua periódica, V-Ild, 


E, Y, Z, +». (0,0, P, ...) 
Variables, 23-1. 


a,b,c,... (a, B,p, ...) 
Constantes, 23-1. 


mant 
Mantisa, 23-3. 
f(x) 
Función, 23-4. , 
u = u(t, Y, -œ t) 
Función de varias variables, 23-4, 


P(x,y) 


Polinomio en dos variables, 23-8. 


w= f(a); d z=%+iy 


Función compleja de variable compiejas 
23-8c, 41-1a. 


exp (u) 
e%, 23-8c. 


fig(x)] 
Función de función, 23-13. 
f(x) >!; limf(x)=] 
L>ar—>a 
Limite funcional, 24-1. 
f = O(g): 


g 
Comparación de varlables, 24-3b 
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f = olg) 
f infinitéslmo respecto de g, 24-3b. 
q(x) = olh") 


Infinitésimo de orden superior a p, 24-3c: 


q(x) = O(h”) 
Infinitésimo por lo menos de orden p, 
243 ca. 

lim f(x) = l 
para x > + x, —X, % 
Límite en el infinito, 24-543. 
l = lim f(x) = lim inf f(x) 
Límite inferior funcional, 24-8. 

L = lim f(x) = lim sup f(x) 
Limite superior funcional, 24-8. 
lim f(x) = L; lim f(x) = la 

2—0 ca 
Limites laterales, 25-4. 
f(a”) f(a—0); 
f(a) fía +0) 
Límites laterales, 25-4. 
M’ 
Conjunto derivado de M. Vl-lle. 


a 


M 
Cinusura de M, VI-TTd. 


cos 
Coseno, 28-1, 45-3. 
sen 
Seno, 28-1, 45-3 
tg 
Tangente. 
cotg 
Cotangente, 28-1. 
sec 
Secante, 28-1. 


cosec 
Cosecante, 28-1, 


Mn, 


Ze 


por consiguiente, 28-2. 
PD 
Periodo, 28-3. 
k 
Amplitud, 28-4. 
Q) 
Pulsación, 28-4. 
a 
Fase inicial, 28-4, 
arc sen 
Arco seno, 28-5, 
arc tg 
Arco tangente, 28-5. 
arc cos 
Arco cnseno, 28-5. 


ch 
Coseno hiperbólico, 29-1, 45-3. 


Ss 
Seno hiperbólico, 29-1, 45-3. 


tgh 
Tangente hiperbólica, 29-1. 
arg sh, arg ch, arg tgh 


Itunciones híiperbólicas inversas, 29-Ej. 
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BAAS 


British Association far the Advancement 
of Scicnce (Tablas), VIL-LID. 


MTP 
Matlhciratical Tables Project, VII-IIb. 
ACL 
Lhe Annals of the Compatation Laboratory, 
VIL-IID. 


Ar=h ; Ay=k 
incrementos, 30-1. 
? 

Derivada ordinaria, 30-2. 
f(x) = Df(x) 
Función derivada, ordinarja, 30-6. 
f(x.) 


Valor de la derivada en Zo 30-6 


f’. (xo) , f” (20) 
Derivadas jaterales en Ty 30-6. 
f(x) , f(x) 
unciones derivadas laterales, 30-6. 
Um 
Velocidad media, 31-4. 


vV 
Velocidad en un instante, 31-4; 
Volumen, 56-2. 


arc cotg 
Arco cotangente. 32-9, 
y” = f(x) = D"f(x) 
Derivada segunda, 33-4, 38-1. 
y” (x) , y5 (xo) 
Derivadas tercera y cuarta en Ty 33-7, 38-1. 
dy 
Diferencial de y, 384-1. 
dx = Af 


Incremento independiente, 34-1. 


dy d 
dx dx T(x) 


Derivada ordinaria, 34-1. 





Valor numérico de la diferencial, 34-1. 
o= dex =wv/d 
Incremento, VITI-I. 


Y 
Fluxión, derivada, VITT-I. 


y.o= dy 
Momento de fluxión, diferencial, VIII-I. 
(x) = O(H”) 
Infinito de orden no mayor que p, 37-2. 
H? = 0(9) 


«<P infinito por lo menos de orden p, 37-2. 
Ao 


Punto impropio, 37-6ba. 


C 


Caracteristica negativa de un logaritmo, 
IX-Ta1. 


colg 
Cologarltmo, IX-la1. 
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D*, D, D, D- 00 
Números derivados, IX-Va. p = I (4 + Un) = 
D'f(x) , D.f(%); n=1 
Df(x) , D-f (x) = (1 +w)... (Fn)... 
Funciones derivadas, IX-Vb. Producto infinito, XIII. 
y™ = 1(M(%) = D"f(x) Pa = (1 +a) ... (1+) 
Derivada de orden n, 38-1. Producto parcial, XI-MIa. 
d'y ? d” y A” 
Diferenciales, segunda, enésima, 38-2, Diferencias sucesivas 471; 
d? y q’ y p: 





E 
Operador simbólico de incrementar, 47-2. J 
[x]? l 
Factoriales o facultades, 47-4, 


da? ” dx" 
Derivadas, segunda, enésima, 38-2. 


Fórmula de LEIBNIZ, 38-4. 


T, (2) = Th a Balr) 
Término complementario de la fórmula de Término complementario de interpolación, 
TAYLOR, 39-2, 51-5c. 41-6. 
p [o 1], [0 1 2], [0 1 2 3] 
Radio de curvatura, 40-6, 55-5, 55-6, Difrencias divididas, XIT-I. 
y .. $” 
X Diferencias centrales, XTI-IT. 


Derivada segunda respecto de t, 40-6. 


i u ò” 
lim w(2) = wo Promedio de diferencias centrales, XII-TTa. 
Z2>2% (R) 
Límite en el campo complejo, 41-1a1. K ig 
, ' Área de una región, 48-1. 
w (2) = wo 
Derivada en el campo complejo, 41-1b. ô SS 
V (A, B, SS H, K] Norma de una partición, 48-2. 
Variaciones de signo, 4l-6a. m M, m, M; 
E.’ u(x) l Extremos del integrando, 48-2. 
Exceso algebraico (índice), 41-6b. 8 
| as by | Suma inferior, 48-2; Longitud de un arco, 
Determinante a,b, — a;b, 42-3. 55-la; abscisa curvilínea, 55-1b. 
Re S 
Bezoutiano, 42-3. Suma superior, 48-2, 
R (y) Ti, Ta, Tr 
Eliminante de un sistema, 42-4. Particiones, 48-3. 
(n) 
b 
Coeficiente diferencial de PEANO, 
X-la, XII-1d. f(x). .do 
ad c. d. a 
Coeficiente diferencial, X-la. Integral definida, 48-3b; 
Sp = lim 5 f(z). Ax, 48-3e, 
Suma simple de raíces, X-IITD. Ax—>0 
5 So t d deR OT g 7 
umas muitipies:de-rafces;, A-U. Integral generalizada, lim f twas, 
P B, e—>0t 
Números de BERNOULLI, 44-Ej., XVI-IL a. ate 
7 50-4b, . 
e 
Potencia de exponente complejo, 45-3b. a 
Ln S , (a<b) 
Determinación principal del logaritmo 
natural, 45-8c. b 
b 
, ((a))* 
Potencia general multiforme, 45-3d. NN , 48-54. 
Pa (%) a 
Poiinomios de LEGENDRE, 45-Ej., XVI-III; 
Polinomio interpolante, 46-1. u h 
Valor medio de una función, 48-6a. 
ENIAC 
Electronic Numerical Interpolator (R) 


Automatic Calculator, X1-11b. (Integral; integrable) RIBMANN, 40-1. 
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f; f J y.da 


Jntegrales inferior y superior de DARBOUX, 


Integral n lo largo del contorno orientado C, 
49-2. 54-1d. 
X f Hi 
f £(e)d si Índice topológico de una región R,, b4-1e. 
[R| . 
a Área absoluta, 54-1e. 
Función integral, 50-1a. y 
X Volumen, 54-3. 
s = s(x) 
f f(x)dx + C Abscisa curvilínea, 55-16. 
> es ds 
Integral indefinida, 50-1b. Diferencial de arco, 55-1D, 
'ds 
Constante de integración, 50-15; Conjunto Vector diferencial de arco, 55-2, 
generalizado de CANTOR, XIM-IV; Curvatu. sn u 
ra, 55-5; Longitud de ce circunferencia, Seno elíptico de JAcoBI, 55-33. 
A ja K(t,k) ; E(t,k) 
al f ( )de Integrales elípticas de LEGENDRE, 56-35. 
Cn 
Primitiva, 50-1b. Curvatura media, 55-5, 
b T. Vo f(x) 
F (x) a Variación total en [a, b], 55-9, 55-Ej. 
P N 
F(a) — F(b), 50-2a. Variaciones positiva y negativa en [a, b]. 
00 55-9b, 55-Ej. 
f(x) dx L(x), Vix), P(x), N(x) 
Longitud y variaciones total, positiva y 
a XxX negativa en [a, x], 55-9d. 
Integral generalikada, lim f f(x)dx, Presión. 56-2, 
=> o 
50-40. Media cuadrática de una función, 56-3 
p (0) Longitud finita de un arco, XV-Ia. 
lim (X) para X->0, 50-4a. 8n 
ù Perímetro de quebrada inscrita, X V-Ia. 
Derivada respecto a u, 51-1 Tabla. F (I) 
Df ( x£) Función de intervalo, XV-Ib. 
Antiderivada de f(x), 51-3a. 


Zm (t) > z(t) 
Sra x£ 


Z, (t) converge uniformemente a z(t), 


XV-II. 
Integral algebraica o abeliana, 52-2c. Le? z (£) 
I(p,q) Longitud de arco en [a, b], 55-9c, XV-II 
Integral de diferencial binomia, 52-2d. i E. I P 
, 
mi! Sumas de ordenadas : extremas, de índice 
Producto de factores decrecientes de dos en impar, y par excluyendo las extremas, 
dos unidades, 53-2. 57-3b. 
B(p, q) se p(x) = erf x 
Integral euleriana de 1% especie o función Función error a 57-4, 57-EJ. 
Beta, 53-Ej. 1 (x 
T(n) Función integral-seno, 57-4. 
Integral euleriana de 2? especie o función À Ei e 
A Gamma, 53-Ej. Función exponencial-integral, 57-4 
A lio 
b Función logaritmo-integral, 57-4. 
, (B— 1). 
Área absoluta, f | £(x)|dz, (a&b), 64-1a, Subpotencias, XVI-Ile. 
Pn (r) , Dr.1(7) 
a A Polinomios $ BERNOULLI, XVI-Ilc. 
Cay — 
Área orientada o relativa, 64-1d. y = 


Derivada de orden cero. Resp. 38-Ej. 
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A 


ABDANK ABAKANOWITZ, 59-1. 

ABDELHAY, J., VI-VI 2. 

ABEL, N. H., p. XxIv, IV-Ila, 22-4c, 
22-6b, V-If, g, 43-4b, 45-4a, 45-6, 
XI-1, XT-IVe, 55-3b; criterio con- 
vergencia condicional, 22-4c; le- 
ma, 22-4c; teorema, 43-4b. 

Abscisa curvilínea, 55-10. 

Abscisas, sistema, 3-10, 7-7, 9-3. 

Absorción, ley, I-I. 

Aceleración, 38-3; centrípeta, 38-Ej 

ACKERMANN, W., I-IV 19. 

Acotación de las raíces, 41-3; dual, 

. Y-Ila. 

Acumulación, punto, VI-IIb; 20-5. 

ADAMS, D. P., X-V 7. 

Adiabático, 56-2. 

Adición: leyes asociativa, cancelati 
va y conmutativa, 2-4; modular, 
3-7; monotonía, 2-5; números com- 
plejos, 9-2; 9-5; números enteros, 
3-3; números naturales, 2-4; nú- 
meros racionales, 6-2; números 
reales, 7-5; 7-6c; vectores, 9-5, 

Adjunción, 17-14; 1V-IIf. 

Afijo, 5-2b; 9-3. 

AGNESI, M. G., 33-Ej. 

Aislado, punto, VI-ITH. 

AITKEN, A.-C., 41-2a, X-V 3. 

ALEXANDROFF, P. S., III-II 3. 

Alfabetos, 4-1. 

Álgebra, 15-2; de clases, 1-1; 1-2; 
In, 5-12a; teorema fundamental, 
18-1. 

Algebraicamente cerrado, Il-IIla. 

Algebraico: algoritmo, C. IV, cálcu- 
lo, 15-1b. 

Algoritmo, I-II; indefinido, 22-1a. 

Alícuota, parte, 7-1a, 

ÁLVAREZ VALDÉS, L., V-IV 3. 

Amplitud, 28-4. 

AMSTER, J., 59-2b; 
59-2b 


planímetro, 


Ángulo: de dos curvas, 30-7; orien- 


tado, 28-1. 
Anillo, 5-12b; conmutativo o abelia- 
no, 5-12b, 


Anterior, 2-7. 


ANTHONISZ, A., V-IlTc. 

ANTIFONTE, XIII-Ia, 

Apagógico, XII1-1b; VII-I. 

APPELL, P., VI-VI 5. 

Aproximación: acotada, V-Ila; cua- 
drática, 40-5,6; lineal, 40-1; por 
defecto (exceso), 7-4. 

Arco: diferencial de, 55-1b; infini- 
tésimo, razón a su cuerda, 55b-1c; 
longitud de, 55-1; rectificable, 
55-1a; regular, 34-6. 

Arco coseno, 28-5. 

Arco seno, 28-5; valor principal, 
28-5. . 

Arco tangente, 28-5; valor princi- 
pal, 28-5. 

Área, 48-1; VIII-I; absoluta, 54-1e; 
arco de parábola, 57-3a; cardioi- 
de, 54-Ej.; contenida, 48-2; conti- 
nente, 48-2; coordenadas cartesia- 
nas, 54-1; coordenadas polares, 
54-2; elipsoide revolución, 54-Ej.; 
onda cicloide, 54-Ej.; orientada, 
54-1d; paraboloide revolución, 
54-5; superficie esférica, 54-5; su- 
perficie ı "lución, 54-5. 

Argumento, 9-4b; valor principal, 
9-4b. 

ARISTÓTELES, 1-2b. 

Aritmética, 4-1; teorema final, 
11-I1Tc. 

ARQUÍMEDES, 6-5b, 7-7, 11-1, 1V-IIc, 
V-IIIc, 34-2, 34-7, VII-I, 50-2a, 
XIII-I, 54-2, 55-Ej.; 9-Resp. Ej.; 
espiral, 34-7, 54-2, [rectificación, 
55-Ej.]; postulado, XIII-Ib; 7-7; 
teorema, 6-5b. 

ARZELA, C., 7-6b. 
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Asimétrica, propiedad, 2-7; genera- 
lizada, 2-7 

Asíntota, 37-64. 

Asintótica: dirección, 37-6b; 42-4b,; 
igualdad, 41-12. 

Asociativa, ley, 1-1. 

Astroide, 23-9; rectificación, 55-Ej. 

AUMANN, G., VI-VI 5. 

Axiomas, 1-7; compatibles, 1-7; in- 
dependientes, 1-7; sistema, 1-7: 
[categórico, 1-8; integridad, 1-7; 
saturación, 1-7]. 

Axiomática. 1-7. 


B 


BABINI, J., V-IV 3, X-V 7. 

BACHMANN, P., 7-6b. 

BAIRE, R., 25-Ej., VI-V, IX-VIII 4; 
25-Ej. 

BALANZAT, M., I-IV 2, IV-III 3, X-V 
7. 

BaLL, R. W., 11-11 2. 

BARLOW, P., VIT-IIe. 

BARROW, I., p. xxvi, VITI-I, 50-2, 
50-3; 50-4b, 53-1, 57-1; regla, 50-2. 

Base: de cuerpo o campo de núme- 
ros, 17-la; espacio vectorial, 
II-IIIb; logaritmos, 8-7; poten- 
cias, 4-24. 

BATEMAN, H., XV-III 3. 

Batido o batimiento, 28-4b. 

BAUSCHINGER, J., 1X-10. 

BEAUMONT, R. A., III-II 2. 

BENÍTEZ, J. D., p. XIX. 

BERKELEY, G., VII-IIb, VIII-I. 

BERNAYS, P., I-IV 19. 

BERNOULLI, DANIEL, V-Ig, 23-5. 

BERNOULLI, JACOBO (SANTIAGO), 
III-II 1, 23-5, VI-VI 4, VIII, 
44-Ej., XVI-IJ: lemniscata, 54-2, 
números, 44-Ej., [función genera- 
triz, XVI-Ila,c]; polinomios, 
XVI-IIc. 

BFERNOULLI, JUAN, p. XXIV, 23-5, 
VIII-I, 36-1, 36-2, 36-3, 36-4, 36-5, 
37-3, IX-III, 38-6b; regla de BER- 
NOULLI-L' HOSPITAL, 36-1, 

BERTRAND, J. L. F., VI-VI 1. 

BERZOLARI, L., p. XXVII. 

BESICOVITCH, A. S., IX-VII. 

BESSEL, F. W., p. XXVI, XII-IIc, 57- 
4; fórmula, XII-ITc. 

BETH, E. W. I-IV 19. i 

BÉZoUT, E., p. XIX, p. XXV, 42-3, 42- 
4, 42-Ej., X-V 6; método elimina- 
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ción, 42-3; teorema general, 42-4; 
íd. restringido, 42-4b. 

Bezoutiano, 42-3. 

BIEBERBACH, L., VI-VI5. 

BIERENS DE HAHN, D., XIV-I. 

Bigradiente, 42-2a, . 

Binaria, representación, I-II. 

Binario, sistema, I-II; 7-3, 

BINET, J. P. M., 13-6. 

BIRKHOFF, G., I-IV 5, II-IV 4, III 
IH 3, IV-III 1. 

BLEICHER, H., p. XXVII. 

BOCHENSKI, I. M., I-IV 18. 

Bols-REYMOND, P. DU, p. XXVI, VI- 
VI 1, XIII-IIIb. 

BoLYAr, W., 1-7. 


BOLZANO, B., II-II, 20-6a, 21-6c, 


22-1b, 24-7, 26-2, 26-5, 26-Ej., VI- 
I, VI-V, 30-8, 33-6, IX-VII, 40-4, 
41-5, 41-10; criterio de convergen- 
cia de BOLZANO-CAUCHY, 20-6a, 
24-7; existencia de ceros, 26-2; 
teoremas de BoLzANO-WEIERS- 
TRASS, 26-5; VI-IIb. 

BOOLE, G., p. XIX, 1-2, I-I; álgebra, 
1-1. 

BoREL, E, V-IIIc, V-IV 4, 26-6, VI- 
UI. IX-VIII 4, XIII-III; lema, VI- 
III. 

BOULANGER, G. R., X-V 7. 

BOULIGAND, G., VI-VI 5. 

BOURBAKI, N,, I-IV 7, 9, IX-VIII 3. 

BOWDEN.,. B. v., VIT-ITb. 

BOWMAN, F., XV-III 3. 

BOYLE, R., 23-2, 56-2; ley de BOYLE- 
MARIOTTE, 23-2, 56-2. 

BRANDENBURG, H., VII-IIg. 

PREMIKER, C., IX-Ie. 

BRIGGS, H., 8-8c; logaritmos, 8-8c. 

BRODETSKY, S., X-V 7. 

BROMWICH, T. J. PA., V-IV 1 

BROUNCKER, W., V-IIId. 

BRUNSCHWICG, L., 1-IV 20. 

BUDAN, F. D., 41-8, 41-Ej.; teore- 
ma de BUDAN-FOURIER, 41-8, 

BURALI-FORTI, C., 1-1. 

BYRD, P., XV-III 3. 


C 


CAJoRI, F., IV-III 3, X-V 1. 

Cálculo: diferencial, orígenes, VIII- 
I; integral, teorema fundamental, 
35-2; IX-VI. 

CÁMARA TECEDOR, S., X-V 7. 

Campo: absoluto, 17-1a; complejo, 
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17-1a; de racionalidad, b-12d, 17- 
la; de variabilidad, 23-1; de va- 
riación, definición o existencia 
función, 23-3; real, 17-1a. 
CANTOR, G., p. XIX, p. XXII, p. XXIV, 
2-1a, 7-3, 7-4, 7-6, 7-Ej., II-I, II- 


IL, IV-I, 20-6b, 26-6, VI-I, VI-III, - 


IX-IVa, IX-VI, 50-20, XIII-IV, 
55-1a, XV-Ia; conjunto ternario, 
50-2b; función ternaria, IX-VIb; 
postulado geométrico, 7-4; suce- 
sión fundamental, 20-6b; teore- 
mas: [coordinabilidad, II-II; de 
HEINE-CANTOR, 26-6; VI-III; nú- 
meros algebraicos, IV-I]. 

CAPELLI, A., 7-6b, X-V 2. 

Característica: de función, 23-4; de 
logaritmo, 8-7a, TX-la, [decimal, 
25-Ej.]; de matriz, 14-3. 

CARATHÉODORY, C., 26-4, IX-VIII 8. 

CARDANO, H., 19-3a. 

Cardioide, 55-Ej.; área, 54-Ej.; rec- 
tificación, 55-4. 

CARNAP, R., I-IV 19. 

CASTELNUOVO, G., IV-IIc. 

CASTELLS, P., VI-VI 3. 

Catenaria, 29-1; rectificación, 55-10. 

CAUCHY, A. L., p. XIX, p. XXII, p 
XXVI, 7-6b, 10-4, II-IV 4, 13-6, 20. 
6, 21-6c, 22-1b, 22-2c, 22-6b, 22- 
Ej., V-I, V-IIg, 24-7, VI-I, VI-VI 
1, VI-VI 6, 33-5, 33-7, 35-8, 36-1, 
36-2, IX-II, 38-5, 38-6, 38-Ej., 39- 
3c, 41-1b, 43-1b, 43-2, 43-4b, 44-2, 
45-3¢, § 48, 48-Ej., XIII-II, XIII- 
V 1; criterio de convergencia, 22- 
2c, [de BOLZANO-CAUCHY, 20-6a, 
24-7]; desigualdad de CAUCHY- 
SCHWARZ, 48-Ej.; función, 38-5; 
44-2; integral, $ 48; regla pro- 
ducto series, 22-6b; sucesión re- 
gular o de, 20-6b; teorema de 
CAUCHY-HADAMARD, 43-1b; teore- 
ma valor medio, 35-8; término 
complementario en fórmula TAY- 
LOR, 39-4c, 

CAVALIERI, B., XIII-Ic. 

CAYLEY, A., 42-2a. 

Cero, 3-2, 3-7, 3-8, 3-10, 3-11, 6-2b, 
7-4, 9-2; acotación, 41-8d; de equi- 
valencia potencial, 38-6a; de f (x), 
26-2; de orden infinito, 38-6a; de 
orden p, 38-64; de polinomio, $ 18, 
por lo menos de orden p, 38-64; 
real de función continua, 38-6. 
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CERVANTES, M., L-1. 

CESÀARO, E., V-Ig, V-IIId, X-IIa. 

Cicloide, 34-6; cuadratura y cubica- 
ción, 54-Ej.; curvatura, 55-5; evo- 
luta, 55-8b; rectificación, 55-1c. 

Cifras exactas, V-ITb. 

Círculo: cuadratura, IV-Ile; oscula- 
dor, 40-6, X-Tc. 

Circunferencia: evolvente, 55-Ej.: 
osculatriz, 40-6, X-Ic; rectifica- 
ción, TV-ITe; unidad, 28-1. 

CisoTTI, U., VI-VI 3, XV-ITT 1. 

CLAIRAUT, A. C., 23-5. 

Clase, 1-1; inferior (superior), 7- 
64; representante de, 1-6. ` 

Cociente, 5-1; 2-4c, 6-2a, 1-5e, 9-5c; 
completo, V-IITa; defecto, 5-1; ex- 
ceso, 5-1; incompleto, V-Illa; ley 
de, 16-54. 

Coeficiente, 4-2c; binomial, 45-5a. 

Coeficientes: diferenciales, X-la; 
estructurales, II-IIlc; indetermi- 
nados, método, 16-7; 44-4, 46-4b.. 

Cofactor, 13-4a, 

Cologaritmo, IX-la. 

COLLAR, A. R. III-II 4. 

Combinación lineal, II-IIIb; de lí- 
neas de una matriz, 14-1. 

Combinaciones, 11-3a; con repeti- 
ción, 11-4b. . 

Complemento, I-I. 

Completiva, ley, 1-1. 

Comprensión, 1-1. 

COMRIE, L. J., VII-IId. 

Concavidad, 33-9, X-Ib. 

Concepto, 1-1, 1-4; espečífico, 1-1; 
individual, 1-1; primitivo, 1-7. 

Conceptuación matemática, 1-4. 

Condición: necesaria, 1-3; suficien- 
te, 1-3. 

Congruencia, 5-11. 

Conjunto, 1-1; aplicación sobre, 2-8; 
aplicado en, 2-8; bien ordenado, 
2-7; cerrado, VI-Ild; cerrado res- 
pecto de una operación, 2-4a; 
clasura, VI-IId; complemento, I-I; 
contenido en otro, 1-1; coordina- 
ción, 2-8; 2-1b, 2-10; denso, 6-6, 
VI-IId; derivado, VI-Ile; dirigi- 
do, 2-7; finito, 2-9; [teorema fun- 
damental, 2-9]: infinito, 2-9; me- 
dida nula, XIIMI-IlIc; numerable, 
2-11; parcial, 1-1; parcialmente 
ordenado, 2-7; perfecto, VI-Ild; 
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representado en, 2-8; totalmente 
imperfecto, IX-VId, 

Conjuntos: comprensión, 1-2b; coor- 
dinables, 2-8, 2-10; cuerpo, II-I; 
disjuntos, 1-5; exclusión, 1-2b; 
iguales o idénticos, 1-1, 1-2b; in- 
clusión, 1-1, 1-2b; intersección, 
l-1; 1-2b; isomorfos, 3-5; lineales, 
7-7; VI-11; unión, 1-1. 

Conmutativa, ley, 1-1. 

Conoide recto, volumen, 54-Ej. 

Consecuencia: algebraica, 42-1; ló 
gica, 1-2a, 

Consecutivos, elementos, 2-7. 

Consistencia, ley. I-I. 

Constante, 23-1. 

Construcciones con regla y compás, 
TV-ITD. 

Contacto: orden, 38-8a; orden n, 
38-84; orden superior a n—l, 
38-8b; simple o de primer orden, 
38-80. 

Contar, 2-9; 2-1a, 2-1c, 2-10. 

Contiguas: clases, 7-64; sucesiones 
monótonas, 7-4; 20-4c. 

Continuidad: absoluta, 26-Ej.; de la 
recta, 7-4; 7-7; en intervalo, 25-5; 
funcional, 25-1, [en campo com- 
plejo, 41-1]; lateral, 25-5; unifor- 
me, 26-6. 

Continuo: hipótesis, I-II; potencia 
del, I-II. 

Contradicción, I-I. 

Convergencia: absoluta, 22-1h; 22-5; 
aceleración de la, V-Ih; condicio- 
nal, 22-4b, 22-5; criterio general 
20-6, 21-5c, 22-1 g; criterios clá- 
sicos, 22-2c; criterios de compara- 
ción de 1% y 2% especie, 22-2b; 
criterios de convergencia condi- 
cional, 22-4c; generalizada, V-Ig, 
[condición de consistencia, V-Ig]; 
segun la norma, XV-I; sucesión, 
7-2. 

Convexidad, X-Ib, 55-9c. 

COoOoKE, R. G., V-IV 2. 

Coordenadas polares, 9-4c. 

Corrección (de errores), V-ITa. 

Correspondencia, 2-8; biunívoca, 2- 
8; conforme directa, 41-1c; inver- 
sa, 2-8; isogonal, 41-10. 

Cortadura en el campo: 
7-64; real, 7-6d. 

Cosecante, 28-1. 

Coseno, 28-1. 


racional, 
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Coseno hiperbólico, 29-1. 

Cotangente, 28-1. 

Cotas: superior (inferior), I-I, 23 
14a; universales, I-I. 

COTES, R., p. XXVI, 57-6, 57-Ej. 

COUFFIGNAL, L., VITL-ITH. 

COURANT, R. 1-7, I-IV 14, II-IV 6. 
VII-VI 2, 37-5, XJII-V 1, XV-III 1, 
XVI-IV 4, 

COUSTAL, R., 45-bc. Sl 

CRAMER, G., 15-4, 15-5, 15-6, 42-2d4 
regla, 15-4. 

Crecimiento: infinito, 6-5c; monóto- 
no indefinido, 6-bc. 

CRELLB, A., 1-11, VIT-ITc, 

CROISOT, R,, 1-IV 5, 

Cuadratura: área, 48-3e; con papel 
milimetrado, 59-2b, 

Cuaternios o cuaterniones, II-IIId; 
parte escalar, II-IIId; parte vec- 
torial, 11-ITId, 

Cuerda nula, VIII-I. 

Cuerpo, 5-12d; completo, 1M-I; con- 
mutativo, 5-12d; constante, 17-1a; 
mínimo, 17-1a* numérico, 17-10; 
ordenado, 11-I, 6-54; redondo o de 
revolución, 54-83; variable, 17-10, 

CURRY, H. B., I-IV 19, I-IV 20. 

Curva: algebraica, 23-8b; imagina, 
ria, 23-8b; límite de otra, X-lc; 
osculatriz, 38-8c; plana, 29-2, [ce- 
rrada, 29-2; simple, 29-2]; uni- 
cursal, 41-6e, 52-2c; uniforme, 
25-1b, [arco, 25-10]. 

Curvatutra de curvas planas, 55-b; 
en coordenadas polares, 55-6; me- 
dia, 55-5; radio, 55-5; 40-6, 55-6. 


CH 


CHAMBERS, tablas, VII-IId. 
CHATELET, A., I-IV 5. 

CHEBICHEV, P. L., 52-2f, XVI-IV 1. 
CHEVALLEY, C., I-IV 7, IV-III 1. 
CH'IN CHIU-SHAO, 41-10. 


D 


D, propiedad, 26-4, 

D'ADHEMAR, R., V-IV 3. 
D'ALEMBERT, J., 22-2c, 28-5, 39-2; 
criterio de convergencia, 22-2c, 
DARBOUX, J. G., p. XXIV, p. XXVI, 
26-4, IX-IVb, c, 49-2, 49-Ej., XIII- 
11, XII-IIId, XV-Ib; integrales 
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superior e inferior, 49-2; lema, 
XV-/b; XIII-II. 

Dase, J. M. Z., XI-IIb. 

Davıs, D. S., X-V 7. 

DEDEKIND, J. W. R., 2-9, 5-3, 7-3, 
7 6, 7-E)., II-IV 1l; cortadura, 7- 
ya; postulado, 7-6e. 

Definición: axiomática, 1-7; 1-4; ex- 
plícita, 1-4; implícita, 1-7; nomi- 
nal, 1-4; por abstrección, 1-6; 
1-4; por recurrencia, 2-3; 1-4; 
real, 1-4. 

DELECOURT, A., X-V 7. 

Delos, problema, IV-ITc. 

Demostración, métodos, 1-3 

DENIS-PAPIN, M., III-II 4. 

DEeENJOY, A., IX-VIII 2. 

Denoninador, 6-1. 

Dependencia lineal de líneas de una 
matriz, 14-2. 

Derivación: fórmulas, 32-1d; gráfi- 
ca, 35-7; reglas, 382-1d. 

Derivada, 30-2; a la derecha, 30-5; 
a la izquierda, 30-5; de función 
inversa, 32-8; de producto, 32-4, 
35-4; en el campo complejo, 41-15, 
[interpretación geométrica, 41l- 
1c]; función, 30-6, IX-IV; late- 
ral, 39-5; logarítmica, 32-4; n-ési- 
ma, 38-1; primera, 38-1; segunda, 
88-1; 33-4; única, 30-5, IX-Va:. 

Derivadas: funciones, IX-V; sucesi- 
vas, 38-1; tabla, 32-11. 

Derivados, números, IX-Va. 

DESCARTES, R:, VII-I, 41-9, 41-114, 
41-Ej. 

Descomposición en fracciones sim- 
ples, 46-4. 

D sigualdad: leyes: 2-5; regla gene- 
ral, 3-9, 6-5; triangular, 9-5a. 
Desigualdad entre números: Com- 
plejos, 9-5e, 9-Ej., II-I; enteros, 
3-3; naturales, 2-5; racionales, 

6-5a; reales, 7-5c, 7-6c. 

Determinante, § 18; adjunto, 13-7a; 
adjunto de, 13-4a; adjunto de me- 
nor, 13-5; antisimétrico, 13-7d; 
complemento algebraico, 13-4a, 
[de menor, 13-5]; derivación, 32- 
5; diagonal principal, 13-2, [se- 
cundaria, 13-2]; elementos conju- 
gados, 13-3c; hemisimétrico, 13- 
7d; menor, 13-5, [complementario, 
13-5; 13-4a; principal, 13-5]; pro- 
ducto, 13-6, [escalar de filas, 13- 
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6]; recíproco, 13-7a; simétrico, 
13-7c; término principal, 13-3b. 
Determinantes característicos de un 

sistema lineal, 15-5b. 

Diádica, representación, 1-II. 

Diádico, sistema, 1-11; 7-3. 

Diagrama de una función, 23-2, 

Dialítico, método, 42-2a. 

DÍAZ GERGONNE, J., 1-2b, 1-1. 

DIENES, P., IX-IV 2. 

Diferencia, 2-4b, 3-6a, 6-2b, 7-5b, 
9-54; específica, l-l; primera, 
47-1; segunda, 47-1; tabular, 35- 
5a. 

Diferenciación, fórmulas, 34-5; re- 
glas, 34-4. 

Diferencial, $ 34; de arco, 55-160; 
expresión analítica, 34-1, [inva- 
riancia, 34-5]; función de fun- 
ción, 34-5; segunda, 38-2. 

Diferenciales sucesivas, 38-2. 

Diferencias: centrales, XII-Ila; de 
factoriales, 47-4; de polinomio, 
47-3; divididas, XII-la; sucesi- 
vas, 47-1. , 

Dini, U., VI-I, VI-VI, 30-8. 

DIOCLES, 23-9; cisoide, 23-9. 

Diofántica, ecuación, V-IIId,. 

Dirección, 1-6; propiedad de compo- 
sición o de, 2-7. 

DIRICHLET, P. G. L., p. XXIV, 22-4bs, 
22-4¢, 22-5, 22-6, 23-3, 23-5, 24-8, 
25-Ej., VI-I, VI-IV, VI-V, 30-5, 
33-3, XI-III, 49-2, 49-Ej., XIII- 
IIIc, 54-1a; criterio de convergen- 
cia condicional, 22-4c; función, 
23-3. 

Discontinuidad, 25-1b; de 1% espe- 
cie, 25-4b; de 2% especie, 25-6; 
evitable, 25-2, 3; finita, 25-6; in- 
finita, 25-4b, 25-6. 

Discontinuidades: puntuales, IV- 
IV; totales, IV-IV. 

Discusión de problemas, 15-2b. 

Distancia polar, 58-la. 

Distributiva, ley, I-I. 

Dividendo, 5-1, 

Divisibilidad, 1-5; algebraica, $ 17; 
criterio general, 5-92; criterios 
de, I-IIIb; numérica, $ 5, [teore- 
ma fundamental, 5-3]. 

División, 2-4; abreviada, V-IIg»; en- 
tera, 5-1, [de polinomios, 16-4]; 
entre números: [complejos, 9-5c; 
racionales, 6-4; reales, 7-5e]; re- 
gla general, 6-4; sintética, 16-4. 
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Divisor, 5-1, 5-10; intermedio, pri- 
mero, último, 5-2. 

Divisores de un número, 5-10. 

D”*OCAGNE, M., X-V 7, XVI-IV 2. 

Dualidad, principio, 1-1. 

Dualitiva, ley, 1-1. 

DUARTE, F. J., XI-IV 4. 

DuBREIL, P., I-IV 5. 

DUBREIL-JACOTIN, M. L., I-IV 5, 

DUFRESNOY, J., VI-VI 5. 

DUHAMEL, J. M. C., VI-VI 1. 

Duncan, W. J., III-II 4. 

Duplicación del cubo, IV-IIc. 

DUSCHEK, A., VI-VI 5. 

DwIiGHT, H. B., VII-Ild, XIV-I0. 

DwYER, P. S., V-IV 3. 
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Ecuación, 15-2; algebraica, 42-1; al- 
tura, IV-Ia; bicuadrada, 19-2a; 
consecuencia de otras, 15-3a; cua- 
drática o de segundo grado, 19-1, 
X-IIIh, [discriminante, 19-1a, X- 
Illa; resolución trigonométrica, 
19-1e]; cuártica, resolvente, 19-4; 
cúbica, 19-3, [discriminante, 19- 
3a; resolvente, 19-34]; descompo- 
sición factorial, 18-2; diferencial, 
44-4; discriminante de, X-IIId; 
en una incógnita, 18-1; final, 42- 
4a; límite, 41-2d; planteamiento, 
15-2; recíproca, 19-2c; resolución, 
15-2, [por radicales, $ 19; gráfi- 
ca, X-IV, aproximada, 40-4; nu- 
mérica, $ 41]; solución, 15-2, 18- 
1; transformación, 15-2. 

Ecuaciones: cuadráticos, sistemas, 
19-2e; equivalentes, 15-2c; 13-1a; 
lineales, sistemas, 13-1a, [deter- 
minado, 13-1a; equivalencia, 15-3; 
incompatible, 13-12; indetermina- 
do, 13-1a; principales, ecuaciones, 
15-5]; paramétricas, 29-2; resul- 
tante de un sistema, 15-3a. 

Eficacia, 56-3. 

EISENSTEIN, F. G., 17-Ej. 

Eje: imaginario, 9-3; real, 9-3. 

Eliminación: algebraica, § 42, [mé- 
todo del m. c. d., 42-1]; de una in- 
cógnita, 15-3a, 42-1. 

Eliminante, 13-1b, 42-4a. 

Elipse: curvatura, 55-5, 55-Ej.; evo- 
luta, 55-Ej.; rectificación, 55-3. 
Elipsoide: volumen, 54-4; de revo- 

lución, área, 54-5. 
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EMDE, F., VII-Ild, XVIIV 1. 

Encaje de intervalos, 7-4. 

ENRIQUES, F,, I-IV 13, II-IV 1, I 
IV 6. 

Enteros mód. m, sistema 5-12a. 

Entorno 7-7; campo complejo, 41- 
la,; de +%, —00, 00, 24-6; late- 
ral, 7-7; reducido, 24-1. 

Envolvente, 55-8a. 

Epicicloide, 55-Ej.; rectificación, / 
55-Ej. Z 

EPSTEIN, P., p. XXVIL 

Equipolencia, 1-6. 

Equivalencia, 1-5. 

ERDÉLYI, A., XV-III 3, XVI-IV 1.” 

Error: absoluto, V-Ila; aproxima- 
do, V-ITes; cota, V-Ila,c; de las 
operaciones aritméticas, V-Ile; en 
una función, 35-4; límite supe- 
rior, V-II; por defecto (exceso), 
V-Ila; relativo, V-IIc. 

Esfera, área, 54-5. 

Espacio: lineal, II-IIIb; vectorial, 
TI-TITDb. 

Espiral hiperbólica, 34-7. 

Espiral logarítmica, 34-7, 54-2; cur- 
vatura, 55-6; evoluta, 55-Ej.; rec- 
tificación, 55-4. 

Espirales, 34-7. 

Estrofoide recta, 23-9, 

ETTINGHAUSEN, A. v., III-II 1. 

EUCLIDES, 1-7, 1-Ej., 5-6, 5-8, 5-12d, 
5-Ej., 6-1, I-Illa, 17-3e, 17-4d, 
V-Illa, V-IIId,, 41-6d, 42-1, XIII- 
la; algoritmo, 5-6, 17-4d; ley, 1- 
Ej.; teorema, 5-6c. 

Eupoxo, 6-5b, 1-1, XIlI-la,b, 9- 
Resp. Ej. 

EULER, L., p. XXV, p. XXVI, 1-2a, 9-2, 
11-4, IV-Ia, 22-3b, V-Ig, V-IIId, 
23-5, 23-6c, VIII-I, 42-2, 42-3, 42- 
4b, 42-5, 44-3b, 45-3b, 51-5a, 57-2, 
XVI-II, XVI-IV 4, 42-Resp. Ej.; 
constante de, 22-3b; desarrollos 
finitos de EULER-MACLAURIN, 
XVI-IId, [infinitos, XVI-IIb]; 
fórmulas, 45-3b; método elimina- 
ción, 42-2; números, 44-3b; resul- 
tante, 42-2. 

Evoluta, 55-8; en coordenadas po- 
lares, 55-Ej.; longitud de arco, 
55-8c. 

Evolvente, 55-8a; ecuaciones para- 
métricas, 55-Ej. 

Exceso algebraico, 41-6b. 
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Exhaución, 48-2, X111-Ib. 

Existencia, 1-4; 1-1, 2-3. 

Exponente, 4-2; complejo, 45-3d; 
racional, 8-4; real, 8-6. 

Expresión: algorítmica de una fun- 
ción, 23-6: aritmética, 23-3; deci- 
mal infinita. 7-3; indeterminada, 
25-8. 

Expresión algebraica, 15-1; entera, 
4-7, 15-1a; equivalencia, 15-1b; 
irracional, 15-1a; racional, 15-1a; 
valor numérico, 15-1b. 

Expresiones algebraicas enteras: 
asociadas, 17-2a,; primas entre sí, 
17-24; producto, 16-3b; suma, 16- 
83a. 

Extensión, 1-1. 

Exterior, punto, VI-ITa. 

Extrapolación, 47-60. 

Extremo: accesible, 23-14b; inferior 
(superior), I-I, 18-1; inferior 
—æ (superior +00), 23-14b. - 

Extremos: de un conjunto, 28-14; 
20-5; relativos, 33-2, 
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FAÁ DI BRUNO, X-IlIa, 

Factores primos, descomposición: de 
un número, 5-8b; de un polino- 
mio, 17-5. 

Factorial, 4-3. 

Factoriales facultades, 47-4. 

Fehlerintegral, 57-4. 

FELTON, G. E., XI-IIb. 

FERGUSON, D. F., p. XXV, XI-ITD. 

FERMAT, P. DE, I-IIa, VII-I, 48- 
Ej., 50-2a; teorema, 1-ITTa, 

FERNÁNDEZ, G., p. XIX. 

FERRATER MORA, J., 1-IV 19. 

FIBONACCI, 3-11, 22-2c, 44-BEj. 

FICHERA, G., VI-VI 5, 

FLETCHER, A., VIT-IIc, IX-Ies. 

FLücGE, W., VII-IId. 

Fluxión, VITI-I. 

FOERSTER, M., VII-IId. 

Forma, 4-7; lineal, 4-7. 

Formalismo, 1-8. 

ForT, T., XII-III 2. 

FOURIER, J., p. XXV, p. XXVI, 23-3, 
VI-VI 4, IX-VII 8, 40-4c, 40-Ej., 
41-8, 41-Ej., 49-1; regla, V-IIg:; 
40-4c. 

Fracción: algebraica irreducible, 
17-41; continua, V-III; [aproxi- 
mación, V-IlIc; finita de orden 
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par (impur), V-Ila; ordinaria, 
V-Hlia; periódica (pura), V-1Id,; 
reducidas, V-1lla,b]; «decimal, 7- 
8; diádica, 7-3; irreducible, 6-1. 

Fracciones simples, descomposición 
en, 46-4; de f'(x)/f(x), 41-2b. 

FRAENKEL, A., IX-VIII 4. 

FRANCOIS, G. (ver L'HOSPITAL). 

FRAZIER, R. A., III-II 4. 

FRÉCHET, M., 20-6b. 

FREDHOLM, E. I., III-II 4. 

FREGE, G., 2-la, I-IV. 

FRENET, F. J., VI-VI 6. 

FRICKE, R., VI-VI 5. 

FRIEDMAN, M. D., XV-III 3. 

FROBENIUS, F. G,, p. XX, 1-MTa,, 
15-5 b. 

Frontera, 7-4; punto, VI-Ila, 

FUBINI, G., VI-VI 6. 

Función, 2-8; $ 23; acotada, 23-14; 
algebraica, 23-8; 15-1a, 42-1, [de 
varias variables, 41-2d]; analíti- 
ca, 23-80, 41-1b; beta, 53-Ej.; ca- 
siperiódica, 28-4; compleja de va- 
riable compleja, 23-8c, 41-1; cons- 
tante, 23-2c; continua sin deriva- 
da, IX-VIT; convergente (diver- 
gente) para x—> £, 24-7; crecien- 
te (decreciente), 23-11, [en un in- 
tervalo, 23-11]; cuadrática, 23-7; 
de función, 23-13, [derivada, 32-3; 
derivadas sucesivas, X-II; dife- 
rencial, 34-5; regla del corrimien- 
to de la D, 32-3]; de intervalo, 
XV-1b, [sub-aditiva, XV-Ib]; de 
varias variables, 23-4; derivable o 
monógena en el campo complejo, 
41-10; discontinua, 25-1b; elípti- 
ca, 55-8b; empírica 23-2; entera: 
[divisible, 17-2a; divisor, 17-2a; 
grado, 23-7]; error, 57-4; escalo- 
nada, 58-1b; estrictamente cre- 
ciente (decreciente) en 2xo, 23-11; 
estrictamente monótona, 23-11; 
exponencial, 27-1, [definición en 
el campo complejo, 45-3b; deriva- 
da, 32-6; desarrollo, 39-5a; íd. en 
serie, 45-1; natural, 27-1]; expo- 
nencial - integral, 57-4; gamma, 
53-Ej.; gráfica de una, 23-2; iden- 
tidad, 23-2; impar, 23-9; integral- 
seno, 57-4; inversa, 23-12, [deri- 
vada, 32-8]; lineal, 23-7; logarít- 
mica, 27-3, [derivada, 32-2; des- 
arrollo, 39-5d; serie, 45-4a]; lo- 
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garitmo-integral, 57-4; monótona 
creciente (decreciente), 23-11; 
normalizada o regular, 25-Ej.; 
par, 23-9; periódica, 28-3; poligo- 
nal, 26-Ej.; potencial, 23-10, 27-4, 
[derivada, 32-6; desarrollo, 39-5c; 
íd. en serie, 45-5]; puntualmente 
discontinua, VI-IV; racional, 283- 
7, [de coeficientes reales, 41-3; 
desarrollo por división, 44-3; en- 
tera, 23-7; fraccionaria, 23-7; in- 
tegración, 52-1]; semicontinua, 
VI-V; signo, 23-6b; simétrica de 
las raíces, X-III, [grado, X-IIIf; 
teorema fundamental, X-IlIgs]; 
sinusoidal, 28-4; totalmente dis- 
continua, VI-IV; trascendente 
analítica, 23-8c; uniforme, 23-3; 
valor absoluto, 23-64. 

Funciones: circulares, $ 28, [defini- 
ción aritmética, 45-34; derivadas, 
32-7; desarrollo, 39-5; en serie, 
44-3b, 45-2a]; circulares inversas, 
28-5, [derivadas, 32-9; desarrollos 
en serie, 45-6]; esféricas de 1? 
especie, XVI-III; hiperbólicas, 
$ 29, [definición aritmética, 45- 
3a; derivadas, 32-10; desarrollos 
en serie, 45-2b]; multiformes, 23- 
3, [igualdad, $ 45-Ej.]; trascen- 
dentes enteras, 43-1e. 
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GALILEO, 671. 

GALOIS, E., J1-1c, 111-11 3, IV-IIas, 
1V-I111 3, V-I1ld,; teorema de GA- 
LOIS-LAGRANGE, 111-1c. 

García Baca, D., I-IV 19. 

GARNIER, R., VI-VI 5. 

Gauss, K. F., p. XXVI, 1-7, 9-2, IV- 
IId, 22-Ej., 35-Ej., IX-Id, e, XIT- 
IIb, c, 57-4, 57-5, 57-6, 57-Ej.; cri- 
terio de convergencia, 22-Ej.; fór- 
mula de integración, 57-5; loga- 
ritmos, IX-Id. 

Gaussiano, I-Illa. 

GELFOND, A., IV-Id. 

Género próximo, 1-1. 

GENOCCHI, A., VI-VI 1. 

GENUYS, F., XI-IIb. 

Geometría analítica, principio fun- 
damental, 7-7. 

GIGLI, D., p. XXVII. 

GILL, S., VII-IIb. 

GIRARD, A., X-IIIb; regla, X-IIIb. 
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GÓMES, R. L., XIII-V 2. 

GÓMEZ DÐ TERÁN, L., VI-VI 1. 

GONÇALVES, J. VICENTE, X-V 1. 

GONZÁLEZ, M. O., LIV 2, II-IV 6, 
XI-IV 3. 

GONZÁLEZ QUIJANO, P., 30-Ej. 

GORDON, J., p. XIX. 

GOURSAT, E., VI-VI 5, XI-IV 1, 
XIII-V 2, 

Grado, 4-2, 4-7. 

GRAFFE, C. H., p. XIX, p. XXV, 41-2c 
41-12, 41-Ej., 41-Resp. Ej.; mgl 
todo, 41-12, [control de cálculós, 
41-12]. 

GRANDJOT, C., 2-3. 

GRANVILLE, W. A., VI-VI 3, XIV-la, 
XV-III 1. i 

GRAVES, L. M., IX-VIII 2, XIII-V 2. 

GREGORY, J., p. XXVI, 45-6a, 47-5, 
XII-Ilc, XVI-IV 1; serie, 45-6a, 

GRÖBNER, W., XIV-Ic. 

Grupo, 5-12b; aditivo, 5-3; 5-Ej.; 
conmutativo o abeliano, 5-12b; de 
sustituciones entre permutaciones, 
II1-I, [alternado, III-Ib,; cíclico, 
II1-Ib,; índice, 111-1d; orden, 11I1- 
la,; simétrico, I11-16,]. 

GUARNIERI, A. J., XIII-IV. 


H 


HADAMARD, J., VI-VI 1, 43-1b3, XI- 
IV 1. 

HAHN, H., IX-VITI 3. 

HALL, M. Jr., 11-11 3. 

HAMILTON, W. R., 9-2, 9-3, 11-IIld. 

HANKEL, H., 2-6, 11-IlIc, d, 30-Ej. 

Harpy, G. H., II-IV 2, 5, V-Ig, V-IV 
2, VI-VI 4, VI-VI 6, IX-VITI 1, 
XI-IIle, XI-IV 4, XVI-IV 1. 

HARRIOT, T., 41-9, 41-Ej.; teorema 
de HARRIOT-DESCARTES, 41-9. 

HARTREE, D. R., VII-116, X11-111 1. 

HassE, H., 5-2b, 5-5c, 5-6c, 5-10b, 
I-I, I-IV 5, IV-III 1; diagrama, 
5-2b. 

Haurr, O., VII-VI 5, X-V b. 


- HAUSDORFF, F., IX-VIII 4. 


HAYAsHi, K., VII-IIg. 

HAYNES, F. B. y L. C., XVI-IV 3. 

HEINE, E., 26-6, V]I-1, VI-J11, IX- 
IVa, XV-la; teorema de HEINE- 
CANTOR, 26-6; VI-III. 

HERMITE, C., 1-7, IV-1d, VI-VI 1, 
X-IIb-, 45-1b, 52-1c; método, 52- 
1c; polinomios, X-JIba, 

HEYTING, A., IX-VII. 
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HILBERT, D., 1-7, 2-1a, 2-6, I-IV 19, 
IV-Id, XVI-IV 4. 

HILDEBRAND, F. B., XI1l-II 1. 

HINDENBURG, C. F., III-II 1. 

Hipérbola, curvatura, 55-Ej.; evolu- 
ta, 55-Ej.; rectificación, 55-Ej. 

Hipercomplejos, sistemas, II-III. 

Hipótesis, 1-24a. 

Hosson, E. W., IX-VIII 3, 38-6b:, 
XIII-V 2. 

HOFREITER, N., XIV-Ic. 

HULDER, O., V-Ig. 

Hooke, R., 40-1. 

HORNER, J., 41-10, 41-Ej., 41-Resp. 
Ej.;. regla, 41-10. 

HoüEL, J., VI-VI 1, IX-Id, ez. 

HOUSEHOLDER, A. S., X-V 4. 

HusserL, E., I-IV 19. 

“Hoúrte”, VITITO. 

HuYGENSs, C., VIII-I, XIII-Ic. 
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Ideal de expresiones enteras, 17-34. 

Idempotente, ley, I-I. 

Idcntidad, principio, 16-1; 16-2. 

Igualación, método, 13-1b. 

Igualdad, 1-5; de expresiones alge- 
braicas, 15-1b; de funciones mul- 
tiformes, 45-EJ. 

Iluminación, 56-3. 

Imagen, 2-8, 

Implicación, 1-I; 1-2, 1-3; relación, 
I-I. 

Incógnitas principales de un siste- 
ma lineal, 15-5. 

Inconmensurable, 7-14. 

Incremento, 25-1a, 30-1; expresión, 
30-2; finito, teorema del, 35-1; 
parte principal, 30-2; término 
complementario, 34-3. 

Indeterminación, 25-83, 

Indicador, 1-IlIc. 

índice: algebraico, 41-6b; topnológi- 
co, 54-1e. 

Indivisibles, XII-J]c. 

Inducción: completa o matemática, 
2-2, 2-3; empírica, 2-2a. 

Inecuación, 15-2a; de 2% grado, 19- 
1d. 

ínfimo, 1-1; 23-14b. 

Infinitésimo o infinitamente peque- 
ño. 24-3; de orden no menor que 
p. 24-3c; de orden p, 24-3c; de or- 
den potencial, 37-3, 37-4; de orden 


superior a otro, 24-3c; exponen- 
cial, 37-83, 37-4; logarítmico, 37-83, 
37-4; potencial-exponencial, 37-3, 
37-4; término o parte principal, 
24-3c; tipo o principal, 24-3c, 

Infinitésimos: del mismo orden, 24- 
3c; equivalentes, 24-3c, 


Infinito, 37-1; actual, 11-11; de or- 


den inferior a otro, 37-201; de 
orden no mayor que p, 37-24; de 
orden p, 37-2a2; de orden poten- 
cial, 37-3; de orden superior a p, 
37-2az; exponencial, 37-3; logarít- 
mico, 37-3; numerable, 2-11; por 
lo menos de orden p, 37-2a2; po- 
tencial, 11-11; potencial-exponen- 
cial, 37-3; principal de una suma, 
37-2; tipo o principal, 37-2. 

Infinitos: comparación, 37-2; del 
mismo orden, 37-2a,; de una fun- 
ción racional, 41-6; equivalen- 
tes, 37-2, 

Inflexión, 33-9; 40-2, X-Ib. 

Integrabilidad (R), 49-1, XII-III, 

Integración: aproximada, C. XVI; 
de funciones racionales, 52-1; de 
funciones racionales de las circu- 
lares, 52-3; de irracionales alge- 
braicos, 52-2; [cuadráticos, 52- 
2d]; gráfica, $ 58; [base, 58-1a; 
compensación por verticales y por 
horizontales, 58-2; distancia po- 
lar, 58-14; polo, 58-1a; radios po- 
lares, 58-15]; límites o extremos 
de, 48-3b; 48-2; mecánica, $ 59; 
métodos generales: [por descom- 
posición, 51-2; por partes, 51-5; 
por sustitución, 51-3]; numérica, 
S 57, 

Integradores, 59-1. 

Intégrafo, 59-1; carro diferencial, 
59-1; carro integral, 59-1. 


Integral: abeliana, 52-2c; algebrai- 


ca, 52-2c; como límite según la 
norma, XITTPII; curvilínea, 54-1d; 
de CAUCHY, $ 48; de RIEMANN, 
$ 49; definida, 48-3; 48-2; inde- 
finida, 50-1b; inferior, 49-2; orí- 
genes de la, XIII-1; propiedades: 
[aditiva de intervalo, 48-5a; de 
monotonía, 48-5c; lineal respecto 
del integrando, 48-55]; racionali- 
zación de una, 52-2; sobre un con- 
torno orientado, 54-1d; superior, 
49-2. 


828 


Integrales: cálculo directo de, 48-4; 
de diferenciales binomias, 52-2d; 
[fórmulas de reducción, 52-Ej.]; 
elípticas, 55-3; eulerianas, 53-Ej.; 
generalizadas, 50-4, 

Integridad, dominio de, 5-12c, 11-1; 
bien ordenado, II-I. 

Interés continuo, 27-Ej. 

Interior, punto, V1-IIa. 

Interpolación: entre valores cuales- 
quiera, $ 46; entre valores equi- 
distantes, $ 47; inversa, $ 46-Ej.; 
lineal, 35-5; 46-3a; parabólica 
progresiva, 46-3; por partes pro- 
porcionales, 46-3a; retrógrada, 
XTT-ITD, 

Intersección, 1-1; de dos curvas al- 
gebraicas, 52-4; ley, 1-1. 

Intervalo, 7-7; abierto, 7-7; ampli- 
tud, 7-7; cerrado o segmento, 7-7; 
extremos, 7-7; números interio- 
res, 7-7. 

Intervalos: encajados, sucesión, 7-4; 
7-2; infinitos, 7-7. 

Inversión, ley, 5-12a, 

Involutiva, ley, I-I. 

IÑIGUEZ ALMECH, J. M?, VI-VI 6. 

Irracional cuadrático, IV-ITID. 

Irreducibilidad, 17-1. 

Irreflexiva, propiedad, 2-7. 

Isobárica, 56-2, 

Isogonal, 41-1c. 

Isomorfismo, 3-5; 
3-5. 

Isotérmica, 56-2. 
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JAHNKE, E., VII-Ild, XVI-IV 1. 
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JOHNSON, L. H., X-V 7. 

JORDAN, C., p. XXVI, VI-VI 1, 29-2, 
55-9; criterio, 55-9b; curva sim- 
ple o de, 29-2; descomposición, 
55-9d. 

JORDAN, CH., XII-III 2. 

JUAN DE SEVILLA, 3-11, 

JULIA, G., VI-VI 6. 


K 


KAMKE, E., IX-VIII 4. 


ÍNDICE ALFABÉTICO 


KAUFMANN, A., III-II 4. 
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KERSHNER, R. B., I-IV 5. 

KESTELMANN, H., XIIL-V 2. 
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KLEIN, F., I-IV 12, III-II 4, VI-VI. 

KLINE, M., 1-IV 14. 

KNOPP, K., II-IV 3, V-IV 1, VI-VI 5, 
30-8, IX-VIII, XI-IV 8. 

Kocu, H. v., 57-4. 

KOKSMA, J. F., IV-III 2. 

KónNIG, H., V-IV 3. 

KopPAL, Z., XII-II 1. 

KossaAk, E., 7-6b, 

KOTHE, G., VI-VI 5. 

KowaALEWSKI, G., III-II 2, V-IV 1, 
VI-VI 5. i 

KRAMP, C. III-II 1. 

KRONECKER, L., p. XXV, 2-la, 5-3, 
42-5; mé.odo, 42-5. 

KuroscH, A. G., III-II 3. 

KuUzmiN, R., IV-Id, 
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LACROIx, S. F., VI-VI 1. 

Lados de una quebrada, X-IVbs. 

LAGRANGE, J., p. XXV, p. XXVI, III-I, 
V-Ig, V-IIId, VI-VI 1, 34-1, 35-1, 
35-2, IX-II, 39-2, 39-3, 39-4, 40- 
4a, 41-10, 46-2, 46-3b, 46-Ej., 47- 
6a, XJ1-10, XI1-11d, X11-111 3, 51- 
5e, 57-5b, 57-6; cuadro, IIl-Id; 
fórmula de interpolación, 46-2, 
XII-Ib; teorema incremento fini- 
to, 35-1,2; término complementa- 
rio en fórmula TAYLOR, 39-3b, 

LAGUERRE, E., 41-3, 41-Resp. Ej.; 
regla de acotación de LAGUERRE- 
THIBAULT, 41-3. 

LAINÉ, E.. VI-VI 6. 

_LANDAU, E., I-IV 6, VI-VI 5, IX- 
VIII 1. 

LAPLACE, P. S., 13-5; regla, 13-5b. 

“Lattice” (ver Reticulado). 

LAURENT, P. M. H., VI-VI 1. 

Lesescue, H., p. xxvi, IV-III 3, 26- 
4, XIll-1llc, XITI-V, 55-90, XV- 
II, XV-III 2. 

LEBLANC, H., I-IV 19. 

LEDERMAN, W., III-II 3. 

LEFEBURE DE Fourcy, 17-4f. 

LEGENDRE, A., p. XXVI, 45-Ej., 55- 
3b, 55-EJ., 57-6b, XVI-III, XVI- 
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IV 4; Integrales elípticas, 55-3b; 
polinomios, 45-Ej., XVI-I1I, 

LErB, D., VI-VI 6. 

LEIBNIZ, G. W., p. XXi, 2-6, 12-2, 
13-1c, 22-3a, 22-4, V-īg, 23-5, 34- 
1, VIII-I, 38-4, X-IJa, 45-5b, 45-6a, 
X1-lla, 50-2a, 57-6; criterio series 
alternadas, 22-304; fórmula deri- 
vadas producto, 38-4; fórmula po- 
tencia polinomio, 12-2; serie, 45- 
6a. 

LEJEUNE-DIRICHLET, P. G. (ver DI- 
RICHLET). 

Le LIONNAIS, F., 1-1V 14. 

LEONARDO DE PISA (ver FIBONACCI). 

LEONELLI, G. Z., IX-Ie . 

LESIEUR, L., I-IV 5. 

LEVI, B., I-IV 8, II-IV 6, IV-III 1, 
VI-VI 2, IX-VIII 1, X-V 1. 

LEvy, P., XI-VI 1. 

Leyes formales, 2-6, 6-5a. 

L'HOSPITAL, G. F. A., p. XXIV, VIII-I, 
36-1, 36-2, 36-3, 36-4, 36-6, 37-3, 
IX-III, 38-64; regla de BERNOU- 
LLI-L HOSPITAL, § 36. 

LILL, E., p. XxV, 41-12, X-IV; mé- 
todo, X-IVb. 

Límite: aritmético, $8 20; 21; 24-9; 
de logaritmos y potencias, 21-2; 
de operaciones racionales, 21-1; 
de una sucesión, 7-2; en el campo 
complejo, 41-1a; finito, 20-1; 21- 
64; forma topológica, 24-6; fun- 
cional, § 24; infinito, 20-1, 21-6a, 
24-5; para x—>+%, —%, %, 24-9; 
punto, VI-IIc; superior (infe- 
rior) de oscilación, 20-5, 24-8. 

Límites: de oscilación de un conjun- 
to, 20-5; de oscilación laterales, 
24-8; de oscilación o indetermina- 
ción, 20-5, 21-6b, 24-8, VI-Ilc; in- 
determinados, 21-4, $ 36, 39-6; la- 
terales, 25-4; singulares, 21-3. 

LINDELÓF, E, L., VI-VI 5. 

LINDEMANN, F., IV-Id. 

LINDMAN, C. F., XIV-Ic. 

Lineal: combinación, 32-1c; expre- 
sión, 32-1c; operación, 32-1c; pro- 
piedad, 2-7, 

LIOUVILLE, J., IV-I; números, IV-Ic, 

LIPKA, J., XVI-IV 2. 

LiPscHiITZ, R., 7-6b, VI-VI 1, 55-Ej.; 
condición, 55-Ej. 

LITTLEWOOD, D. E., III-II 4. 

LOBATCHEWSKI, N. I., 1-7. 
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Loewy, A., 3-Ej. 

Logaritmación, 8-7a. 

Logarítmica, serie, 45-4. 

Logarítmico: cálculo, 8-8, IX-I. 

Logaritmo: derivada, 32-2; determi- 
nación principal, 45-3c. 

Logaritmos: cálculo aproximado, 
35-6; de números positivos, 8-7; 
de sumas, IX-Id; de sustracción, 
IX-Id; decimales o de BRIGGS, 
8-8c2; módulo de un sistema, 8- 
8c2; naturales o de NEPER, o ne- 
perianos o hiperbólicos, 8-8c 54- 
la, [cálculo, 45-4b; valor multi- 
forme, 45-3c]; tablas, IX-Ie, 45- 
4e. 

Lógica simbólica, 1-2b. 

LOMBARDI, J. P., p. XIX, 41-12. 

Longitud: continuidad, XV-Ic; de 
un arco, 55-1; infinita, 55-1. 

LORENZEN, P., l-IV 18. 

LosAaDa Y Puca, C. DE, VII-VI 2, 
XVI-IV 3. 

Lósch, F., VII-IId, g. 

LUBBOCK, J. W., XVI-IV 1. 

LUcHINI, L. M. DE, VI-VI 6. 

LÜRoTH, J., VI-I. 
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Mac DUFFEE, C. C., II-IV 4, IIJ-II 4 

Mac LANE, S., I-IV 5, II-IV 4, III- 
II 3, IV-III 1. 

MAc-LAURIN, C., p. XXVI, 39-4, 5, 39- 
Ej., 40-3, 44-1b, 44-2, 44-Ej., 47- 
Ej., 51-5c, 57-2, 57-4, XVI-II, 
XVI-IV 4; desarrollo indefinido, 
44-1b, [de EULER-MaAc-LAURIN, 
XVI-11]; fórmula, 39-4a. 

Mac MAHON, P. A. III-II 1, 

MACHIN, J., X1-11. 

MAGNUS, W., XV-III 3, XVI-IV 1. 

Mannu, M., VII-IIb. 

MANGOLDT, H. v., VI-VI 5. 

MANSION, P., XV1-1; método, XVI1-I. 

Mantisa, 23-3; de logaritmo, 8-7a, 
IX-Ia, [decimal, 25-Ej.]. 

MARIE, M., XIIT-1c. 

MARIOTTE, E., 23-2, 56-2, 

MASCHERONI, L., IV-III 3, 22-3b. 

Matemática: aplicada, 1-8; estruc- 
tura de la, 1-8; interpretación 
concreta o aplicación de una teo- 
ría, 1-8; 1-7; ley, 23-2; pura, 1-8; 
teoría, 1-8; 1-2a, 1-7; teoría abs- 
tracta, 1-8. 
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Matriz, § 14; 13-2; de una sustitu- 
ción lineal, 15-7; menor, 13-5; me- 
nor principal, 14-3; menor orlado 
de, 14-1; módulo, 15-7. 

Máximo, 23-14b; común divisor, 5- 
5b, [primitivo, 17-4d; de expresio- 
nes enteras, 17-3; 17-4]; relativo, 
33-2, 

Mayor, 2-5. 

Media: aritmética, 6-9: V-1b, [de 
una función, 48-6b]; aritmético- 
geométrica, 7-Ej.; armónica, 6-9; 
cuadrática, 56-2; geométrica o 
proporcional, 6-9; V-1b. 

MENDIZÁBAL Y TAMBORELL, J., 1X- 
le. 

Menor, 2-5; inicial, 13-5; principal, 
14-3. 

MÉRAY, CH., 7-3, 7-6b, 20-6b, VI- 
VI 1. 

MERCATOR, N., 52-3. 

MERTENS, F., p. XXIV, 22-6b,, V-Ie. 

METIUS, A., V-1Ic:. 

Método genético, 2-6; 1-6. 

Métodos: analíticos, 1-3; reductivos, 
1-3. 

MEYER ZUR CAPELLEN, 
XIV-1b, XVI-IV 3. 

MILNE, W. E., XII-III 1. 

MILNE-THOMSON, L. M., VII-IIg, 
XIT-111 2, XV-ITI 3. 

MILLER, J. C. P., III-II 1, 
IX-Ie;. 

Mínimo, 23-14b; común múltiplo, 5- 
5b; íd. de expresiones enteras, 
17-3; 17-4; relativo, 33-2. 

MIQUEL, P., VI-VI 3, X-V 1. 

MIRANDA, C., VI-VI 6. 

Módulos, 5-12; de una operación, 
3-7; de números, 5-3; en con- 
gruencias, 5-11. 

MOIVRE, A. DE, 10-1, 10-Ej., 29-Ej., 
45-3d; fórmula, 10-1. 

Momento de fluxión, VIII-I. 

Monomio, 4-2c. 

Monotonía: estricta, 7-2; .ley, 3-4. 

MONTEIRO, A., I-IV 3. 

MONTEL, P., p. XXVII 

MONTESSUS DE BALLORE, R., V-IV 3. 

Moore, E. H., 2-7, 5-4, VII-I. 

MoranD, M., III-II 2. 

MORGAN, A. De, 47-Ej. 

‘Morris, R. W., XI-IIb. 
MORSE, J. F., 11-Ej. 
Movimiento: ley, 31-4; vibratorio 


W., X-V 7, 


VII-IIc, 
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armónico, 28-4b; uniforme, 31-4; 
uniformemente acelerado, 38-3b. 
Mur, TH., II-I. 
Multiplicación abreviada, y- Ilg.. 
Multiplicación de números: comple- 


jos, 9-2; enteros, 3-2; naturales, 
2-4c; racionales, 6-2; reales, 7-5d; 
7-6c. 


Multiplicación, ley: asociativa, 2-4c; 
cancelativa, 3-4; 2-4c, 3-8; conmu- 
tativa, 2-4c; de monotonía, 2-5; 
distributiva respecto de la adi- 
ción, 2-5c, 3-4; modular, 3-7. i 

Multiplicidad de un factor primo, 
17-5a. 

Múltiplo, 2-4c; inmediato, 5-2b. 

MULLER, O., IX-e. 

MURRAY, F, J., VII-JTD. 
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NAVARRO BORRÁS, F. VII-VI. 

NElss, F., JI-JI 2. 

NEPER, J., (NAPIER), 8-8c2; logarit- 
mos, 8-8C», 

NETTO, E., III-II 1. 

NEWTON, l, p. XXV, p. XXVI, 12-1, 
VI-I, VIII-I, 39-Ej., 40-4, 40-Ej., 
41-3d, 41-10, 41-12, 41-Ej., X-IlIc, 
45-5, 47-5, XII-Ic, XII-II, 50-2a, 
XIII-Ic, 56-1b, 57-6, 57-Ej., 41- 
Resp. Ej.; binomio, 12-1; fórmula 
de interpulación, XII-Ic, [de NEw- 
TON-GAUSS, XII-I11b; de NEWTON- 
GREGORY, 47-5; su término com- 
plementario, 47-6, XII-11d]; fór- 
mula de NEWTON-COTES, 57-6; 
regla, 40-4; regla de acotación, 
41-3d; relaciones, X-ITlc. 

NICOMEDES, IV-IIc. 

Nilpotente, I-IlIa. 

Niven, I., II-IV 5. 

Nomografía, X-IVa. 

Nomograma, X-IVa, 

NÖRDLUND, N, E., XII-III 2. 

Norma, 48-2, 

Normal, 31-2, 34-6; ecuación, 31-2; 
segmento, 31-3. 

NÖTHER, M., III-II 2. 

Numerable, 2-11. 

Numeración, 4-1; 2-1b; algoritmo 
de la, I-II, sistema de, I-II, [de- 
cimal, I-II; romano, I-II]. 

Numerador, 6-1. 


Número, 2-6; 4-1, 7-3; algebraico, 
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IV-1; cardinal, 2-10; 2-la; com- 
plejo, $ 9; 7-1b; [afijo, 9-3; ex- 
presión exponencial, 9-4d; forma 
binómica, 9-2; forma polar o tri- 
gonométrica, 9-4c, módulo, 9-4a; 
norma, 9-4a; partes real e imagl- 
naria, 9-2; valor absoluto, 9-4a]; 
e, 8-86, 21-5, V-IIlda, 45-1, XI- 
IIb, 54-la; derivonormado, IX- 
Vid; entero, $ 3, [negativo, 3-2; 
3-11; positivo, 3-2]; fracciona- 
rio, 6-3; 3-11; hiperconiplejo, 
l-Illc; imaginario, 9-2; 7-1b; 
[puro, 9-2]; irracional, 7-5f; 3-11, 
7-1, 7-6; natural, $ 2; ordinal, 
2-10; 2-14; su invariancia, 2-10; 
q, IV-Id, V-IMIc, XI-IT; primo 
(absoluto),: 5-2a; racional, $ 6; 
real, $ 7; [negativo, 7-5c; positi- 
vo, 7-5c]; trascendente,IV-I. 
Números: aproximados, V-I1, [pro- 
blemas directo e inverso, V-I1d]; 
asociados, 5-2a; 3-6a; combinato- 


rios, 11-4; complejos conjugados, i 


9-4d; compuestos, 5-8b; congruen- 
tes, 5-11a; incongruentes, sistema 
completo de, 5-12a; opuestos, 8- 
6a; 6-2b, 7-5b, 9-4d; primos entre 
sí, 5-7b; racionales complejos, 7- 
la: reales, plenitud, II-I; 7-6d; 
reales, unicidad, /I-[; 7-6d; recí- 
procos, 6-4; 7-5e, 9-5c. 
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OBERHETTINGER, F,, XV-I11 3, XVI- 
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Operación: algebraica general, 42- 
1; binaria, 2-4a; cerrada, 2-4a; 
conexa, 2-4a; inversa, 2-4, 5-12b. 

Operaciones: abreviadas, V-IIg; en- 
teras, 3-6b; 16-4; racionales, 6-4. 

Operadores simbólicos A y E, 47-2. 

Orden, ordenación, 2-7; 2-5, 2-10; 
estricto, 2-7; parcial, 2-7; 5-2b. 

Órdenes: de contacto, 38-8; funda- 
mentales de infinitud, 37-3. (Ver: 
Infinitésimo, Infinito). 
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valora, bb Ej; ovolvta, AA EJ; 
osculatiiz, 40-b; rectificación, Bb 
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' PAULO, J. S., I-IV 3. 
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I, IX-II, X-I, 57-3¢, XVI-Ic; axio- 
mas, 2-2b; coeficientes diferencia- 
les o derivadas generalizadas, X- 
I; curvas, VII-I; relación de, IX- 
II; resto, 57-3c. 

PEIRCE, B. O., XIV-Ib. 

Período, 28-3; primitivo, 28-3. 
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Permutación, 11-2; clase, 11-2b; con 
repetición, 11-2c; inversiones, 11- 
2b; principal, 11-2b. 
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IId., V-IV 4, X-V 5. 
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Prerr, M., 2-2b. 

PINCHERLE, S., VI-VI 3, 43-Ej., XI. 
IV 3, XIII-V 2. 

PITÁGORAS, 7-1a, 41-11a, 

Pitt, H. R., XI-IV 2. 

Plauímetio, $ 59; brazos de trazado 
y polar, 59-1; compensación, 59- 
2b; de precisión de disco, 59-2b; 
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de PRYTZ, 59-2; de ruedecilla in- 
tegradora, 59-2; errores, 59-2b; 
lineal, 59-2c; polar, 59-2b. 

Plano complejo, 41-1a, 

PLATÓN, 3-11. 

Plenitud, postulado, II-I. 

POINCARÉ, H., 1-6, 2-2b. 
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53-5; ley de, 56-2. 

Polinomio, 4-7; descomposición nor- 
mal, 17-4b:; homogéneo, 4-7; idén- 
ticamente nulo, 16-1; primitivo 
17-4b: primo, 17-1b; reducible, 
17-1b; reducido, 15-1c; simple- 
mente reducible o irreducible, 17- 
1b; términos, 4-7, [semejantes, 
15-1c]; valor numérico, 4-11. 

Polinomios: de STURM, 41-6; equi- 
valentes, 16-1; 15-1h; idénticos, 
16-1; interpolares, XII-Ia. 

PoLLaRD, H., IV-III 2. 

PóLYa, G., V-IV 2, VI-VI 6, XIII- 
V 4, XVI-IV 4. 

PONCELET, J, V., 41-8, 42-4c, XVI- 
Ib; fórmula, XVI-1D. 

Posterior, 2-7, 

Postulado, 1-7. 

Potencia, 4-20; de binomio, 12-1; de 
exponente entero, 6-7; de expo- 
nente racional, 8-4; de polinomio, 
12-2; de sustitución entre permu- 
taciones, Tll-1a; determinación 
general, 45-3d; luminosa, 56-3, 
[media, 56-3]. 

Potencial (ver Función; Infinitési- 
mo; Infinito); mutuo, 56-1b. 

Potencias: de exponente real, 8-6; 
en el campo complejo, $ 10. 

Precedente, 2-2b; 2-7. 

Presión de un gas, 56-2. 

Primer elemento, 2-7. 

Primitiva, 50-1b. 

Primitivas, cálculo, Cap. XIV; in- 
mediatas, 51-1. 

Primitivo, concepto, 1-7; 1-1. 

PRINGSHEIM, A., p. XXIV, 22-6b, XI- 
III. 

Prioridad, relación, 2-7. 

Producto (ver multiplicación); de 
sumas, 4-8; nulo, 8-8. 

Producto infinito, XI-III; absoluta- 
mente convergente, X1-IIIb,; con- 
vergencia uniforme, XI-IIle; con- 
vergente, XI-Illa; de factores: 
[cualesquiera, XI-IIIc; positivos, 
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XI-I1I1b]; divergente: [a cero, 
XI-Ila; a infinito, X1-IIla]; in- 
condicionalmente convergente, XI- 
IIb:; logaritmo, XI-IIId; oscilan- 
te, XI-IIIa; productos parciales, 
XI-Illa; valor, XI-IIIa. 

Progresión geométrica, 22-1b; ra- 
zón, 22-1b. 

Proporciones, 6-84, 

Proposición, 1-24; primera, 1-7. 

PRYTZ, H., p. xxvi, 59-3, 59-Ej., 
XVI-IV 3; planímetro, 59-3. 

PUCHTA, A., III-II 2. 

PUIG ADAM, J., I-IV 10. 

Pulsación, 28-4a. 

Punto: anguloso, 30-5; crítico, 33-4; 
cuspidal o de retroceso, 30-5; de 
infinito de f(x), 25-4b; imagina- 
rio 23-8b,, 42-4a; œ, 21-6b; im- 
propio, 37-6b, 42-4b;, múltiple, 
29-2; ordinario, 30-5; origen, 7-7; 
unidad, 7-7. 

Puntos consecutivos, VIIT-I. 


Q 
QUINE, W. VAN O,, I-IV 19.. 


R 


RAABE, J. L., 22-2c,, 22-Ej., 45-Resp. 
Ej.; criterio, 22-2cs, [generaliza- 
do, 22-Ej.]. 

Racionalización de denominadores, 
8-3. 

Radial, sistema, 28-1. 

Radical: doble, 19-2b; simple, 19-2b. 

Radio de curvatura, 55-5; 40-6; en 
coordenadas polares, 55-6. 

RADÓ, T., XV-III 2. 

Raíces: acotación, cota, 41-3; de nú- 
meros reales, 10-4; en el campo 
complejo, $ 10; fraccionarias, 41- 
9; irracionales, 41-10; método 
mixto de aproximación, 40-4e; nu- 
méricas, cálculo, 45-5c; primiti- 
vas de 1, 10-5; racionales, 41-4; 
separación, 41-7; sumas: [múlti- 
ples, X-I1If; simples, X-II1b]. 


Raíz: aritmética, 8-1; de orden p, 


38-64; de una ecuación, 15-2a; 

18-1, 26-3; m-ésima exacta, 8-1; 

m-ésima negativa, 8-1; múltiple, 

41-2; orden de multiplicidad, 18-2. 
RAJNA, M., IX-Ie, 
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Rama: hiperbólien, :37-6b,; parabó- 
lica, 37-Gby. 
Razón: incremental, 30-1; simple, 


9-Ej.; doble, 9-Ej. 

Razonamiento, 1-24. 

Rectificación de curvas planas, $ 55; 
en coordenadas polares, 55-4. 

Recurrencia entera, 3-6c. 

Redondeo, V-Ila; por defecto (exce- 
so), V-Ila. 

Reducción: a forma típica de las ex- 
presiones racionales, 15-1c; al a0- 
surdo, 1-3; método, 15-3c; 13-1b. 

Reflexiva, propiedad, 1-5, 

REGNAULT, V., 23-2. 

Regula falsi, 40-4d. 

Regular, arco, 34-6. 

REICHENBACH, H., I-IV 19. 

Relación binaria, 1-5. 

Residual, clase, 5-11b. 

Residuales, sistema de clases, 5-12a. 

Resolvente, IV-IIf. 

Resta (ver diferencia). 

Resto, 5-1; clase, 5-11b; por defec- 
to (exceso), 5-1; respecto de un 
módulo, 5-11; teorema del, 16-5b, 

Restos potenciales, 1-IITa, 

Resultante, 42-1; forma factorial, 
42-2b. 

Reticulado, I-I; B-5c; 
1-1. 

Reverso, 5-5c. 

REY PASTOR, J., 2-1b, I-IV, II-IV 3, 
III-II 2, IV-IL, IV-III 3, V-Illd:, 
V-IV 3, VI-III, VII-VI 2, 41-11c, 
41-12, X-IIc, X-IIIk, X-V, 45-10, 
XIII-V 2, XV-III 2. 

RICHTER, X1-ITb. 

RIEMANN, G. F. B., p. XXVI, 1-7, 22- 
4b, XI-IIIb:, 48-3c, 48-Ej., 49-1. 
XII-111, XIMI-V, 54-1a, 57-4; in- 
tegral, $ 49; sumas, 48-3c; teore- 
ma reordenación series, 22-4bs. 

Riesz, M., V-Ig. 

RINGLEB, E., V-IV 3. 

Ríos, S., VI-VI 3. 

RoBBINS, H., 1-7, I-IV 14, II-IV 6. 

ROBERVAL, G. P. pp, VIIIL-I. 

ROBINSON, G., X-V 4, XII-11 1, XVI. 
IV 1. 

RODRÍGUEZ SALINAS, B., Resp. $ 18, 
Ej. 5. 

LOGOS SEN W. W., XITI-V 2. 

RoLLE, M., 35-2, 35-Ej., 36-2, IX-II, 
41-5, 47-6, XVI-IIIf; teorema, 
41-5. 


distributivo, 


Rosp, W. N., 56-3. 

ROSENBLOOM, P. C., I-IV 19. 

ROSENHEAD, L., VII-Ilc, 1X-1es. 

ROSENTHAL, A., IX-VIII 3. 

RossER, J. B., I-IV 18. 

RouchÉ, E., p. XXIII, 15-5; teorema 
de ROUCHÉ-FROBENIUS, 15-5. 

ROUSSEAU, 56-3; diagrama de, 56-3. 

Ruedecilla integradora, 59-24. 

Rurñni, P., 4-11, 18-2, IV-Ila, 41- 
3, 41-4a, 41-10, X-IVDb, 46-Ej.; 
regla, 16-54; 4-11. 

RUNGE, C., V-IV 3, 41-7. 

RUSSELL, B., 1-1, 2-1a, I-IV, II-IV 6. 

RYCHLIK, K., IX-VII. 


S 


SADOSKY, M., V-IV 3, X-V 7, 

SAGASTUME BERRA, A. E., 20-4, IX- 
VIII 2, XIII-V 2. 

SALKOWSKI, E., p. XXVII, 

Salto de una función, 25-4b. 

SAN JUAN, R., VI-VI 3, 

SANDEN, H. von, XII-II 1, XVI-IV 
1. 

SANSONE, G., IX-VIII 3, XVI-IX 4. 

SANTALÓ, L. A., IV-III 3, X-V 7. 

SARRUS, P. F., 13-2, 13-4. 

SCARBOROUGH, J. B., V-IV 3, XVI- 
IV 1. 

SCIPIÓN DEL FERRO, 19-34. 

ScCoRZA DRAGONI, G., IV-III 1. 

SCHEEFFER, L., p. XIX, p. XXIV, IX- 
V, IX-VId, XV-a. 

SCHLÓMILCH, O., 39-3c, 39-Ej., X- 
Ilb; término complementario fór- 
mula de TAYLOR, 39-3c. 

SCHOENFLIES, A., VII-1. 

SCHRÓN, L., 1X-Ie. 

SCHUBERT, H., 1X-e. 

SCEULZ, G., V-IV 3. 

SCHWARZ, H. A., 48-Ej., XV-II. 

SCORZA, G., III-II 3. 

Secante, 28-1. 

Sección de la sucesión numérica na- 
tural, 2-9; 2-10. 

Segmento de una quebrada, X-IVb. 

Segmentos orientados, 1-6. 

SEIDEL, P. L., 43-3b. 

SEKI KOowA, 13-1c. 

SELZER, S., VI-VI 6. 

Semicontinua, función, VI-IV. 

Semicontinuidad inferior, principio, 
XV-II. 
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Semientorno lateral, 25-4a. 

Seno, 28-1; elíptico, 55-3b; hiperbó- 
lico, 29-1; verso, 28-Ej. 

Sentido positivo, 8-10; 9-3; de giro, 
9-4b, 28-1. 

Separación, elemento de, 7-4. 

Serie: alternada, 22-3; armónica, 
22-1d, 22-2b»; binómica, 45-5; con- 
vergencia absoluta, 22-1h; con- 
vergencia uniforme, 43-3; [¡Acon- 
dicional, 43-3c]; convergente, 22- 
1a; 22-5; divergente, 22-1a; 22-5; 
geométrica, 22-1b; mayorante. 
22-2b,; minorante, 22-2b,; oscilan- 
te, 22-14; 22-5; reordenación de 
términos, 22-5; 22-2a, 22-4b; su- 
ma, 22-14; sumas parciales, 22- 
la; suma inferior (superior). 
22-29. 

Series de funciones, 43-83. 

Series de potencias, Cap. XI; campo 
de convergencia, 43-1a; círculo de 
convergencia, 43-1; derivadas, 43- 
5; desarrollos en, $ 44; desarro- 
llos por división, 44-3; mayoran- 
te, 43-Ej.; primitivas, 43-5b; prin- 
cipio de identidad, 44-1b; radio de 
convergencia, 43-1; recurrentes, 
escala de recurrencia, 44-3c. 

Series numéricas, $ 22; compara- 
ción, 22-25; producto, ordenación 
diagonal y por cuadrados o prin- 
cipal, 22-6b; propiedad asociativa, 
22-1e; 22-24; propiedad conmuta- 
tiva, 22-24; propiedad disociativa, 
22-1e; 22-24; propiedad distribu- 
tiva, 22-6b:; 22-1e; resto, 22-1g; 
resto, acotación, 22-1g; 22-2bs. 

SERRET, J. A., VI-VI 1. 

SEVERI, F., IV-111 1, VI-VI 2, IX- 

© VIII 1, X-V, VIII-V 2. 

SHANKS, W., p. xxv, XII-IIa. 

SHARP, A., XII-IIb. 

SHEPPARD, W. F., p. Xxvi, XII-II; 
notación, XIT-ITa. 

SIEGEL, C. L., IV-Id, IV-III 2. 

SIERPINSKI, W., 43-3c, 

Sigma, símbolo, 43-3c. 

Signo de f(x) y f'(x), cambios de, 
38-7. 

Signos, regla, 3-9. 

Siguiente, 2-2k; 2-7, 

Simétrica, propiedad, 1-5. 

SIMPSON, TH., p. XXVI, 57-3, 57-5a, 


57-b, 57-Ej., 58-Ej., XVI-Lc; fór- | 
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mula, 57-3b, XV1-Ic, [resto de 
PEANO, 57-3c]; método, 57-83, 
Sinusoide, 28-1, 28-4; fase inicial, 
28-4; onda, 28-3. 
Sistema de doble composición, 5-12b. 
SLUSE, R. F, De, VIII-1. 


. SMITH, H. Ji S., III-II 2, XIII-IV; 


conjunto, XIII-IV, 
SMITH, H. L., 2-7, 5-4. 
SMITH, L. B., XI-IIb. 


SMITH, P, F., VI-VI 3, XIV-la, XV- 


MIT 1. 

SORTEIX, J., VI-VI 1. 

SPECHT, W., EII 3, 

SPEISER, A., III-II 3. 

STABLER, E. R., I-IV 19. 

STEFFENSEN, J. F., XII-III 1. 

STEINER, J., 55-9c; desigualdad, 55- 
9c. 

STIRLING, J., p. XXVI, V-Ic, 37-8, 
XII-11, 53-4, 57-Ej., XVIIV 4; 
fórmula, XII-Ilc, 53-4, 

STOKES, G. G., 43-3b. 

STOLZ, O., p. XXIV, V-1d, VI-VI 1, 
34-1, IX-III, 43-4b; criterio de 
convergencia, V-Id, IX-III. 

STURM, C., p. XXV, VI-VI 1, .41-6, 
4l-7, 41-8, 41-9, 41-11c, 41-Ej.; 
polinomios, 41-6; teorema, 41-7. 

Subgrupo, IIT-1b, 

Subnormal, 31-3. 

Subpotencias, XVI-ITa, 

Subtangente, 31-3. 

Sucesión, 2-11; 7-2; acotada, 20-5; 
contenida en otra, 20-3; conver- 
gente, 20-1; 21-6a; creciente o de- 
creciente, 7-2; divergente, 20-1; 
21-64; monótona, 7-2, 20-4; numé- 
rica natural, 2-2b; oscilante, 20-1; 
21-64; regular o fundamental, 
20-6b; reordenación, 20-3b, 

Suma (ver Adición): de potencias 
de números naturales, XVI-IIcs; 
doble, 4-8b. 

Sumación generalizada, V-Ig. 

Sumas inferiores y superiores, 48-2, 

SUNYER BALAGUER, F., IX-VId. 

Supremo, I-I; 28-14b. 

Sustitución circular o ciclo, 11-6: 
grado, 11-6a. 

Sustitución entre permutaciones: 
idéntica o unidad, 11-5; inversa, 
11-5b:;; orden, III-Ia; par (im- 
par), 11-6f; pares componentes, 
11-5. 
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Sustitución lineal, 15-7; degenerada, 
15-7; idéntica, 15-7; inversa, 15-7. 

Sustituciones entre permutaciones, 
11-5; conmutables, 11-6b,; grupos 
de, III-I; producto, 11-5b. 

Sustituciones lineales: conmutables, 
15-7; producto, 15-7. 

Sustracción, 2-4b (ver diferencia), 

SYLVESTER, J. J., 42-2a; método dia 
lítico, 42-24. 

Szász, O., V-IV 2. 

SZEGÓ, G., V-IV 2, VI-VI 6, XIII-V 
4, XVI-IV 4. 


T 


Tablas de verdad, I-I. 

Tangente, 28-1; a una curva, 30-4. 
34-6; cosenos directores, 55-2; 
ecuación, 31-1; en coordenadas po- 
lares, 34-7; hiperbólica, 29-1; seg- 
mento, 31-3; única, 30-5. 

TANNERY, J., VI-VI 1. 

Tanto por uno. 27-Ej. 

TARSKI, A., I-IV, 19. 

TARTAGLIA, N., 11-4b, 12-1, 19-3a, 
19-4, 47-4p fórmula, 19-3a; trián- 
gulo, 11-4b. 

TAUBER, A., XI-I. 

Tauberianos, teoremas, XI-I. 

Tautologia, I-I. 

TAYLOR, B., p. XXIII, p. XXV, 39-2, 
39-4, 39-5, 39-Ej., 40-1, 40-3, 40- 
4a, 40-5, 41-3d, 41-4u, 47-5, 47-6; 
51-50, 53-5, XVl1-11d; fórmula, 
$ 39, [forma diferencial, 39-4b]; 
término complementario, 39-2, 
[forma de CaucnY, 39-30; de La- 
GRANGE, 30-30; de SCIHLOEMILCH, 
39-30; infinitesimal, 39-30; inte- 
gral, 51-56; 39-36]. 

Teorema: contrario, 1-3; contrarre- 
cíproco, 1-3; directo, 1-3; recípro- 
co, 1-3. 

Teoremas equivalcules, 1-3, 

Tercero excluido, PJ. 

Tesis, 1-2a. 

THIBAULT, G., 41-3; 41-Resp. ij. 

THIEME, H., 9-5). 

THOMAE, J. K., 84-1. 

THOMPSON, A. J IX e. 

THUF, A. 1V-id. 

THURSTON, H. An M-IV 4. 

TıETZE, H., IV-I 3, 

FIMERDING, I. i., p. XXVI. 

Trrenmarsn, W. C., XLIV R. 


RHD 


Topp, J., VII-IIg. 

TOEPLITZ, O., p. XXIV, V-1; matriz 
T, V-Ia; transformación, V-Ia; 
transformación regular, V-Ig. 

TONELLI, L., VI-VI 2, 

TORANZOS, F. 1., I-IV 11, II-IV 6. 

Toro, volumen, 54-Ej. 

TORRICELLI, B., VITI-I, 

Trabajo: de expansión de un gas, 
56-2 £en un desplazamiento recti- 
líneo, 56-1. 

Tractriz, 59-3. 

Transitiva: de la monotonía, ley, 
2-7; propiedad, 1-5; 2-7. 

Trapecios, fórmula de los, 57-9, 
XVI-Ia. 

Trapezoide, 48-2. 

Trasposición, 11-2b; 11-6d, 

Triángulo aritmético, 11-4b, 

Tricomt, F. G., XV-II1 3, XVI-IV 1. 

Tricotomía, ley, 2-7; 2-5, 

TSCHIRNHAUS, E. W., VIII-J. 

Tsu CH'UNG-CHIH, V-IITc,. 

TURÁN, P., V-IV 4. 

TURCAN, J., X-V 7. 

TURNBULL, H. W., 42-2a, X-V 3. 


U 


Último elemento, 2-7. 

ULLRICH, E., VI-VI 5. 

Unicidad, 1-6; 1-4, 2-4a. 

Unidad, 1-1; 2-2b, 5-2a, 5-12; de me- 
dida, 3-10; expresión entera, 17- 
24»; imaginaria, 9-2. 

Unidades de 1%, 2%, ..., ord.n, I-II 

Uniformación de una funcion, 23-3. 

Uniforme, ley, 2-4a. 

Unión, I-I; ley de, I-I. 

Unipotente, I-TlIa. 

Uno, 2-2b. 


vV 


Vacio, conjunto, 1-1. 

VAHLEN, T., V-ITTc;. 

VALIRON, G., VI-VI 5, XI-IV 1, 

Valor: absoluto, 3-6a; eficaz, 56-3; 
funcional, 2-8; más próximo, V- 
Ila; medio, 48-6, [primer teore- 
ma, (Cálculo integral), 48-6c; 
teoremas del, $ 35]; relativo, I-II. 

VALLÉE Poussin, CH. J. DE LA, VI- 
VI 4, IX-VIM 1, X-ITb,, XIIMI-V 1, 
XV-TIT 2. 
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VANDERMONDE, A. ThH., 16-1, X- 
IIId; determinante, 13-7b. 

VARELA, D., 46-E)J. 

Variable, 23-1; dependiente, 238-2; 
independiente, 23-2; infinita, 37-1. 

Variables, 15-1a; equivalentes, 36-6, 
[sustitución, 36-6]; pertenecien- 
tes a un cuerpo, 17-14. 

Variación, 41-64; acotada, 55-9; de 
las funciones, $ 33; del trinomio 
real de 2% grado, 19-1c; negativa, 
55-9a2, XV-Id; positiva, 55-9a», 
XV-Id; total, 55-9, XV-Id. 

Variaciones, * 11-1; con repetición, 
11-1. 

VÁZQUEZ QUEIPO, V., 

VEBLEN, O., 1-6, 1-7. 

Vector: componentes, 9-3; ds, 55-2; 
extremo,” 9-3; libre, 1-6; origen, 
9-3. 

VEGA, G. VON, IX-Ies. 

Velocidad, 31-4; media, 31-4. 

VENN, d., 1-24. 

VERA, F., III-II 2 

Verdad: formal, 
real, 1-2a. 

Verdadero valor, 25-3; de una ex- 
presión algebraica, 15-1b. 

Versiera, curva, 33-Ej.; curvatura 
55-Ej. 

Verso, 5-5c. 

Vértices de las curvas, 55-7. 

VIETA, F., XL-TlTa. 

VILLA, M., II-IV 6. 

VITALI, G., IX-VIII 3, XVI-IV 4. 

VIVANTI, G., p. XXVI, VI-VI 6. 

VOGEL, A., I-IV 6. 

VOLTERRA, V., p. XIX, p. XXVI, 50-2b, 
XII-IV. 

Volumen: de un sólido de revolu: 
ción, 54-3; por secciones, 54-4. 

VOORHIS, M. G. VAN, X-V 7. 


IX-Jez. 


1-24; material o 
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WAALS, J, D. VAN DER, 23-2, 56-Ej. 
WAERDEN, B. L. VAN DER, p. XXV, 
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III 1, IX-VII, X-V 6. 
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